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Vorwort 


„Die  Strenge  der  Wlssenschftft  erfordert,  dass  wir  das 
bante  Qewand,  welches  wir  der  Theorie  ftberwerfen,  und  dessen 
Schnitt  und  Farbe  voUst&ndig  in  unserer  Gewalt  liegt,  wohl 
unterscheiden  von  der  einfachen  und  schlichten  Gestalt  selbst, 
welche  die  Natur  uns  entgegenführt,  und  an  deren  Formen  wir 
aus  unserer  WUlkfir  nichts  sn  ändern  yermögen". 

Hertz. 

Den  Inhalt  dieses  Buches  bilden  die  elektromagnetischen 
Erscheinungen  in  dem  Umfange,  in  welchem  sie  in  den  Max- 
welFschen  Gleichungen  zusammengefasst  sind. 

Mein  Wunsch  ist,  dass  es  den  Leser  vorbereiten  möge, 
Helmholtz,  Maxwell,  Hertz  im  Original  zu  lesen. 

Auf  einige  der  Punkte,  in  welchen  die  vorliegende  Dar- 
stellung von  der  zur  Zeit  üblichen  abweicht,  sei  an  dieser 
Stelle  hingewiesen. 

Der  wesentlichste  XJntei*schied  betrifft  die  Lehre  vom 
Magnetismus  im  engeren  Sinn:  Die  Einfuhrung  des  „wahren 
Magnetismus*'  scheint  mir  genau  so  zulässig  und  zweckmässig, 
wie  die  Einfuhrung  der  „wahren  Elektricität*'.  Alles,  was 
gegen  die  Zulässigkeit  angeführt  wird,  stützt  sich  auf  die 
Thatsache,  dass  es  unmöglich  ist,  eine  einzelne,  positive  oder 
negative,  magnetische  Menge  herzustellen.  Aber  das  gleiche 
gilt  von  den  elektrischen  Mengen.  Der  scheinbare  Unter- 
schied entsteht  nur  dadurch,  dass  die  Gesammtheit  der  mag- 
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IV  Vorwort. 

netischen  Mengen,  deren  Summe  stets  Null  ist,  sich  in  einem 
festen  Körper  findet,  —  die  Gesammtheit  der  elektrischen 
Mengen,  deren  Summe  Null  ist,  hingegen  in  einem  beliebigen 
von  Leitern  umschlossenen  Raum,  den  in  der  Kegel  Gase 
erfüllen.  Die  genannte  Erfahrungsthatsache  ist  in  der  Theorie 
vollständig  zum  Ausdruck  gebracht,  sobald  man  an  Stelle 
der  „magnetischen  Mengen^*  die  „Magnetisirung"  einfährt. 
Statt  dessen  mit  Hülfe  des  Amp^re'schen  Aequivalenz- 
princips  den  Magnetismus  fortzudefiniren,  halte  ich  aus  dem 
S.  300  angeführten  Grunde  nicht  für  zweckmässig;  jeden- 
falls aber  bleibt  dieses  Vorgehen  ohne  praktische  Bedeutung, 
solange  nicht  auch  in  die  magnetischen  Massmethoden  die 
Yertheilung  der  Molecularströme  an  Stelle  der  Magnetisirung 
eingeführt  wird. 

Ein  bestimmtes  absolutes  Masssystem  ist  in  der  vorliegen- 
den Darstellung  nicht  vorausgesetzt.  Die  Gleichungen  sind 
durchweg  so  allgemein  gehalten,  dass  nach  Wunsch  jedes 
der  absoluten  Masssysteme  in  sie  eingeführt  werden  kann. 
Dadurch  war  es  zugleich  möglich,  den  Factor  4:ft  aus  den 
allgemeinen  Gleichungen  und  aus  den  Beziehungen  zwischen 
Kraftlinienzahl  und  Elektricitätsmengen  fortzuschaffen,  und 
ihn  dahin  zu  verweisen,  wo  sein  legitimer  Platz  ist:  in  die 
über  Kugelflächen  erstreckten  Integrale. — Sätze,  deren  Gültig- 
keit unabhängig  ist  von  der  Vertheilung  der  Materie  im  Kaum, 
sind  auch  in  allgemeingültiger  Form  abgeleitet.  Den  Aus- 
gangspunkt bilden  daher  nicht  die  algebraischen  Ausdrücke 
für  die  Feldgrössen,  sondern  ihre  Eigenschaften,  welche 
durch  Differentialgleichungen ,  Endlichkeits-  und  Stetigkeits- 
bedingungen ausgesprochen  sind.  —  Die  Bedeutung  von  Aus- 
drücken, wie  „Kraft  auf  die  Elektricitätsmenge  Eins",  „Wider- 
stand'S „Selbstinductionscoefficient" ,  ist  auf  ihren  durch  die 
Erfahr\ing  gegebenen  Geltimgsbfereich  eingeschränkt  worden. 

Sachlich  neu  sind,   soviel  mir  bekannt,  die  Sätze  über 
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die  mechanischen  Spannungen  und  über  die  Beziehungen 
zwischen  Arbeit  und  Energie  im  Fall  von  Eisenkörpem 
(Kapitel  VIII  A).  Sie  bilden  mathematische  Folgenmgen  aus 
anerkannten  Prämissen. 

Bei  der  Auswahl  und  Anordnung  des  Stoffes  war  die  Be- 
stimmung des  Buches  als  Lehrbuch  massgebend.  Die  Er- 
fahrungen meiner  akademischen  Lehrthätigkeit  habe  ich  stets 
von  neuem  zu  Rathe  gezogen. 

Hier  hilft  nnn  weiter  kein  Bemühn ! 
Sind's  Rosen,  nun  sie  werden  blühn. 

Strassburg  i.  E.,  im  April  1900. 
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Unsere  theoretischen  Voi'stellungen  üher  das  Wesen 
elektromagnetischer  Vorgänge  hal)en  zuni  Ausf^angspunkt  die 
Untersuchung  der  mechanischen  Kräfte,  welche  einei'seits 
elektrisirte,  andrerseits  mjignetisirte  ruhende  Körper  ausühen 
und  erleiden.  Sie  waren  zuerst  hekannt;  sie  bildeten  auch 
zuerst  den  Gegenstand  quantitativer  Versuche.  Dann  dehnte 
sich  das  Gebiet  der  qualitativen  und  quantitativen  Erfahrungen 
aus  auf  die  stationären  galvaniscuen  Ströme,  —  weiter  auf 
den  Zusammenhang  derselben  mit  den  magnetischen  Erschei- 
nungen, —  die  Inductionswirkungen  für  geschlossene  lineare 
Leiter,  —  endlich  die  sehr  schnell  veränderlichen  Zustände. 
Zugleich  wandelten  sich  die  theoretischen  Anschauungen.  Die 
Vorstellungen,  welche  genügt  hatten,  um  von  den  zuerst  be- 
kannten Erscheinungen  Rechenschaft  zu  geben,  wurden  gegen- 
über den  zuwachsenden  Erfahrung^  zu  eng  und  mussten 
schrittw^eise  erweitert  werden.  Dabei  schienen  sie  sich  mehr 
und  mehr  zu  compliciren.  —  Erst  in  neuester  Zeit  hat  sich 
gezeigt,  dass  die  Summe  der  theoretischen  Ergebnisse  wiederum 
in  wenige  Sätze  von  grosser  Allgemeinheit  zusammengefasst 
werden  kann.  Es  lassen  sich  wenige  einfache  Gesetze  angeben 
und  in  Gleichungen  formuliren,  aus  denen  man  die  über- 
wiegende Mehrzahl  aller  bekannten  elektrischen  und  nmgne- 
tischen  Erscheinungen  ableiten  kann.  Diese  Sätze  sind  ihrem 
wesentlichen  Inhalt  nach  von  Maxwell  aufgestellt.  Eine  Dar- 
stellung, welche  die  MaxwelFschen  Grundgleichungen  an  die 
Spitze  stellt  und  von  ihnen  aus  deductiv  fortschreitet,  ist 
möglich,  und  kann  durch  ihre  geschlossene,  alle  Wiederholung 
vermeidende  Form  Befriedigung  gewähren.  Sie  beginnt  aber 
nothwendig  mit  der  Behandlung  ganz  abstra(*ter  mathema- 
tischer Symbole,  die  sich  erst  allmählich  mit  physikalischem 

Cohn,  elektroma^.  Feld.  1 


2  Methode,  Eintbeilung  des  Baches. 

Inhalt  füllen.   Sie  erscheint  dadurch  ungeeignet  zur  Einfüh- 
rung in  die  Theorie. 

Wir  wollen  deshalb  inductiv  verfahren  und  zu  zeigen 
suchen,  wie  man  von  den  beobachteten  Erscheinungen  aus  zu 
denjenigen  theoretischen  Anschauungen. geführt  wird,  welche 
in  den  Maxwell'schen  Gleichungen  ihren  einfachsten  und  um- 
fassendsten Ausdruck  finden.  Wir  werden,  indem  wir  die 
unmittelbaren  Ergebnisse  der  Beobachtungen  verallgemeinem, 
im  grossen  und  ganzen  den  Pfaden  der  historischen  Ent- 
wicklung folgen;  indem  wir  aber  diejenigen  Verallgemeine- 
iiingen  ausschliessen,  welche  durch  spätere  Beobachtungen 
widerlegt  sind,  werden  wir  die  Umwege  zu  vermeiden  suchen. 
—  Es  werden  nach  einander  behandelt  werden: 
I.  Das  statische  elektrische  Feld. 
II.  Die  elektrische  Strömung,  insbesondere  die  stationäre. 

III.  Das  statische  magnetische  Feld. 

IV.  Das  magnetische  Feld  stationärer  elektrischer  Ströme. 
V.  Inducirte  Ströme  in  linearen  Leitern. 

VI.  Die  MaxwelFschen  Gleichungen.  —  Abriss  einer  deduc- 
tiven  Darstellung  des  Inhalts  von  I — V. 
Vn.  Ausbreitung   des   elektromagnetischen  Feldes   in  Raum 
und  Zeit. 

Unsere  Betrachtungen  werden  sich  im  allgemeinen  auf 
die  Vorgänge  in  ruhenden,  isotropen  Medien  beschränken,  und 
über  das  magnetische  Verhalten  der  Körper  gewisse  verein- 
fachende Annahmen  machen.  —  Erweiterimgen  der  Theorie 
über  diesen  Rahmen  hinaus  enthält  Kapitel  VIII. 


Kapitel  I. 


Elektrostatik. 


§  1.    Elektricitätsmenge.  —  Coulomb's  Gesetz. 

Bei  der  Beschreibung  der  am  längsten  bekannten  elek- 
trischen Erscheinungen  treffen  wir  den  Ausdruck  „Elektrici- 
tätsmenge'*. Wir  gelangen  zu  einer  Begriffsbestimmung  dieser 
Grösse  auf  folgendem  Wege: 

1.  Man  reibe  zwei  verschiedenartige  Körper,  etwa  Glas 
und  Harz,  an  einander.  Sie  zeigen  jetzt  neue  Eigenschliften. 
Die  gleichen  Eigenschaften  können  diesen  Körpern  auf  mannig- 
fache Art  ertheilt  werden.  Wir  bezeichnen  sie,  unabhängig 
von  ihrer  Entstehungsweise,  als  „elektrische"  Eigenschaften, 
die  Körper  als  „elektrisirt". 

2.  Man  behandle  in  gleicher  Weise  mehrere  Glas-  und 
Harzstücke.  Dann  zeigt  sich:  Harz  und  Glas  ziehen  sich  an, 
Harz  und  Harz,  und  ebenso  Glas  und  Glas  stossen  sich  ab.  — 
Man  behandle  in  gleicher  Weise  beliebige  andere  Körper: 
jeder  verhält  sich,  nachdem  er  gerieben,  allen  anderen  gegen- 
über qualitativ  entweder  wie  das  mit  Harz  geriebene  Glas 
oder  wie  das  mit  Glas  geriebene  Harz.  —  Den  Nachweis 
denken  wir^  uns  geführt  mit  Hülfe  einer  Drehwage,  welche 
den  einen  der  zu  untersuchenden  Körper  trägt,  und  welcher 
der  andere  Körper  genähert  wird. 

Wir  schliessen:  es  giebt  zwei  Arten  voji  Elektrisirung. 
Wir  nennen  die  Körper,  welche  sich  wie  das  Glas  verhalten, 
„positiv",  —  die  andern  „negativ"  elektrisch  oder  elek- 
trisirt. 

1* 
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3.  Man  berühre  eine  zuvor  geriebene  Stelle  eines  der 
Körper  K  mit  einem  Metall  M\  M  ist  jetzt  selbst  elektrisch. 
Man  berühre  nun  eine  beliebige  Stelle  von  M  mit  einem 
zweiten  Metallstück  if ' :  auch  M'  ist  jetzt  elektrisch.  Schaltet 
man  dagegen  zwischen  K  imd  M'  statt  M  etwa  einen  Seiden- 
faden oder  ein  Stück  Paraffin  ein,  so  wird  M'  nicht  elektrisch. 

Wir  schliessen:  die  Elektrisirung  überträgt  sich  durch 
gewisse  Körper,  durch  andere  nicht.  Wir  nennen  die 
ersteren  „Leiter"  der  Elektricität,  die  anderen  „Isola- 
toren". Die  atmosphärische  Luft  gehört  zu  den  Isola- 
toren. —  Die  Uj^bertragung  der  Elektrisinmg  braucht  Zeit; 
diese  Zeit  ist  cet.  par.  für  verschiedene  Leiter  ausserordent- 
lich verschieden;  am  kleinsten,  und  unter  den  Bedingungen 
unserer  Versuche  in  der  Hegel  unmessbar  klein,  für  Metalle. 
In  diesem  Abschnitt  behandeln  wir  aber  lediglich  Gleichge- 
wichtszustände, ohne  danach  zu  fragen,  wie  sich  dieselben 
herstellen.  Es  fällt  daher  der  erwähnte  Unterschied  zwischen 
den  verschiedenen  Leitern  ausser  Betracht. 

Aus  dem  gesagten  folgt  ferner:  um  die  Elektrisirung  eines 
Körpers  dauernd  zu  erhalten,  müssen  wir  ihn  mit  Isolatoren 
umgeben.  Die  Elektrisirung  eines  Isolators  ändert  sich  nui- 
da,  wo  er  mit  einem  Leiter  berührt  wird.  Die  Elektrisirung 
eines  Leiters  wird  dagegen  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  be- 
einflusst  durch  Berührung  mit  einem  elektrisirten  Körper. 
Das  Gesetz,  nach  dem  sich  in  einem  Leiter  der  neue  elek- 
trische Gleichgewichtszustand  herstellt,  werden  wir  später 
kennen  lernen;  schon  jetzt  aber  können  wir  schliessen:  um 
die  Elektrisirung  eines  Isolators  zu  bestimmen,  müssen  wir 
die  Geschichte  jedes  einzelnen  seiner  Theile  kennen;  ein  Leiter 
hingegen  ist  elektrostatisch  ein  einziges  Individuum.  Wir  werden 
also  die  übersichtlichsten  Resultate  zu  erwarten  haben,  wenn 
wir  ausschliesslich  mit  Leitern  operiren. 

4.  Sei  also  ursprünglich  nur  der  Leiter  M^  elektrisch. 
Es  werde  M^  mit  dem  unelektrischen  Leiter  M^  berührt;  dann 
sind  im  allgemeinen  nachher  beide  Leiter  elektrisch,  —  unter 
bestimmten  Umständen  aber  nur-  einer.    Nämlich: 

Man  umschliesse  M  vollständig  mit  def  leitenden  Hülle  ZT, 
bringelf  imd  J?zur  Berührung,  ziehe  sodann  if  ohne  Berührung 
aus  J?  heraus:  üfist  dann  unelektrisch,  aber  JJist  elektrisch. 
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Das  gleiche   gilt,   wenn  II  schon  vor   der   Berührung   elek- 
trisch war. 

5.  Man  wiederhole  die  unter  Xr.  4  geschilderte  Operation 
1,  2,  . .  .  n  mal,  und  bringe  dann  H  jedesmal  in  die  gleiche 
Lage  gegenüber  einem  elektrisirten  Körj^er  A,  in  einem  Ab- 
stand r,  der  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  von  A  wie  von 
//.  Es  sei  M  jedesmal  in  der  gleichen  Weise  elektrisirt  ge- 
wesen, was  aus  seinem  stets  gleichen  Verhalten  gegenüber  A 
erkannt  werden  kann.  Dann  verhalten  sich  die  Kräfte 
zwischen  A  und  H  wie  1 : 2 :  .  .  :  n. 

6.  Definition.  Wir  sagen:  1/ hat  seine  gesammte  „Elek- 
tricitätsmenge"  an  iT abgegeben.  Dadurch  ist  die Elektrici- 
tätsmenge  von  H  definirt  als  proportional  der  elektrischen 
Kraft,  die  H  cet.  par.  auf  einen  bestimmten  Körper  in  grosser 
Entfernung  ausübt;  —  und  von  dieser  so  definirten  Elektri- 
citätsmenge  zeigt  der  Versuch:  sie  ist  etwas,  was  von  einem 
Körper  zu  einem  andern  übergehen  kaiin,  dessen  Gesammt- 
raenge  sich  aber  dabei  nicht  ändert. 

7.  Man  bringe  zwei  so  gemessene  Elektricitätsmengen 
verschiedener  Art  a)  einzeln,  b)  zusammen  aiif  H:  die  Kräfte 
auf  ^,  welche  nach  Nr.  2  entgegengesetzte  Richtung  haben,  sub- 
trahiren  sichjetzt.  Damit  also  die  Definition  in  Nr.  6  allgemein 
gelte,  muss  man  Elektricitätsmengen  verschiedener  Art  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  geben;  und  der  Erfahrungssatz  in 
Xr.  6  lautet  genauer:  die  algebraische  Summe  aller  Elektri- 
cität  bleibt  beim  Uebergang  constant.  —  Dass,  wie  erwähnt, 
die  Glas-Elektricität  positiv  gerechnet  wird,  ist  eine  will- 
kürliche Festsetzung. 

8.  Wir  modificiren  jetzt  den  Versuch  unter  Nr.  4:  Derelek- 
trisirte  Leiter  M  werde  in  die  Hülle  H  eingeschlossen,  aber 
nicht  mit  ihr  in  Berührung  gebracht.  Wir  finden:  die  elek- 
trischen Kräfte  im  äusseren  Raum  sind  genau  die  gleichen, 
wie  wenn  die  Beiührung  stattgefunden  hätte.  Mit  Benutzung 
unserer  Definition  unter  Xr.  6  spricht  sich  diese  Thatsache  so 
aus:  Die  Wirkung  einer  Elektricitätsmenge  im  äusseren  Raum 
ist  die  gleiche,  mag  sie  sich  auf  der  leitenden  Hülle,  oder 
an  beliebiger  Stelle  im  Hohlraum  befinden.  Wir  können 
demnach  auch,  unserer  Definition  gemäss,  die  Summe  der 
Elektricitätsmengen   beliebig   vieler   verschiedener   Körper 
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messen;  wir  brauchen  sie  dazu  nur  gleichzeitig  in  die  leitende 
Hülle  zu  bringen. 

9.  Wir  bringen  zwei  Körper  in  die  Hülle,  die  durch 
Reibung  an  einander  elektrisch  geworden  sind.  Es  zeigt  sich: 
die  elektrischen  Kräfte  im  Aussenraum  werden  dadurch  nicht 
verändert.  Also:  die  algebraische  Summe  der  durch  die  Rei- 
bung auf  den  beiden  Körpern  erzeugten  Elektricitätsmengen 
ist  Null.  Das  gleiche  gilt  für  jeden  beliebigen  Procesä,  durch 
welchen  Elektrisirung  entstehen  kann,  sobald  wir  nur  die 
Gesammtheit  aller  bei  diesem  Process  betheiligten  Körper 
in  Betracht  ziehen.  Insbesondere  also:  durch  keinen  wie 
immer  gearteten  Vorgang,  der  sich  ausschliesslich  im  Innern 
einer  leitenden  Hülle  abspielt,  werden  die  elektrischen  Kräfte 
im  Aussenraum  beeinflusst. 

-V  10.  Zusammengefasst  mit  dem  früher  gesagten  heisst  das: 
die  durch  Nr.  6  definirten  Elektricitätsmengen  sind  Grössen, 
deren  algebraische  Summe  wir  auf  keine  Weise  ändern  können. 
Nur  die  Elektricitätsverth eilung  ist  veränderlich.  Das  ist 
eine  Eigenschaft,  welche  der  Elektricität  mit  der  Materie  ge- 
meinsam ist.  Sofern  es  sich  um  Isolatoren  handelt,  kann 
sich  femer  Elektricität  nur  gemeinsam  mit  ihrem  materiellen 
Träger  bewegen,  —  sie  theilt  also  mit  der  Materie  auch  die- 
jenige Eigenschaft,  welche  durch  die  „Continuitätsgleichung" 
ausgedrückt  wird:  der  Inhalt  eines  Raumes  ändert  sich  nur 
um  diejenigen  Beträge,  welche  durch  die  Oberfläche  ein-  und 
austreten.  Ob  wir  der  Elektricität  diese  Eigenschaft  allgemein 
zuschreiben  dürfen,  hängt  davon  ab,  ob  wir  auch  in  Leitern, 
wo  unabhängig  von  der  Materie  eine  Bewegung  der  Elektri- 
cität möglich  ist,  die  Pfade  derselben  verfolgen  können.  Auf 
diese  Frage  kommen  wir  in  Kapitel  11  zurück.*) 

11.  Aus  unserer  Definition  folgt:  die  mechanische  Kraft 
zwischen  zwei  Leitern  mit  den  Elektricitätsmengen  e,  und  Cj» 
die  sich  in  der  gegen  ihre  Dimensionen  grossen  Entfernung  r 
von  einander  befinden,  ist  proportional  mit  dem  Product  e^Cj) 


*)  Zwißchen  der  Terminologie  der  verschiedenen  Autoren  besteht 
keine  üebereinstimmung.  Was  in  diesem  Buche  ,,Elektricitllt'*  schlechthin 
genannt  wird,  bezeichnet  Hertz  als  „wahre  Elektricität".  Ueber  die  von 
Hei-tz  als  „freie  Elektricität''  bezeichnete  Grösse  s.  §  12. 
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sie  ist  eine  Abstossung  oder  Anziehung,  je  nach  dem  dieses 
Product  positiv  oder  negativ  ist.  Coulomb  hat  experimentell 
gefunden,  dass  die  Kraft  femer  umgekehrt  proportional  mit 
dem  Quadrat  der  Entfernung  ist.  Demnach  ist  die  Abstossung 

wo  c  eine  positive  Constante  bedeutet. 

12.  In  Nr.  11  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  beiden  Leiter  von  Luft  umgeben  sind.  Bringen  wir  aber 
die  beiden  Leiter,  ohne  sie  unter  einander  oder  mit  einem 
andern  Leiter  zu  berühren,  —  d.  h.  also  gemäss  unserer  De- 
finition: mit  unveränderten  Elektricitätsmengen,  —  in  ein 
anderes  isolirendes  Medium,  so  ändern  sich  die  Kräfte  in 
constantem  Verhältniss.    Wir  können  daher  setzen 

wo  h  eine  für  das  isolirende  Medium  charakteristische  Constante 
ist,  welche  seine  „Dielektricitätsconstante"  heisst.  Die 
Körper,  durch  deren  Beschaffenheit  die  elektrischen  Kräfte  be- 
einflusst  werden,  nennt  man  „Dielektrica".  Die  elektrosta- 
tischen Erscheinungen  sind  vom  Material  der  Leiter  unab- 
hängig; im  Gebiet  der  Elektrostatik  also  sind  die  Bezeichnungen 
^Isolator"  und  „Dielektricum**  gleichbedeutend. 

Die  Grösse  k  ist  unabhängig  von  den  Elektricitätsmengen, 
von  der  Entfernung  und  von  dem  Medium.  Andere  Umstände, 
welche  auf  den  Werth  der  Kraft  Einfluss  haben,  sind  nicht  be- 
kannt; k  ist  also  eine  universelle  Constante.  Da  wir  nur  Ver- 
hältnisse der  €  definirt  haben,  können  wir  k  einen  willkürlichen 

Zahlwerth  beilegen.    Wir  setzen  äj  =  ^.     Demnach    haben 

wir  als  Ausdruck  des  Coulomb'schen  Gesetzes: 

Entfernungen  r  und  Kräfte  f  können  in  mechanischem  Mass 
gemessen  werden.  Die  Gleichung  (1)  lehrt,  wie  mittels  solcher 
Messungen  zwei  Elektricitätsmengen  oder  zwei  Dielektricitäts- 
constanten-  mit  einander  verglichen  werden  können.  Sie 
macht   ferner,   sobald   die   mechanischen  Masseinheiten  fest- 
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gelegt  sind,  die  Einheit  der  e  abhängig  von  derjenigen  der  s 
und  umgekehrt.  Eine  dieser  Einheiten  aber  bleibt  nach  dem 
bisher  dargelegten  vollkommen  willkürlich;  sie  bleibt  es  auch 
gegenüber  allen  sonstigen  Erfahrungsthatsachen. 

Es  ist  aber  wichtig,  die  willkürliche  Verfügung  so  zu  treffen, 
dass  diese  Einheit  —  und  damit,  wie  sich  zeigen  wird,  die  Ein- 
heit jeder  elektrischen  Grösse  — jederzeit  reproducirt  werden 
kann.  Denn  nur  unter  dieser  Bedingimg  werden  Beobachtungen, 
die  zu  verschiedenen  Zeiten  imd  an  verschiedenen  Orten  ge- 
macht sind,  mit  einander  quantitativ  vergleichbar.  Die  genannte 
Bedingung  erfüllen  diejenigen  Masssysteme,  welche  man  als 
„absolute"  bezeichnet.  (Gauss  und  Weber.)  Ein  jedes  der- 
selben benützt  als  Grundlage  das  absolute  Masssystem  der 
Mechanik,  welches  wir  als  bekannt  voraussetzen.  Das  sog.  „ab- 
solute elektrische  (auch  wohl  „elektrostatische") Mass- 
system" geht  aus  diesem  hervor,  wenn  wir  noch  festsetzen,  dass 
in  Gleichung  (1)  für  das  Vacuum  4jre=\  sein  soll.  (Sehr  nahe 
gleichbedeutend  hiermitist  es,  wenn  man  für  atmosphärische 
Luft4jrf  =  l  setzt.)  Dann  wird  das  e  jedes  Dielektricums 
eine  reine  Zahl.  Dann  wird  femer  das  Product  zweier  Elek- 
tricitätsmengen  nach  (1)  gemessen  durch  die  gleiche  Zahl, 
welche  auch  das  Product  einer  reinen  Zahl  (4:^6),  einer  Kraft 
(/*),  und  zweier  Längen  (r,r)  misst.  Oder  in  der  üblichen 
Bezeichnungsweise:  es  ist  die  „Dimension"  einer  Elektricitäts- 
menge 

[e]  =  [yrY]=iflLtr\ 

wenn  M  das  Symbol  der  Masseneinheit,  L  der  Längeneinheit, 
T  der  Zeiteinheit  ist. 

Hier  ist  benutzt,  dass  im  absoluten  Masssystem  der 
Mechanik  eine  Kraft  dem  Product  aus  einer  Masse  und  ihrer 
Beschleunigung  nicht  nm-  proportional,  sondern  numerisch 
gleich  gesetzt  wird.  So  wenig  hierdurch  etwas  über  den 
Begriff  einer  Kraft  ausgesagt  ist,  so  wenig  erfahren  wir  aus 
der  obigen  Dimensionsgleichung,  welcher  Axt  physikalischer 
Grössen  eine  Elektricitätsmenge  angehört .  Gesetzt,  es  werde 
einmal  experimentell  festgestellt,  eine  Elektricitätsmenge  e 
gehöre  einer  bestimmten  Classe  mechanischer  Grössen  a  an, 
—   dass    dem    so   sei,   ist    denkbar,   aber   keineswegs    nothr 


-  ^ 
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wendig,  —  dann  würde  ein  rationelles  elektrisches  Mass- 
system aufgeführt  werden  können  und  müssen,  in  welchem 
e  und  a  in  der  gleichen  Einheit  ausgedrückt  würden,  und  in 
welchem  für  unsere  willkürliche  Pestsetzung:  „4jr£  =  1  für 
Vacuum"  kein  Platz  mehr  wäre.  Es  würde  dann  aher  die 
einmalige  Festlegung  eines  Reductionsfactors  genügen,  um  alle 
in  „absolutem  elektrischem  Mass"  ausgedrückten  Messungs- 
resultate in  „rationelles  Mass"  überzuführen. 

Wir  werden  das  „absolute  elektrische  Masssystem"  nicht 
in  unsere  Darstellung  einführen,  vielmehr  alle  Gleichungen  in 
solcher  Form  schreiben,  dass  ihre  Gültigkeit  von  der  Wahl: 
des  Masssystems  unabhängig  ist.  Wenn  wir  dann  numerische 
Angaben  benützen  wollen,   welche  in  absolutem  elektrischem 

Mass  gemacht  sind,  so  genügt  es,  in  unseren  Formeln  e  =  .    » 

zu   schreiben,   wo   Z)=        das   Verhältniss    der  Dielektrici- 

tätsconstante  des  fraglichen  Isolators  (s)  zu  jener  des  Vacuums* 
(aj  bedeutet.    Dieses  D,  welches   in   der  Regel   das   directe 

Object  der  Messung  bildet,  wird  häufig  ebenfalls  als  „Dielek- 
tricitätsconstante  des  Isolators"  bezeichnet. 

Die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (1) 
waren  die  folgenden:  l)  die  materiellen  Träger  der  Elektrici- 
tätsmengen  e^  und  e^  sollen  zwei  Leiter,  —  2)  die  Dimen- 
sionen dieser  Leiter  sollen  sehr  klein  gegen  ihren  Abstand,  r, 
—  3)  der  Isolator,  welcher  sie  umgiebt,  soll  homogen  (und 
isotrop)  sein. 

Bezüglich  1)  nimmt  man  an,  d^ss  die  Gleichung  auch  gilt, 
wenn  die  Elektricitätsmengen  an  Theilen  des  Isolators  selbst 
haften.  Ob  solche  Elektricitätsverth eilungen  iüx  Innern  homo- 
gener Isolatoren  thatsächlich  vorkommen,  ist  zweifelhaft;  wir 
wollen  aber,  der  Allgemeinheit  wegen  und  dem  Herkommen 
folgend,  auch  diesen  Fall  in  unsere  Betiachtungen  ein- 
schliessen.  —  Die  Bedingung  2)  ist  für  jede  endliche  Ei^t- 
femung  erfüllt,  wenn  wir  unter  e^  und  Cj  die  Elektricitäts- 
mengen zweier  unendlich  kleiner  Körperelemente  versteham 
Wir  erhalten  aus  den  so  sich  ergebenden  Elementarkräften  die 
Kräfte  zwischen  endlich  ausgedehnten  Körpern  allgemein  durch 
die  Annahme,   dass   wir  die  ersteren  nach  den  Regeln  der 


]0  Elektrisches  Feld.    FeldintensiiSit.  [Kap.  I. 

Statik  zusammensetzen  dürfen.  —  Die  Bedingung  3)  ist  we- 
sentlich für  die  Gültigkeit  des  Coulomb'schen  Gesetzes;  wir 
halten  sie  zunächst  fest. 

§  2.  Elektrische  Feldintensität,  Potential. 
Mechanische  Arbeit,  Energie. 

Jede  Elementarkraft,  welche  an  einem  Volumelement  mit 
der  Elektricitätsmenge  c  angreift,  enthält  nach  (t)  den  Factor 
e;  also  auch  die  Gesammtkraft 

f=e-E. 

E  ist  numerisch  gleich  der  Kraft,  welche  auf  das  Volum- 
element wirken  würde,  wenn  sich  dort  die  Elektricitätsmenge 
Eins  befände.  Wir  vereinfachen  die  mathematische  Behand- 
lung, indem  wir  diese  Grösse  E  untersuchen;  wir  nennen  sie  die 
„elektrische  Feldintensität"  in  dem  betrachteten  Punkt 
p  {x,  y,  x).  Ihre  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  seien 
JSr,  ßy.  Ex]  die  Componente  nach  der  willkürlichen  Richtung  / 
heisse  Ei. 

In  entsprechender  Weise  sollen  durchweg  die  Componen- 
ten von  Richtungsgrössen,  ~  „Vectoren"  —  bezeichnet  werden. 
Es  ist  demnach,  wenn  A  einen  beliebigen  Vector  bezeichnet, 

Ai  =  Ä'  cos  (AI)  und 
A^  =  A^^  +  Ay^  +  A^\ 

Jeder  Baum,  in  welchem  eine  elektrische  Feldintensität 
vorhanden  ist,  heisst  ein  „elektrisches  Feld." 

Auf  den  betrachteten  Punkt  p{x,y,z)  mögen  wirken  die 
Elektricitätsmengen  e^  in  den  Punkten  Piix^^y^,  z^  mit  den  Ab- 
ständen r.  =  p^p.    Dann  liefert  a  zu  E  den  Beitrag 

Ei  =  /^—  2  ^t  den  Componenten 

wo  r^2  =  (x—x^)^  +  Qj—y,)^  +  («— -i)^. 

Folglich  ist  E  die  Resultante  von 

ej    x—Xi 
Ex-=  S-T-  —3-  u.  8.  w.  (2) 
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Diese  Ausdrücke  lassen  sich  in  eine  andere  Form  bringen: 
man  setze 

9>-^T^.,  (3) 


^  ine.n^ 


dann  wird 

Also 

fi?           'Xr'j  ^y 

-  =  £Jx, 


Ans     r^ 

und  ebenso,   da   die  Coordinatenrichtungen  willkürlich   sind, 
auch 

E^—%  (4') 

wo   N/  die  sogenannte  „Richtungsderivirte"   von   q>  nach   der 

Richtung  von  /  bedeutet. 

<p  heisst  das  „elektrische  Potential"  im  Punkte^.  — 
Aus  (4')  folgt:  Schreiten  wir  von  j5  aus  in  einer  Richtung  Z  fort, 
in  welcher  sich  (p  nicht  ändert,  so  ist  für  diese  Richtung 
Ei==  0;  d.  h.  die  Feldintensität  ist  überall  normal  zu  den 
Flächen  constanten  Potentials  gerichtet 

Denken  wir  uns  femer  einen  kleinen  Körper  mit  der 
Elektricitätsmenge  1  aus  p  um  die  Strecke  dl  verschoben, 
während  die  übrigen  Elektricitätsm engen  ruhen;  dann  leisten 
die  elektrischen  Kräfte  eine  Arbeit 

ZA  =  Ei.dl  =  —  57  dl  =  —  d(p. 

Die  Verschiebung  werde  fortgesetzt  bis  zum  Punkte  ;/,  dann 
ist  die  Arbeit 


A  =  —  jdq)  =  ip{p)  —  ip(p). 


(p  ist  nach  dem  Ausdruck  in  (3)  eine  einwerthige  Function 
der  Coordinaten  von  p,  also  ist  A  eindeutig  bestimmt  durch 
Anfangs-  und  Endlage  des  bewegten  Theilchens,  und  unab- 
hängig vom  Wege  der  Ueberführung.  —  Es  sei  speciell  p  ein 
Punkt,  in  welchem  das  Potential  unserer  Elektricitätsver- 
theilung,  gemäss  (3)  berechnet,  Null  ist,  so  wird 

A  =  (p{p). 
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Ein  solcher  Punkt  j?'  ist  z.  B.  jeder  Punkt  in  unendlicher 
Entfernung  von  den  c^,  —  von  denen  wir   stets   voraussetzen 

werden,  dass  sie  in  einem  endlichen  ßaum  enthalten  sind,  — 
und  man  kann  folglich  definiren: 

Das  Potential  tp  im  Punkte  p  ist  numerisch  gleich  der 
mechanischen  Arbeit,  die  von  den  elektrischen  Kräften  ge- 
leistet wird,  wenn  die  Elektricitätsmenge  1  mit  ihrem  Träger 
aus  dem  Punkte  p  auf  beliebigem  Wege  in  unendliche  Ent- 
fernung von  dem  elektrischen  System  übergeführt  wird. 

Wir  wollen  jetzt  die  Arbeit  berechnen,  welche  bei  einer 
beliebigen  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  ganzen  Systems 
gewonnen  wird.   Die  Kraft  zwischen  den  Elektricitätsmengen 

ß.  und  e^u  hat  nach  (1)  die  Grösse:  ^  *    -  und   die  Richtung 

der  wachsenden  r^j^.    Also  ist  die  Arbeit  bei  einer  unendlich 
kleinen  relativen  Verschiebung: 

und   die  gesammte   Arbeit  bei  unendlich   kleinen  Verschie- 
bungen aller  materiellen  Punkte: 

w^o  2  eine  Summirung  über  alle  Combinationen  von  i  und  /*• 
bedeutet,  für  welche  i  ^  k. 

Dafür  kann  man  schreiben 

k  i   ^^^-Uk  k 

WO  nach  k  über  alle  Punkte,   und   nach   i  über   alle  Punkte 
ausser  pf^  zu  summiren  ist,  und  wo  g>f.  das  Potential    aller 

Mftöien  ausser  «^  im  Punkte  pj^  bedeutet.     Also 

^A  =  —  dlVe,  wo  (5) 

We  =  Shk^,.  (6) 

k 

Es  ist  die  Arbeit  gleich  der  Abnahme  ein^r  Function 
We,  welche  durch  die  gegenwärtige  Elektricitätsverth eilung 
vollständig  bestimmt  ist.    Ist  der  AVerth  dieser  Function  für 
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eine  gewisse  Anfangslage  aller  elektrisirten  Theilchen  JVe  und 
für  eine  gewisse  Endlage  FT/,  so  wird  demnach  die  Arbeit 

A=W,—  We 

jedesmal  gewonnen,  wenn  das  System  auf  beliebigen  Wegen 
aus  der  Anfangslage  in  die  Endlage  übergeführt  wird. 

Arbeit  ist  eine  Form  der  Energie.  Man  kann  fragen: 
wird  bei  Aenderung  eines  elektrischen  Feldes  Energie  noch 
in  anderen  Formen,  —  wie  z.  B.  Wärme,  —  abgegeben?  Die 
Erfahrung  antwortet:  im  allgemeinen  ja!  Wir  werden  diese 
Energie-Umsätze  in  späteren  Abschnitten  zu  besprechen 
haben;  denn  sie  treten  ausschliesslich  auf,  wenn  das  Feld 
nicht  statisch  ist.  Wenn  aber  der  Zustand,  wie  wir  gegen- 
wärtig voraussetzen,  ein  Zustand  elektrischen  Gleichgewichts  ist, 
—  genauer:  einem  solchen  auch  bei  der  Verschiebung  stets  un- 
endlich nahe  bleibt,*)  —  so  erhalten  wir  aus  dem  System  Energie 
nur  in  einer  Form:  als  mechanische  Arbeit,  und  den  Betrag 
dieser  Arbeit  haben  wir  soeben  berechnet  zu  ^  =  We  —  TfV. 
Aus  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  folgt  dann, 
dass  We  —  TlV  der  Betrag  ist,  um  welchen  die  Energie  des 
elektrischen  Systems  imEndzustand  geringer  ist,  als  im  Anfangs- 
zustand. Der  wesentliche  Inhalt  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass 
die  Energie  eines  Systems  eine- Grösse  ist,  welche  durch  dessen 
gegenwärtigen  Zustand  eindeutig  bestimmt  ist,  —  dass  also 
We — We  stets  der  Gesammtbetrag  der  abgegebenen  Energie 
ist,  bei  gegebenem  Anfangs-  und  Endzustand,  aber  bei  be- 
liebigen Zwischenzuständen,  die  keine  Gleichgewichtszustände 
zu  sein  brauchen.  Von  der  Art  der  Zwischenzustände  hängt 
lediglich  ab,  in  welcher  Weise  sich  dieser  Gesammtbetrag  auf 
die  verschiedenen  Energieformen:  Arbeit,  Wärme  u.  s.  w. 
vertheilt. 

Sind  in  der  Endlage  alle  e^  unendlich  weit  von  einander 

entfernt,   so   ist  jedes   9>;b==0,   und  somit  auch  TfV  =  0;   es 

ist  also  We  diejenige  Energie,  welche  gewonnen  wird,  wenn 
das  System  in  unendliche  Zerstreuung  übergeht.  Wir 
werden  einen  andern  Ausdruck  für  die  Function  We  finden 
[Gleichung  (B)  S.  29],   aus  welchem  hervorgeht,  dass  sie  nie 


*)  Siehe  am  Schluss  von  §  8. 
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negativ  werden  kann.  We  ist  also  zugleich  die  maximale 
Energie,  welche  aus  dem  System  gewonnen  werden  kann.  Man 
bezeichnet  daher  We  als  die  „elektrische  Energie**  des 
Systems. 

Wir  benutzen  diese  Bemerkungen,  um  zu  einer  neuen 
Definition  von  <p  und  E  zu  gelangen: 

Aus  der  Form 

folgt:  wenn  nur  der  Ort  von  e^^  sich  ändert,  so  ist 

dWe  =  e,.d2-;^^  =  e^dif,. 

Sind  also  zwei  elektrische  Zustände  gegeben,  bei  welchen 
die  Vertheilung  der  Materie  die  gleiche  ist,  welche  sich  aber 
dadurch  unterscheiden,  dass  die  Elektricitätsmenge  e  das  erste 
Mal  an  einer  Stelle  vom  Potential  </?,  das  zweite  Mal  an  einer 
Stelle  vom  Potential  gp'  sich  befindet,  so  besitzt  der  erste 
Zustand  gegenüber  dem  zweiten  einen  Energieüberschuss 

—  dWe  =  e{<p—q)').  (7) 

Ist  ein  U ebergang  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Zu- 
stand möglich,  so  giebt  dieser  Ausdruck  die  dabei  abgegebene 
Energie  an.  Da  in  unendlicher  Entfernung  (p  =  O  ist,  können 
wir  also  definiren: 

Das  Potential  q)  im  Punkte  p  misst  die  Energie,  welche 
aus  dem  System  gewonnen  wird,  wenn  die  Elektricitäts- 
menge Eins  (ohne 'ihren  Träger)  aus  p  in  imendliche  Ent- 
fernung rückt. 

Ferner:  sei  E  die  Peldintensität  am  Ort  von  c,  und  dl  die 
Verschiebung  von  e  (bei  ruhender  Materie),  dann  ist 

~  dW^  =  —  e  ^^^  d/  =  e.E^dl, 

also  die  abgegebene  Energie  bei  Verschiebung  der  Elektrici- 
tätsmenge Eins  um  dl  (ohne  ihren  Träger)  :iEid/.  Das  recht- 
fertigt die  übliche  Bezeichnung  von  E  als  „auf  die  Elektri- 
citätsmenge Eins  wirkende  Kraft". 

Es  ist  also  in  dem  bisher  von  uns  behandelten  Gebiet, 
in  welchem   das   Coulomb'sche   Gesetz    gilt,    für   den 
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Betrag  der  Energieabgabe  gleichgültig,  ob  wir  uns  die  Elek- 
tricitätsmengen  mit  ihren  materiellen  Trägem  oder  ohne  die- 
selben verschoben  denken.  Allgemein  ist  das  nicht  der  Fall: 
wir  werden  finden,  dass  die  Sätze,  welche  die  Energieabgabe 
durch  die  Verschiebung  der  Elektricität  ausdrücken,  all- 
gemein gelten,  —  die  Sätze  hingegen,  welche  die  mechanische 
Arbeit  durch  die  Verschiebung  der  materiellen  Träger  der 
Elektricität  ausdrücken,  nicht  allgemein  gelten.  E  ist  allge- 
mein die  auf  die  Elektricitätsmenge  Eins  wirkende  Bj*aft  im 
Sinne  der  obigen  Gleichung,  —  aber  nicht  allgemein  die  auf 
den  Träger  der  Elektricitätsmenge  Eins  wirkende  mechani- 
sche Kraft.     (§  7  bez.  §  11.) 


§  3.   Raum-  und  Plächenpotential.     Gleichgewichts- 
bedingung. 

In  Gleichung  (2)  mussten  wir  bei  der  Bildung  von  Exy  in  (3) 
bei  der  Bildung  von  (p  die  in  dem  betrachteten  Punkte  p  selbst 
befindliche  Elektricitätsmenge  von  den  a  ausschliessen;  wir 
würden  sonst  nicht  nur  falsche,  sondern  sogar  unendlich  grosse 
Werthe  der  gesuchten  Functionen  erhalten  haben.  Dies  rührt 
aber  nur  daher,  dass  wir  bis  jetzt  zur  Vereinfachung  der  Dar- 
stellung uns  endliche  Elektricitätsmengen  in  Punkten  concen- 
trirt  dachten.  Eine  solche  Elektricitätsvertheilung  kommt 
thatsächlich  nicht  vor.  Wäre  Elektricität  Materie,  so  könnten 
endliche  Elektricitätsmengen  nur  in  endlichen  Bäumen  vor- 
handen sein;  wir  werden  zu  der  Annahme  genöthigt  werden, 
dass  endliche  Elektricitätsmengen  ausserdem  auch  auf  end- 
lichen Flächen  vorkommen. 

Wir  haben  zu  untersuchen,  wie  sich  Potential  und  Feld- 
intensität in  diesen  beiden  Fällen  verhalten. 

Erfülle  erstens  die  Elektricität  continuirlich  einen  Raum 
r;  im  Element  dt  befinde  sich  die  Menge  de  =  Qdx,  wo  q 
eine  endliche  Grösse,  p  heisst  die  „Raumdichte"  der  Elek- 
tricität am  Ort  von  dr.    Es  wird  dann  das  Potential 


-/ 


Qdx 


(3') 
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und  eine  Coniponente  der  Feldintensität 

wenn  p'(x  , y  ,  ^)  der  Ort  von  dx  ist,  9p  und  £a:  die  AVerthe  dieser 

Functionen  im  Punkte  p  (ar,  y,  x)  bezeichnen,  und  r=  p/?'.  Die 
Integration  muss  ausgedehnt  werden  über  den  ganzen  Raum 
T,  in  welchem  p  4"  ^  ^st;  sie  darf  aber,  ohne  Aenderung  des 
Resultats,  auf  beliebige  weitere  Räume,  insbesondere  auch  auf 
den  unendlichen  Raum  ausgedehnt  w^erden. 

Wir  behaupten:  9?  und  Ex  sind  endliche  und  stetige  Func- 
tionen von  a:,^, ;;;  auch  dann,  wenn  der  Punkt  p  im  Raum  r  liegt 
und  die  Integranden  folglich  unendlich  werden.  Zum  Beweis 
zerlegen  wir  r  in  zwei  Theile:  r',  eine  Kugel  vom  Radius  R 
mit  p  als  Mittelpunkt,  —  und  r",  den  Rest  von  r.  Dann  zer- 
fallen (p  und  Ex  je  in  zwei  Theile: 

q)  =z  (p  ^  (p    ,  Ex  =  Ex  +  Ex  , 

von  welchen  q/'  und  Ex"  Integi'ale  mit  durchweg  endlichen 
und  stetigen  Integranden,  und  folglich  stets  endliche  und  stetige 
Functionen  von  x,y,z  sind. 

Den  Raum  r  zerlegen  wdr  in  Elemente  durch  concen- 
trische  Kugelflächen  vom  variablen  Radius  r  und  unendlich 
spitze  Kegel  vom  Oeflfnungswinkel  do,  welche  alle  ihre  Spitze 
in  p  haben.    Dann  wird 

dr  =  r^dr  do 

und  folglich 

R  R 

0  0 

w^o  die  Integration  nach  o  über  die  Fläche  der  Einheitskugel 

zu  erstrecken  ist.   q  ist  endlich,  '     *    ein  echter  Bruch.  Lassen 

wir  also  R  ohne  Ende  abnehmen,  so  nähern  sich  tp  und  Ex 
der  Grenze  Null. 

Es  liefern  also  zu  rp  wie  zu  Ex  die  unendlich  benach- 
barten Raumtheile  nur  verschwindende  Beiträge ;  beide  Grössen 
bleiben  nicht  nur  endlich,  sondern  ändern  sich  auch  stetig, 
wenn  der  Punkt  p  sich  innerhalb  des  mit  Elektricität  erfüllten 
Raumes  bewegt. 


§  3.]  Flftchenpotential.  n 

Daraus  folgt  erstens:  wenn  wir  zur  Berechnung  der  Energie 
und  der  Kräfte  die  Functionen  g)  und  Ex  hilden,  so  brauchen 
wir  bei  der  Summation  keine  Elektricitätsmenge  auszu- 
schliessen;  die  beiden  Funktionen  sind  stets  unzweideutig  durch 
die  Ausdrücke  (3')  und  (2')  definirt.    Femer  folgt  aus  (2'): 

und  aus  (3'): 

Die  rechten  Seiten  beider  Gleichungen  sind  einander 
gleich,  sobald  beide  Rechnungsoperationen  zu  bestimmten  end- 
lichen Werthen  führen,  d.  h.  sofern  Ex  endlich  und  g>  stetig  ist. 
Also  gilt  zweitens  nach  dem  obigen  ganz  allgemein,  auch  inner- 
halb T,  unsere  frühere  Gleichung  (4'): 

Da  auch  die  Oomponenten  von  E  durchweg  stetig  sind,  so 
folgt  drittens  noch,  dass  ihre  ersten  Differentialquotienten 
überall  endliche  Werthe  haben.  Hiervon  werden  wir  später 
Gebrauch  machen. 

Erfülle  zweitens  die  Elektricität  continuirlich  eine  Fläche 
Sj  für  welche  wir  überall  endliche  Krümmung  voraussetzen 
wollen.  Auf  dem  Flächenelement  dS  befinde  sich  die  Elektri- 
citätsmenge ö  dS,  wo  ö  eine  endliche  Grösse  sei.  ö  heisst  die 
„Flächendichte  der  Elektricität."  Auch  dann  tragen  zum 
Werthe  von  q>  die  unendlich  benachbarten  Theile  nur  ver- 
schwindend wenig  bei ;  und  g)  bleibt  daher  endlich  xmd  stetig, 
auch  wenn  p  durch  die  Fläche  S  oder  in  der  Fläche  S  sich 
bewegt. 

Beweis:  Wir  haben  im  jetzigen  Fall 

4;i£.r  \^  ) 


^=/^ 


Nun  befinde  sich  der  Punkt  p  in  dem  unendlich  kleinen 
Abstand  d  von  der  Fläche.  Wir  fällen  dann  von  p  die  Nor- 
male auf  die  Fläche,  und  grenzen  um  deren  Fusspunkt  ein  kleines 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  2 
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Plächenstück  S\  das  wir  als  eben  betrachten  dürfen,  durch  eine 
Klreislinie  vom  Radius  Q  ab.  Der  Rest  der  Fläche  S  heisse 
S'\    Von  S'  möge  herrühren  <jp' ;  von  S"  dagegen  93",  so  dass 

9  =  9  +  9>"; 

dann  bleibt  9)"  endlich  und  ändert  sich  stetig,  auch  wenn  p 
sich  auf  oder  durch  S'  bewegt.  S'  zerlegen  wir  in  unendlich 
dünne  Kreisringe  vom  variablen  Radius  q  und  diese  durch  Sec- 
toren  vom  unendlich  kleinen  Oeffnungswinkel  d&.   Dann  wird 

^2  _j_  gl  =  J.2  mij  dj^'  =  (ld^,q,dq  =  dO-,rdr; 

folglich   <P  =^J  dO' j  l"!^^. 

o         i 

AVenn  Q  unbegrenzt  abnimmt,  so  convergirt  rp'  gegen  Null, 
—  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist.  Das  (p  der  Gleichung 
(3")  ist  also,  wie  das  der  Gleichung  (3'),  stets  eine  bestimmte 
endliche  Grösse  mit  derjenigen  Bedeutung,  welche  wir  dem 
Potential  ursprünglich  beigelegt  haben. 

Da  q)  durchweg  stetig  ist,  so  haben  auch  seine  Richtungsderi- 
virten  durchweg  endliche  AVerthe.  Aus  der  Stetigkeit  von  9  folgt 

ferner,   dass  auch   y-  sich  stetig  ändert  beim  Durchschreiten 

der  Fläche  aS,  wenn  s  eine  beliebige  zu  S  tangentiale  Richtung 
bedeutet.  Es  ist  nämlich,  wenn  die  Indices  1  und  2  sich  auf 
zwei  Punkte  beziehen,  die  zu  beiden  Seiten  der  Fläche  und  ein- 
ander unendlich  nahe  auf  derselben  Flächennormale  liegen, 
wegen  der  Stetigkeit  von  (p: 

9i(s)  =  q)2{s) 
und    9),  (s  +  ds)  =-=  9?2('^  +  ^*)?  weiter  aber  ist: 

fp^{s  +  ds)  =  9),(.«f)  +  ^*  ds 
und    (p2(^  +  ^*)  ^^  9^2 (*)  +  ->"  ^-    Daraus 

hs  ^^  ha  »  ^'^^  ^^  beweisen  war. 

Eine  solche  Gleichung  besteht  aber  nicht  für  die  Deri- 
virte  nach  der  Normalen  von  S.    (S.  unten  S.  24  f.). 


§  3.]  Gleichgewicbtsbedingung  für  Leiter.  |9 

Wir  verzichten  auf  den  Nachweis,  ob  —  bezw.  wie  weit  — 
die  gemäss  (2)  definirten  Componenten  der  Feldintensität, 
welche  jetzt  lauten  würden 


/a    x—x 
Ans     r' 


auch  in  der  Fläche  S  den  Gleichungen  (4): 

Ex^=  —  x^  u.  s.  w. 

genügen.*)  Wir  definiren  vielmehr  von  jetzt  an  die  Com- 
ponenten von  E  durch  eben  diese  Gleichungen.  Dann  ist  also 
auch  an  S  die  tangentiale  Componente  Es  stetig.  Vorbehalten 
aber  bleibt  es,  zu  untersuchen,  wie  man  aus  dem  so  definirten 
E  die  mechanische  Kraft  auf  den  Träger  der  Elektricitäts- 
menge  adS  findet,     (s.  §  11.) 

Im  vorstehenden  betrachteten  wir  die  Elektricitäts-Ver- 
theilung  als  gegeben.  Sie  kann  aber  im  allgemeinen  nicht 
willkürlich  gegeben  werden,  wenn  elektrisches  Gleichgewicht 
bestehen  soll.  Wir  lernten  bereits  Fälle  kennen  (Berührung 
von  Leitern),  wo  in  Leitern  eine  Störung  des  Gleichgewichts, 
eine  „elektrische  Strömung",  stattfindet.  Diese  führte  zu  einem 
neuen  Gleichgewichtszustand,  dem  eine  neue  Elektricitätsver- 
theilung  entsprach.  Gleichgewicht  und  Elektricitätsvertheilung 
müssen  also,  sofern  Leiter  in  Frage  kommen,  durch  eine  Be- 
dingung verknüpft  sein.  Wir  formuliren,  in  Uebereinstimmung 
mit  der  Erfahrung,  diese  Bedingung  jetzt  dahin:  elektrisches 
Gleichgewicht  besteht  nur,  wenn  in  jedem  Leiter  die  Feldintensi- 
tät E=  0  ist.  Jede  Verletzung  dieser  Bedingung  hat  elektrische 
Strömung  zur  Folge.**)  Wir  definiren  durch  diese  Eigenschaft 
einen  Leiter.  Gleichbedeutend  mit  der  ausgesprochenen  Be- 
dingung ist,  dass  in  der  ganzen  Ausdehnung  eines  zusammen- 
hängenden, von  leitender  Materie  erfüllten  Raumes  gp  =  constans 
sei.  Diesen  constanten  Werth  nennt  man  „das  Potential  des 
Leiters."  Hiemach  sind  also  in  einem  elektrostatischen 
Feld  nur  solche  Elektricitätsvertheilungen  möglich,  welche  dem 
gemäss  (3)  zu  berechnenden  tp  für  alle  Punkte  eines  Leiters 
denselben  Werth  ertheilen. 


*)  Vgl.  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  ...  §  13 ff. 
**)  Eine  erweiterte  Fassung  dieses  Satzes  in  Kap.  IL 
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§  4.    Umkehrung  der  Aufgabe.   —   Eigenschaften  des 

elektrostatischen  Feldes. 

Die  elektrische  Feldintensität  wurde  gemäss  der  histori- 
schen Entwicklung  von  uns  eingeführt  als  eine  Grösse,  durch 
welche  die  mechanischen  Kräfte  zwischen  elektrisirten  Körpern 
sich  darstellen  lassen.  Diesem  Sachverhalt  entsprechen  unsere, 
bisherigen  Gleichungen,  in  welchen  die  Elektricitätsvei-theilung 

als  das  ursprüng- 
lich gegebene,  da- 
gegen E,  g)  und  We 
als  daraus  abge- 
leitete Grössen  er- 
scheinen. Es  wdrd 
aber  im  Verlauf 
unserer  Unter- 
suchung mehr  und 
mehr  hervortre- 
ten, dass  wir  zur 
Darstellung  aller 
elektrischen  Erscheinungen  des  Begriffs  der  Feldintensität 
bedürfen,  während  der  Begriff  der  Elektricitätsmenge  nur  auf 
einem  begrenzten  Gebiet  von  Nutzen  ist.  Und  selbst  auf 
diesem  Gebiet  ist  eine  Daratellung  einfacher  und  fruchtbarer, 
welche  als  Fundamentalgi'össe  die  Feldintensität  einführt. 

Wir  wollen  also  jetzt  annehmen,  es  sei  diese  gegeben, 
und  versuchen,  daraus  die  Elektricitätsmengen  und  die  Energie 
abzuleiten. 

Dazu  dient  uns  folgende  Betrachtung  (Gauss 'scher  Satz): 
Es  sei  gegeben  eine  Elektricitätsmenge  c«  im  Punkte  pa.  Wir 
denken  uns  (vgl.  Fig.  1.)  eine  geschlossene  Fläche  S,  die  den 
Punkt  pa  nicht  einschliesst,  im  übrigen  aber  beliebig  sein  kann. 
Die  nach  aussen  errichtete  Nonnale  von  dS  heisse  N,  der  von 
S  eingeschlossene  Raum  t.   Wir  bilden  das  Integral 


Flg.  1. 


3  =  A-i?jy 


dS. 
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In   einem   Punkte   von    5,   welcher   von  Pa  den   Abstand 
r  hat,  ist 

E  =    --  — 

47te.r'^ 

und  hat  die  Richtung  der  wachsenden  r;  also  ist 

Bezeichnet  do  den  körperlichen  Winkel,  unter  dem  dS  von 
Pa  aus  erscheint,  so  ist 

dS.cos(Nr)  =  -h  r'^,doj  also 

wobei  das  Plus-  oder  Minuszeichen  gilt,  je  nachdem  der 
AVinkel  (Nr)  spitz  oder  stumpf  ist.  Nun  tritt  jeder  Leit- 
strahl 7-,  der  von  pa  aus  in  das  Innere  von  r  eindringt, 
nothwendig  an  einer  anderen  Stelle  wieder  heraus,  —  und 
allgemein:  w^enn  er  A:-mal  eintritt,  so  tritt  er  auch  A'-mal 
aus.  Derselbe  Elementai-kegel  mit  dem  Oeffnungswinkel  doj 
der  aus  S  ein  Element  dS  beim  Eintritt  herausschneidet,  gi-enzt 
also  ein  zweites  Element  beim  Austritt  ab.  Da,  wo  er  ein- 
tritt, ist  (Nr)  stumpf;  wo  er  austritt,  ist  (Nr)  spitz.  Fasst 
man  die  beiden  Elemente  dS,  die  zum  gleichen  do  gehören, 
zusammen,  so  heben  sich  also  ihre  Beiträge  zu  3  gegenseitig 
auf.    Es  folgt: 

3  =  0,  wenn  pa  ausserhalb  iSf,  sonst  aber  willkürlich  liegt. 
Sind  beliebig  viele  Elektricitätsmengen  cia,  eaa...  ausser- 
halb S  vorhanden,   so   wird   E^  gleich  der   Summe  der  E^y, 

E^j^..j  die   von   den   einzelnen  e^  herrühren,  und  folglich  3 

gleich  einer  Summe  von  Tennen,  deren  jeder  Null  ist.  Folglich 

3  =  0,  wenn  das  Feld  von  beliebigen  Elektricitätsmengen 
ausserhalb  S  herrührt. 

Wir  berechnen  jetzt  das  gleiche  Integral  3  für  den  Fall, 
dass  das  Feld  von  einer  Elektricitätsmenge  a  heiTührt,  welche 
sich  in  /?»  innerhalb  S  befindet  Zu  dem  Zweck  beschreiben 
wir  um  />»  eine  Kugel  mit  dem  willkürlichen  Radius  7?,  der 
nur  so  gewählt  werden  soll,  dass  die  Kugel  ganz  innerhalb  S 
liegt  (vgl.  Fig.  2.)   Die  Oberfläche  der  Kugel  heisse  A'.   Dann 
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begrenzen  S  und  K  zusammen  einen  Kaum  t',  für  welchen  pi 
ein  äusserer  Punkt  ist;  also  ist  nach  dem  vorigen  Satz 

dS  +  fsEndK=0, 


feE^dS  +  r 


wo   die   Normalen   N  und  n  die   in   der  Fig.  2  angegebenen 
Richtungen  haben  müssen. 

Nun  ist 

^  =  -  4;ot  '  ^«^«1^«'» 

/sEndK  =  —  ^^^j  I  dK=  —  ei',  also 
x. 

Q=     sEj^dS=  +  ei. 
/ 

Haben  wir  innerhalb  und 
ausserhalb  S  beliebig  viele  Elek- 
tricitätsmengen  eii,  e«  . . .  und  cio, 
620 .. ,  so  zerfällt  £y  und  folglich 

3  in  eine  Reihe  von  Summanden. 
Jedes  ei  liefert  zu  3  einen  Bei- 
trag e»,  jedes  ea  einen  Beitrag 
Null.  Also  ist  ganz  allgemein  für 
eine  geschlossene  Fläche  S: 


Flg.  2. 


/ 


sE^S=  Hei, 


(A) 


WO  Hei  die  algebraische  Summe  aller  eingeschlossenen  Elek- 
tricitätsmengen  bezeichnet.  —  Wir  konnten  in  unserer  Ab- 
leitung die  Kugel  K  beliebig  eng  um  pi  zusammenziehen,  ohne 
am  Resultat  etwas  zu  ändern;  es  tritt  so  anschaulich  hervor, 
wie  in  (A)  jeder  Beitrag  e»  zum  Integral  demjenigen  Volum- 
element innerhalb  S  entstammt,  in  welchem  sich  ei  befindet. 

Wir  wollen   die  Gleichung  (A)  auf  zwei  specielle  Fälle 
anwenden: 

Sei  erstens  ^J?  die  Oberfläche  des  Volumelements 

dt  =  dx-dy-dz, 
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s 


in  welchem  sich  Elektricität  von  der  Dichte  q,  d.  h.  die  Elek- 
tricitätsmenge 

de  =  Qclz 

befinde.  Dann  zerfällt  ä  in  6  Rechtecke.  Für  die  Beiträge, 
welche  die  beiden  zu  x  senkrechten  Flächen  zu  unserm  Integral 
liefern,  ist 

dS  =  dydz, 

und  ferner  für  die  Fläche  mit  der  kleineren  Coordinate  x: 

f  ^v  =  —  ^K 

für  die  Fläche  mit  der  grösseren  Coordinate  x  -\-  dx: 

(Denn  Ex  ist  durchweg  stetig  nach  S.  17.)  Also  liefern  beide 
Flächen  zusammen  den  Beitrag: 

H — A"^  dx'dydx. 
Ebenso  liefern  die  beiden  übrigen  Flächenpaare: 

\      dy*dzdx  und  -  <-    d^-dxdy. 
Die  Gleichung  (A)  giebt  also,  nach  Division  durch  dt: 

Benutzen  wir,  dass  e  constant  im  Ranm  ist,  so  folgt: 

Es  sei  zweitens  Elektricität  von  der  Flächendichte  0  auf 
einer  Fläche  *J?  verbreitet,  also 

de  =  ö-dS 

auf  dem  Flächenelement  dS  vorhanden.  Wir  grenzen  dann 
einen  Kaum  r  ab  (vgl.  Fig.  3  a,  f.  S.)  durch  eine  Cylinderfläche, 
gebildet  von  den  Nonnalen  am  Bande  von  dS,  und  durch  zwei 
Parallelflächen  zu  dS,  nämlich  dS^  und  dS^  zu  beiden  Seiten  von 
dS.  Die  beiden  Normalen  von  rf^  seien  mit  A",  und  N2  bezeichnet, 
und  diu'ch  entsprechende  Tndices  seien  allgemein  die  Grössen 


24  UnsieÜgkeit  von  Ejj.  [Kap.  L 

unterschieden,  die  sich  auf  die  beiden  Seiten  yon  dS  beziehen. 
Es  sei  der  Cylinder  so  niedrig,  dass  die  Mantelfläche  gegen 
die  Gnindfläche  verschwindend  klein  sei.  Dann  verschwindet 
bei  der  Ausführung  von  (A)  das  Integral  über  die  Mantel- 
fläche, und  man  erhält: 

B^Ejf^dS,  +  e^Ej^^dS^  =  ödS, 

(denn  Ej^  =  —  c  J^  hat  bestimmte  endliche  Werthe   auch  in 

unendlicher  Nähe  der  Fläche  S  nach  S.  18);  oder,  da  die 
drei  Flächen  gleich  gross  sind: 

Benutzt  man,  dass  €1=62  =  e,  so  lautet  diese  Gleichung: 

£{E^^  +  E^^)  =  ö.  (9a) 

Die  Gleichungen  (8a)  und  (9a)  lehren   die  Elektricitäts- 


Fig.  8. 

vertheilung  kennen,  sobald  das  elektrische  Feld  gegeben  ist; 
sie  enthalten  die  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  nach 
den  6.  — 

Die  Gleichung  (9)  wollen  wir  noch  in  etwas  veränderter 
Form  schreiben:  Errichtet  man  (s.  Fig.  4)  auf  dS  nur  die 
eine  Normale,  etwa  nach  der  Seite  vonrf/5,,  bezeichnet  diese 
mit  N,  und  fügt  die  Indices  1  und  2  der  Grösse  ^  an,  je 
nachdem  es  sich  um  Werthe  auf  der  einen  oder  andern  Seite 
von  S  handelt,  so  lautet  die  Gleichung: 

«i^ijyr-«a^2isr=ö»  (9) 

sie  sagt  also  aus:  an  Flächen,  wo  sich  Elektricität  von  end- 
licher Flächendichte  befindet,  und  nur  dort,  ist  die  zur  Fläche 
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normale  Componente  von  E,  —  und  nach  dem  früheren  nur     ^* 
diese  Componente  —  unstetig. 

Aus  (8)  ergiebt  sich  eine  wichtige  Folgerung:  betrachten 
wir  einen  Punkt  im  Innern  einer  leitenden  Masse,  d.  h.  in 
endlicher  (wenn  auch  noch  so  kleiner)  Entfernung  von  deren 
Oberfläche;  dann  ist  in  diesem  Punkt  und  in  seiner  unend-  /J*^/ 
liehen  Nähe  E  gleich  Null.  Es  ist  für  diesen  Punkt  also  die 
linke  Seite  von  (8)  gleich  Null,  und  folglich  q  =  0. 

Das  heisst:  im  Innern  einer  leitenden  Masse  kann  sich 
im  Fall  des  Gleichgewichts  keine  Elektricität  befinden.  "Wenn 
uns  also  ein  elektrisirter  Leiter  gegeben  ist,  so  müssen  wir 
annehmen,  dass  sich  die  Elektricität  in  einer  unendlich  dünnen 
Schicht  an  seiner  Oberfläche  befindet.  — 

Bedeute  ferner  in  der  Ableitung  der  Gleichung  (9)  S  die 
Oberfläche  eines  Leiters,  iVdie  äussere,  N'  die  in  den  Leiter 
hinein  errichtete  Normale,  dann  ist  ^y.  =  0,  und  die  Gleichung 

(9)  verwandelt  sich  in  diesem  Fall  in  die  einfachere: 

£Ej^  =  ef.  (9') 

Daraus  ergiebt  sich  die  gesammte  Elektricitätsmenge  des 
Leiters 

=jö'dS  =  fsEydS,  (10) 

Es  soll  nun  auch  die  Energie  TT«  durch  die  Werthe  der 
Feldintensität  ausgedrückt  werden.  Es  sei  Elektricität  vor- 
handen mit  endlicher  Flächendichte  ö  auf  gewissen  Flächen 
Sit]  im  übrigen  mit  endlicher  räumlicher  Dichte  q  im  Räume 
T.    Der  Ausdruck  (6)*  nimmt  dann  die  Form  an : 

We  =  \l  q)'QdT  +  \sl  (p'CdSik 
oder  nach  (8)  und  (9): 

+  \sjq>  (B,E^.  +  a,E^^dS^, 

Die  Integrale  müssen  erstreckt  werden  über  alle  Flächen, 
an  denen  (T 4=  0,  bezw.  durch  alle  Räume,  in  welchem  q^O  ist. 
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Sie  dürfen  oflfenbar  ausserdem  über  beliebige  andere  Flächen 
und  Bäume  erstreckt  werden.  Mit  dem  Kaumintegral  haben 
wir  eine  Umformung  vorzunehmen.  Diese  liefert  uns  ein  Satz 
von  grosser  Fruchtbarkeit,  den  wir  jetzt  ableiten  wollen: 

Es  ist  identisch 

« 


hz 


.=  -ä^(C7.J.)+C.^-^f 


Wir  multipliciren  mit  dr  =  dx-dy-dx  und  integriren  über  alle 
Elemente  eines  Raumes  t.  Dann  ist,  wenn  U-Ax  im  Inte- 
grationsgebiet eine  einwerthige  und  stetige  Function  von 
X  ist, 

-j-^'Axdz  =  -ffll^Axdydx]  +fj\L^A,dydz] 

r  y     X  y    X 


+  f^'7^dT. 


bx 


Hier  soll  x«  den  grössten,  oce  den  kleinsten  Werth  bezeichnen, 

den  X  für  ein  gegebenes 
Werthepaar  y,  x  innerhalb  r 
en-eicht  (vgl.  Fig.  5).  Das 
heisst,  wenn  wir  für  dieses 
y^  %  die  Parallele  zur  ;r-Axe 
ziehen,  so  ist  a;  =  a;e,  wo  diese 
^«-  *•  Gerade  in  r  eintritt;  a:  =  rra, 

wo  sie  austritt.  (Die  Gerade 
kann  nochmals  in  r  eintreten;  sie  muss  dann  aber  auch  noch- 
mals austreten,  und  es  giebt  ein  neues  Werthepaar  x«,  Xa.) 
Bezeichnen  wir  mit  dS  das  Element  der  Oberfläche  von  r, 
dessen  Projection  auf  die  i/;t-Ebene  dyd%  ist,  und  mit  n  die 
nach  dem  Innern  von  x  errichtete  Normale  von  dS^  so  ist 

für  x  =  Xe      dy*dz  =  dS.  cos  (nx) , 
für  X  =  Xa     dy-dz  =  —  dS.  cos  {nx). 

Wir  erhalten  also  für  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten 
Seite : 

/  1  [U'Ax cos  {nx)'dS]  +  f  f  [U-Aa: cos  (nx)  dS], 

J  J  Xa     J  J  Xe 

y    X  y    X 


§  4.]  Green'scher  Satz.  27 

Beide  Integrale  zusammen  bilden  die  Summe  aller  Werthe 

C'Ax'COQ  (nx)  dSf 
gebildet  für  die  gesammte  Oberfläche  6*  von  r. 
Demnach : 

—  p^^^A^dT  =  +  fir-  Ax  cos(na:) dS+  f  U'  ^  dr. 

Zu  dieser  Gleichung  addiren  wir  zwei  andere,  die  entstehen, 
wenn  wir  x  durch  y,  bezw.  z  ersetzen.  Bedeuten  Ax,  Ay^  Ax^ 
wie  es  der  Bezeichnung  entspricht,  die  rechtwinkligen  Com- 
ponenten  eines  Vectors  -4,  so  bildet  sich  unter  dem  Flächen- 
integral  der  Ausdruck 

Ax  cos  {niR)  +  Ay  cos  {ny)  +  Ax cos  (n x)  =  An 
und  wir  erhalten: 


+J  ^L&  +  5/  +  -&-J'^^- 


(11) 


Diese  Gleichung  ist  eine  Verallgemeinerung  derjenigen,  welche 
als  der  „Green 'sehe  Satz"  bezeichnet  wird.  Bedingung  ihrer 
Gültigkeit  ist,  dass 

üy    Ax,  Ay,  Ax 

innerhalb  r  einwerthige  und  stetige  Functionen  von  x,  i/,  ^  seien. 
Es  sei  nun  diese  Bedingung  nicht  durchweg  erfüllt:  es  seien 
zwar  Uy  Ax,  Ay,  Ax  noch  einwerthig,  und  U  auch  durchweg 
stetig  in  r;  hingegen  mögen  in  r  Flächen  Sit  vorhanden  sein, 
an  denen  Aj^  unstetig  ist,  wenn  N  die  Normale  von  Sa  be- 
zeichnet. Sind  diese  Flächen  geschlossen,  oder  haben  sie 
ihre  Randcurven  auf  der  Oberfläche  S  von  r,  so  zerfallt  durch 
sie  T  in  Räume  t»,  tu,  innerhalb  deren  die  Stetigkeitsbeding- 
ungen erfüllt  sind.  Haben  die  S%k  andere  Bandcurven,  so  er- 
reichen wir  die  gleiche  Zerfällung,  indem  wir  die  Sik  passend 
ergänzen.  Für  jeden  Baum  t<  gilt  nun  die  obige 'Gleichung; 
seine  Oberfläche  wird  gebildet  durch  Flächen  Sik  und  durch 
Theile  von  S,   Wir  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen. 


28 


Partielle  Tntegration  Ober  einen  Baum. 


[Kap.  I 


Dann  setzen  sich  die  Raumintegrale  wieder  zusammen  zu  In- 
tegralen über  den  Gesammtraum  t.  Die  Flächenintegrale 
setzen  sich  zusammen  zu  einem  Integral  über  S  und  solchen 
über  die  äa,  und  zwar  tritt  jede  der  letzteren  Flächen  in 
zwei  Integralen  auf.  Fassen  wir  zusammen,  was  mit  dem- 
selben Flächenelement  dSik  multiplicirt  ist,  und  bezeichnen 
mit  Ni  und  Nh  seine  beiden  Noimalen,  so  kommt: 


T 

/ 


hU 


ur 


^x  +  Y^  Ay  +  ;;-  A^]dT  = 


UAn-dS  +  2fü[Ay.  +  A^^^  dSik 


(12) 


mit  folgenden  Bedingimgen:  Z7,  Ax,  Ay^  Ax,  müssen  innerhalb  r 
einwerthig,  und  U  auch  stetig  sein,  und  unter  die  Sik  müssen  alle 
Flächen  aufgenommen  werden,  an  welchen  A^.  +  Ay  4^  0  ist. 

Von  dieser  Gleichung  werden  wir  häufig  Gebrauch  machen; 
wir  bezeichnen  die  hier  ausgefiihrte  Operation  als  „partielle 
Integration  über  den  Raum  r." 

Als  erste  Anwendung  setzen  wir  in  (12);  ü=  %  A  =  sE 

und  benutzen,  dass  nach  (4)  &  =  —  x^  •  •  i^^- 


Es  folgt: 


/ 


£[fcV+  Ey'i+  J?x-^]rfr  = 


j<p-eEn.dS  +  sf<p\€iEjf.  +  s^Eji^  dSit 


+f(p[ 


bx 


Sik 
+ 


bieEx)    ,    b{€Ey)    .    b{6Ex) 


by 


'-  + 


bx 


](fr 


(13) 


Die  Bedingungen  der  Gültigkeit  von  (12)  sind  erfüllt,  gemäss 
den  Stetigkeitseigenschaften  des  Potentials  und  der  Feldin- 
tensität (S.  16,  17  u.  24),  wenn  wir  unter  den  Sik  alle  diejenigen 
Flächen  begreifen,  auf  welchen  sich  Elektricität  mit  endlicher 
Flächendichte  befindet. 


Tr«  = 


§  4.]  Linienintegral.  —  „Allgemeine  Bedingungen."  29 

Nun  wollen  wir  für  x  den  ganzen  unendlichen  Raum 
nehmen.  Die  Fläche  S  rückt  dann  in  unendliche  Entfernung 
von  dem  elektrisirten  System.  Doi-t  ist,  wenn  r  den  Abstand 
von  einem  Punkt  des  letzteren  bezeichnet,  nach  dem  Bildungs- 
gesetz (;^):  ^  =  0  wie  ^,  und  En  =  0  wie  y,.  Die  Ausdehnung 

der  Fläche  aber  ist  unendlich  nur  wie  r^.  Also  verschwindet 
das  erste  Integi'al  der  rechten  Seite  von  (13),  Die  übrigen 
Glieder  aber  sind  =2Tr«j  (vgl.  S.  25).    Also  folgt: 

V2  A  [Ex'  +  E./  +  ^.2]  ^^  =  ^l^fsE^dr,       (B) 

wo  die  Integrale  soweit  auszudehnen  sind,  wie  E  von  Null 
verschiedene  Werthe  hat,  d.  h.  über  das  ganze  Feld. 

Wir  wollen  noch   der  Beziehung   (4') :   Ei  =  —  ^.,   eine 

p 

andere  Form  geben.  Es  ist  nach  dieser  Gleichung  /  Eidl  gleich 

p 
derDififerenz  q){p)  —  ^(p)  zweier  durch  die  Lage  von;?  und  j^' 
eindeutig  bestimmter  Functionswerthe  gj;  also  ist  das  Inte- 
gral, welches  wir  als  „Linien-Integral  des  Vectors  ^über 
den  Weg/"  bezeichnen,  gleich  Null  für  jede  in  sich  zurück- 
laufende Curve.  Dies  soll  in  folgender  Weise  geschrieben 
werden: 

I  Eidl  =  0, 
O 

Zusammenstellend  haben  wir  dann  die  folgenden  „all- 
gemeinen Bedingungen  des  elektrostatischenFeldes": 

E  überall  endlich,  im  allgemeinen  stetig,  unstetig  nur 
die  Normalcomponenten  an  gewissen  Flächen. 

r^E  endlich  für  r  =  oc 

fE^dl  =  0  (0) 

O 

£=0  in  Leitern.  (D) 


30  Erweiterte  Yoraassetzungeo.  [Kap.  I. 


§  5.    Grundgleichungen  der  Elektrostatik  für  nicht- 
homogene Dielektrica. 

Wir  haben  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den  elektrischen 
Grössen  durch  zwei  Systeme  von  Gleichungen  ausgedrückt :  einer- 
seits (3)  (4)  (6),  in  welchen  die  Elektricitätsmengen, —  anderer- 
seits (A)  (B)  (C),  in  welchen  die  Werthe  der  Feldintensität 
den  Ausgangspunkt  bilden.  Wir  leiteten  das  zweite  System 
als  noth wendige  Folge  aus  dem  ersten  ab;  es  ist,  wie  wir 
alsbald  sehen  werden,  auch  das  umgekehrte  möglich.  Beide 
Systeme  sind  also  mathematisch  äquivalent  unter  unseren  bis- 
herigen Voraussetzungen.  Ihr  wesentlichster  Unterschied  besteht 
darin,  dass  im  ersten  System  die  Feldstärke  in  jedem  Punkt  ab- 
hängig erscheint  von  der  Elektricitäts-Vertheilung  im  ganzen 
Räume,  während  in  der  zweiten  die  Elektricitäts-Vertheilung 
bestimmt  wird  durch  die  Werthe  der  Feldintensität  in  un- 
endlicher Nähe  des  betrachteten  Punktes;  [denn  (8)  und  (9) 
sind  lediglich  specielle  Formen  von  (A).]  Zu  unseren  Voraus- 
setzungen gehörte  wesentlich,  dass  das  ganze  Feld  ausser  den 
Leitern  nur  einen  homogenen  Isolator  enthielt;  die  Wahl 
dieses  Isolators  bedingte  den  Werth,  den  wir  dem  t  ertheilen 
mussten. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeineren  Fall  über,  dass  das 
Feld  sich  aus  beliebigen  Isolatoren  und  Leitern  zusammen- 
setzt. Das  erste  Gleichungssystem  lässt  sich  nicht  in  der 
Weise  verallgemeinem,  dass  die  a-Werthe  verschiedener  Medien 
darin  erscheinen.  Wohl  aber  bleiben  wir  mit  der  Erfahrung 
in  Uebereinstimmung,  wenn  wir  das  zweite  Gleichungssystem 
beibehalten,  sofern  wir  nur  jedem  Kaumelement  denjenigen 
Werth  von  e  zuschreiben,  der  die  dort  vorhandene  Materie 
(gemäss  dem  soeben  gesagten)  charakterisirt. 

Die  Grundlage  unserer  weitern  Untersuchungen  soll  daher 
das  Gleichungssystem  (A)  (B)  (C)  (D)  bilden,  —  und  zwar 
die  ausschliessliche:  wir  sehen  vollständig  ab  von  den  Er- 
fahrungen und  Ueberlegungen,  welche  uns  zu  diesen  Gleich- 
ungen geführt  haben.  Insbesondere:  die  Elektricitätsmenge 
ist  nicht  mehr  durch  das  Coulomb'sche  Gesetz,  die  Feldin- 
tensität nicht  mehr  durch  den  Summenwerth  in  (2)  definirt. 


§  5.]  Grandgleichungen  der  Elektrostatik.  31 

Unsere  einzigen  Voraussetzungen  sind  also  von  jetzt  ab 
die  folgenden:  Es  liege  ein  „elektrostatisches  Feld"  vor,  d.  h. 
ein  Zustand  der  Materie,  welcher  unverändert  und  ohne  Energie- 
umsatz verharren  kann,  und  welcher  in  folgender  Weise  be- 
stimmt ist: 

Die  Energie  des  Feldes  ist 


We  =  if 


sE^dr.  (B) 


Hierin  bedeutet  e  eine  positive  Constante  (Dielektricitätscon- 
stante),  welche  das  elektrostatische  Verhalten  der  Materie 
charakterisirt,  die  sich  im  Raumelement  dr  befindet;  E  einen 
Vector,  die  elektrische  Feldintensität. 

Die  Bedeutung  von  We  ist  diese:  vergleichen  wir  zwei 
elektrostatische  Zustände  des  Raumes,  so  giebt  die  Differenz 
ir/  —  We"  die  Energiemenge  an,  welche  bei  der  XJeberführung 
aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Zustand  frei  wird;  diese  Energie 
erscheint  als  mechanische  Arbeit,  wenn  der  Zustand  auch  bei 
der  Ueberführung  ein  elektrostatischer  bleibt.  —  Zu  We  liefert 
jedes  Element  des  Eaumes  einen  Beitrag;  wir  können  und 
wollen  daher  auch  jedem  Raumelement  einen  bestimmten 
Energiegehalt  zuschreiben,  indem  wir  als  Energie  des  be- 
grenzten Raumes  r  die  Grösse 


^feE'^dz 


bezeichnen. 

Der  Vector  E  genügt  den  „allgemeinen  Beding- 


ungen": 


E  endlich,   unstetig  nur  E^^  an  gewissen  Flächen; 
£=»  0  wie    2  im  unendlichen; 

/  Eidl  =  0  für  jede  geschlossene  Curve;  (C) 

E=0  in  Leitern.  —  (D) " 

Ferner  gilt  die  Gleichung 


/ 


€  E^dS  =  Se^.  ( A) 


32  Neue  Definition  von  „Elektricitätsmenge."  [Kap.  1, 

Sie  spricht,  da  s  jetzt  variabel,  eine  Function  der  Coor- 
dinaten  ist,  eine  Eigenschaft  nicht  sowohl  des  Vectors  Ey  als 
des  Vectors  bEslus.  Wir  bezeichnen  den  letzteren  als  „elek- 
trische Polarisation."  Er  ist,  da  s  positiv,  stets  mit  £J gleich 
gerichtet.  Wir  bezeichnen  ferner  allgemein,  wenn  Ä  ein  be- 
liebiger Vector,  S  eine  beliebige  Fläche,  und  N  die  —  überall 
auf  derselben  Seite  von  S  gezogene  —  Normale  von  dS  ist, 
das  Integral 


/• 


ÄjfdS 
s 

als  „das  Flächen-Integral  von  J[  über  Ä"  Dann  sagt  (A) 
aus:  das  Flächenintegral  der  elektrischen  Polarisation  über  ein« 
geschlossene  Fläche  ist  gleich  dem  Elektricitäts-Inhalt  der 
Fläche.  —  Seinen  physikalischen  Inhalt  erhält  dieser  Satz  da- 
durch, das«„Elektricitätsmengen"  Grössen  sind;  deren  alge- 
braische Summe  durch  keinen  Vorgang  verändert  wird,  und 
die  femer  in  Isolatoren  fest  an  den  materiellen  Elementen 
haften.*) 

Ausschliesslich  durch  diese  Eigenschaften,  und  durch  das, 
was  aus  den  Gleichungen  (A)  (B)  (C)  (D)  folgt,  sind  Elek- 
tricitätsm engen  von  jetzt  ab  für  uns  definirt. 

Aus  den  jetzt  vorausgesetzten  Eigenschaften  von -Ver- 
geben sich  zunächst  einige  Folgerungen  von  neuem,  die  wir 
früher  aus  dem  algebraischen  Ausdruck  ableiteten. 

Zunächst  folgt  aus  (C):  das  Linienintegral  von  E  über 
eine  beliebige  Curve  ist  durch  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Curve  eindeutig  bestimmt.    In  Zeichen:  es  ist 


/ 


Eidl  =  ^(p)  —  g){p),  oder  Ei  =  —  -^| 


wo  g){p)  eine  einwerthige  Function  der  Ooordinaten  von  p 


*)  Durch  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  sind  die  Vorgänge,  durch 
welche  die  Elektrisimng  von  Isolatoren  hergestellt  wird  (wie  z.  B. 
Reibung),  von  unseren  theoretischen  Betrachtungen  ausgeschlossen.  Für 
dieselben  haben  sich  bisher  quantitative  Gesetzmässigkeiten  nicht  ergeben, 
—  ausser  der  einen,  dass  auch  bei  ihnen  die  algebraische  Summe  aller 
Elektricität  ungeändert  bleibt. 


§  5.J  Eigenschafben  des  Potentials.    Sein  Nullpunkt.  33 

bezeichnet,  welche  wir  wiederum  das  „elektrische  Potential 
im  Punkte  jo"  nennen.  Die  vorausgesetzten  weiteren  Eigen- 
schaften von  E  ergeben  folgende  Eigenschaften  für  q>:  das 
Potential  kann  —  und  soll,  wie  wir  hiermit  festsetzen,  —  als 
durchweg  stetige  Function  der  Coordinaten  angenommen 
werden.  Es  nähert  sich  für  alle  unendlich  fernen  Punkte 
einem  und  demselben  constanten  Werth  c  derart,  dass  q)^  —  c 

gleich  Null  wird,  wie     .  Schliesslich:  tp  ist  constant  in  jedem 

zusammenhängenden  Leiter. 

Wenn  in  einem  Raum  r  das  Feld  E  bekannt  ist,  so  ist 
dadurch  für  den  gleichen  Raum  rp  bestimmt  bis  auf  eine  ad- 
ditive Constante.  Der  letzteren  kommt,  solange  wir  unsere 
Betrachtungen  auf  den  Raum  r  beschränken,  keine  physikalische 
Bedeutung  zu;  nur  Potential -Differenzen  besitzen  eine 
solche.  Eine  vollkommen  willkürliche,  aber  für  die  Darstellung 
bequeme  Festsetzung  ist  die  folgende:  a)  wenn  das  betrachtete 
Feld  den  ganzen  unendlichen  Raum  umfasst,  so  setzen  wir 
den  gemeinsamen  Werth,  den  9)  in  allen  unendlich  fernen 
Punkten  besitzt,  gleich  Null.  —  b)  wenn  es  sich  um  einen 
Raum  handelt,  der  von  einem  zusammenhängenden  Leiter 
umschlossen  ist,  so  setzen  wir  das  Potential  in  diesem  Leiter 
gleich  Null.  Falls  dann  nachträglich  dieses  Feld  mit  einem 
anderen  combinirt  wird,  genügt  es,  durchweg  an  Stelle  von 
(p{p)  zu  setzen:  (p{p)  —  a,  wo  a  das  Potential  der  leitenden 
Hülle  bedeutet.  — 

Die  Gleichung  (A)  ist  ihrem  Wesen  nach  eine  Differen- 
tialgleichung. Wir  erhalten  sie  in  der  Form  einer  solchen, 
indem  wir  für  *S'  die  vollständige  Begi'enzung  eines  beliebig 
geformten  Volum  Clements  wählen.  Specielle  Fälle  bilden 
das  rechtwinklige  Parallelepiped  dxdydi  und  der  flache 
Cylinder  über  dS.  Indem  wir  (A)  auf  diese  anwenden,  er- 
halten wir 

^(bEt)   ,    ^{BEif)   ,    h(8Ex)  _  .ß. 

^l^\  +  ^2^A^  =  <J»  (9) 

genau  wie  S.  23  f. ;  denn  wir  haben  bei  der  ersten  Ableitung  dieser 
Gleichungen  von  der  damals  vorausgesetzten  Constanz  von  e 
keinen  Gebrauch  gemacht.  — 

Cohn,  elektromagD.  Feld.  3 


34  Raum-  nnd  Fl&chendichte.  [Kap.  I. 

Führen  wir  q>  ein,  so  lauten  die  Gleichungen: 

Für  homogene  Körper  wird  daraus: 

oder,  wenn  wir  wie  üblich,  ein  Operationszeichen  A  definiren 
durch 

eAg»  =  — (>.  (8a) 

Die  Operationen,  welchen  giJ  in  (8)  und  (9)  untei-worfen 
ist,  werden  wir  noch  mit  anderen  Vectoren  vorzunehmen  haben. 
Wir  wollen  bezeichnen,  wenn  A  ein  beliebiger  Vector  ist: 

und  r'^(-4)die„räumlicheDivergenz", /^g(-4)  die„Flächen- 

Divergenz  des  Vectors  -4"  nennen, 
"ur  den  Vector  sE  wird  dann: 

r^isE)  =  Q  (8) 

r^ieE)  =  ö,  (9) 

in  Worten:  Die  räumliche  (Flächen-)Dichte  der  Elektricität 
ist  gleich  der  räumlichen  (Flächen-)Divergenz  der  elektrischen 
Polarisation. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  (8)  und  (9)  nothwendige  Folge 
von  (A)  ist.  Aber  auch  das  umgekehrte  gilt.  Wenn  wir  in 
(12)  £/■=  1,  Ä  =  aE  setzen  und  statt  der  inneren  Normale  n 
die  äussere  N  einfuhren,  so  kommt 

fsEjfdS^fr^{eE)dT  +  S  f rs{BE)dSij^ 


=  fgär  +  sfc  dS^  =  Ä^. 


§  5.]  Divergenz.  35 

(8)  und  (9)  einerseits,  (A)  andrerseits  sind  also  vollkommen 
gleichwerthig. 

Aus  der  letzten  Ableitung  ist  aber  noch  etwas  anderes 
zu  entnehmen:  es  sei  t  ein  Raum,  in  welchem  die  Componenten 
von  A  durchweg  stetig  sind;  dann  ist 

S  X 

ist  auch  r^{Ä)  stetig,  und  wird  das  Volumen  r  sehr  klein,  so 
kommt 

/ 

Die  Gleichung  enthält  keine  Voraussetzung  über  die  Form 
von  r  und  sagt  daher  aus: 

Die  Divergenz  FtiÄ)  des  Vectors  A  ist  numerisch  gleich  dem 
Flächenintegral  von  A  über  die  Oberfläche  einer  beliebig  ge- 
formten Volumeinheit  (welche,  wie  in  allen  entsprechenden 
Definitionen,  so  klein  gedacht  ist,  dass  man  von  einem  be- 
stimmten AVei-th  von  il(^)  im  Innern  sprechen  kann). 

r^{A)dr  und  rg{A)dS  sind  stets  Grössen  gleicher  Art,  — 

z.  B.  wenn  A  =  hEy  unendlich  kleine  Elektricitätsmengen;  —  wir 
wollen  deshalb,  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise,  als  ge- 
meinsames Zeichen  für  beide:  r{A)dT  überall  da  benutzen, 
wo  eine  Unterscheidung  nicht  nothwendig  ist. 

Statt 


JA^ds=jrM)d  +2:ji\{A)dSik  1 

{S  Oberfläche  von  r,  Sik  Flächen  in  t). 


(14) 


werden  wir  also  im  allgemeinen  schreiben: 

fAj^dS=  fl\A)dr.  (14a) 

Wo  auch  der  Factor  —  dt  oder  dS  —  unw^esentlich  ist, 
soll  r{A)  als  gemeinsames  Symbol  für  FJ^A)  und  r^{Ä)  gelten. 

Aus  (8)  schliesst  man  wieder  mittels  (D):  (>  =  0  in 
jedem  Leiter.     Hierzu   ist   folgende  Bemerkung   zu  machen: 

3* 


36 
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€  bedeutet  in  unseren  jetzigen  Gleichungen  eine  Constante  der 
den  Raum  dr  erfüllenden  Materie,  im  vorliegenden  Fall  also 
des  Leiters.  Indem  man  den  erwähnten  Schluss  zieht,  hat 
man  also  von  der  Dielektricitätsconstante  eines  Leiters,  die 
nach  dem  bisherigen  nicht  definirt  werden  konnte,  bereits  das 
Eine  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  unendlich  ist.  Wir 
machen  diese  Annahme;  dann  kann  sich  nur  auf  der  Ober- 
fläche von  Leitern  Elektricität  befinden. 

Dort  gilt  wieder: 


sEj^  =  a,  oder  e  ^%  =  —  o 


und 


h 


dS  =  e. 


(9') 
(10) 


Es  ergiebt  sich  femer,  in  Folge  der  „allgemeinen  Be- 
dingungen", genau  wie  S.  28  die  Gleichung  (13)  und  somit  für 
die  Energie  des  Raumes  t,  unter  Benutzung  der  soeben  ein- 
geführten Zeichen: 


We  =  ifeE^dT  =  ifg)'IXeE)dr  +  iftp- 

TT  S 


eEndS, 


oder  nach  (8)  und  (9) 


(15) 


wo  6  das  gemeinsame  Symbol  für  alle  in  r  liegenden  Elek- 
tricitätsmengen,  vom  Typus  gdt  oder  adS^  ist. 

Auf  jeder  Leiteroberfläche  hat  g)  einen  constanten  Werth 
q>^\  ihr  Beitrag  zu  We  kann  also  geschrieben  werden: 


i9>ij 


r^{BE)dSi  =  \(piei, 


wo  Bi  die  gesammte  Elektricitätsmenge  des  Leiters  ist. 

Die  Energie  eines  beliebig  begrenzten  B^aumes  war  in 
unserer  ersten  Darstellung  nicht  .definirt.  Was  wir  jetzt  als 
solche  definirt  haben,  fällt,  wie  (15)  zeigt,  im  allgemeinen 
nicht  zusammen  mit  der  über  diesen  Baimi  erstreckten  Sumgie 
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Wir  wollen  nun  aber  über  r  eine  beschränkende  Voraus- 
setzung machen:  r  sei  ein  zusammenhängender  Raum,  dessen 
Grenzen  zum  Theil  in  unendlicher  Entfernung,  zum  Theil  in 
Leitern  verlaufen.  An  dem  letztem  Theil  von  S  ist  En  =  0, 
und  auch  das  Integral  über  den  ersteren  Theil  verschwindet, 
wie  S.  29  gezeigt  wurde.    Also  folgt: 


Ws  =  i  fsE^dz  =  i  fq)'r\eE)di 


(15a) 

Der  Raimi  r,  für  welchen  die  Gleichung  (15a)  gilt,  hat 
die  auszeichnende  Eigenschaft,  dass  er  von  etwa  vorhandenen 
anderen  elektrischen  Feldern  vollkommen  getrennt  ist  durch 
Räume,  in  denen  kein  Feld  existirt.  Wir  wollen  ihn  ein  „voll- 
ständiges Feld"  nennen. 

Einen  besonderen  Fall  des  vollständigen  Feldes  bildet  der 
ganze  unendliche  Raum. 

Einen  zweiten,  für  uns  wichtigeren,  Specialfall  haben  wir, 
wenn  r  sich  nirgends  ins  unendliche  erstreckt,  seine  Grenze 
also  ganz  in  Leitern  verläuft.  Da  r  zusanmienhängend  sein 
soll,  so  muss  dann  ein  zusammenhängender  Leiter  seine  äussere 
Grenze  bilden.  Das  vollständige  Feld  soll  in  diesem  Fall  ein 
„geschlossenes**  heissen.  Auf  der  ganzen  Oberfläche  eines 
solchen  Feldes  ist  £  =  0.    Also  folgt  aus  (A) : 

d.  h.  die  algebraische  Summe  aller  in  einem  geschlossenen 
Felde  enthaltenen  Elektricität  ist  Null.  Dem  Felde  gehört 
die  innere  Oberfläche  der  leitenden  Hülle  H  an.  Die  auf  dieser 
befindliche  Elektricitätsmenge  ist  also  der  Summe  aller 
eingeschlossenen  Elektricitätsmengen  stets  entgegengesetzt 
gleich.  Sie  kann  neben  diesen  nicht  willkürlich  vorgeschrieben 
werden.   Sie  tritt  aber  in  Folge  unserer  Festsetzung,  9)^  =  0 

anzunehmen,  in  der  Gleichung  (15a)  nicht  auf;  eben  darin 
liegt  der  Nutzen  dieser  Festsetzung.  — 

Einem  vollständigen,  nicht  geschlossenen  Felde  können  und 
wollen  wir  eine  äussere  Begrenzung  zuschreiben,  welche  —  im 
übrigen  unbestimmt,  —  im  unendlichen  verläuft.   Unsere  will- 
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kürliche  Festsetzung  über  den  Nullpunkt  der  (p  lautet  dann 
einfach:  in  jedem  vollständigen  Feld  nehmen  wir  (jp  =  0  an 
auf  der  äusseren  Begrenzung. 

§  6.   Darstellung  des  Feldes  durch  Kraftlinien. 

Bisher  haben  wir  die  Beziehungen  zwischen  den  verschie- 
denen elektrischen  Grössen  analytisch  dargestellt.  AVir wollen 
uns  jetzt  eine  anschauliche  Darstellung  dieser  Beziehungen 
verschaffen. 

Wir  denken  uns  eine  Linie  gezogen,  —  es  wird  im  all- 
gemeinen eine  Curve  doppelter  Krümmung  sein,  —  welche  in 
ihrem  Verlauf  überall  der  Richtung  der  Polarisation  tE  folgt. 
Für  dieselbe  wollen  wir  im  folgenden  das  Zeichen  ®  benutzen. 

Eine  solche  Linie  nennen  wir 
eine  „elektrische  Kraft- 
linie." In  ihr  werde  die- 
jenige Richtung  positiv  ge- 
rechnet und  als  „Richtung  der 
Kraftlinie"  bezeichnet,  welche 
mit  der  Richtung  von  6,  also 
auch  von  E^  gleichsinnig  ist. 
Wir  wollen  mm  solche 
Kraftlinien  ziehen  durch  alle  Punkte  des  Randes  eines  Flächen- 
elements ^i,  welches  zu  ®  normal  ist.  Wir  führen  sie  durch 
eine  beliebige  Strecke  fort,  setzen  aber  voraus,  dass  wir  dabei 
auf  keine  Elektricitätsmenge  stossen;  dann  legen  wir  zu  dem 
unendlich  dünnen  Bündel  einen  zweiten  senkrechten  Quer- 
schnitt ^2-  1^1®  Wei-the  von  @  an  q^  und  q^  mögen  @,  und 
©2  heissen.  Wir  haben  durch  unsere  Construction  einen 
fadenförmigen  Raum  t  eingegrenzt  (s.  Fig.  6),  der  ein 
„Kraft faden"  heissen  mag.  Auf  diesen  wenden  wir  die 
Gleichung  (A)  an: 


fsE^S==f(ij, 


dS  =  Sei, 


Die  rechte  Seite  ist  nach  Voraussetzung  Null.   Zur  linken 
Seite  liefert  die  Röhrenwand  keine  Beiträge,  denn  dort  liegt 


§ 
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überall  ®  in  der  Fläche  S]  es  bleiben  von  dem  Integral  nur 
die  beiden  Elemente  übrig,  welche  von  g^  und  q-i  herrühren. 
Diese  sind  —  g^  ®,  und  +  ^2  ®2-  Also  haben  wir  7i  @i  =^2  S2  5 
d.  h.  längs  dem  Kraftfaden  ist 

9@  =  const. 

Zerlegen  wir  nun  eine  Fläche  constanten  Potentials,  — 
auf  der  die  Kraftlinien  überall  senkrecht  stehen,  —  in  der 
Weise  in  Flächenelemente  q,  dass  gS  auf  der  ganzen  Fläche 
denselben  Werth  hat,  ziehen  die  Kraftlinien  durch  alle  Punkte 
der  Begrenzungslinien  aller  q  und  führen  sie  beliebig  durch 
einen  von  Elektricität  freien  Raum  fort,  so  wird  durch  die 
Construction  dieser  ganze  Baum  in  Kraftfäden  zerlegt,  für 
welche 

y@  =  const.  (16) 

ist.  In  einem  Baum  also,  in  welchem  die  Construction  aus- 
geführt ist,  ersieht  man  für  jeden  Punkt  unmittelbar  nicht  nur 
die  Richtung,  sondern  —  aus  dem  Querschnitt  des  Kraftfadens 
an  der  betrachteten  Stelle  —  auch  die  Grösse  der  Polari- 
sation. 

Man  pflegt  sich  nun  etwas  anders  auszudrücken,  im  An- 
schluss  an  eine  von  Faraday  benützte  Bezeichnungsweise. 
Statt  die  Kraftlinien  durch  alle  Punkte  der  Randcurve  von  q 
zu  ziehen,  denken  wir  uns  in  der  Axe  jedes  Kraftfadens  eine 
Kraftlinie  gezogen.    Es   gehen   dann   durch  jede  zu  @  senk- 

rechte  Flächeneinheit:  -  = r  Kraftlinien.    Die  noch  will- 

q         const. 

kürliche  Constante  wählen  wir  =  1 ,  d.  h.  wir  ziehen  durch 
die  Flächeneinheit  einer  Aequipotentialfläche  ®  Kxaftlinien, 
oder  durch  ein  Flächenelement  «?-S  derselben  (&-d2  KraSÜimen. 
Durch  ein  beliebig  gestelltes  Flächenelement  dS  gehen  dann 
ebensoviel  B^raftlinien,  wie  durch  die  Projection  von  dS  auf 
die  Aequipotentialfläche,  d.h.  ^-cos  {(&N)dS,  wenn  iV  die  Nor- 
male von  dS  bezeichnet,  oder  ^j^-dS.  Also:  durch  eine  beliebig 

gestellte  Flächeneinheit  gehen  soviel  Kraftlinien,  wie  die  zur 
Fläche  normale  Componente  der  Polarisation  angiebt. 

Nun  sei  t  ein  beliebiger  Baum,  mit  beliebiger  Elektrici- 
täts-Vertheilung  im  Innern.     Seine  vollständige  Begrenzung 
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bilde  die  Fläche  S,  deren  äussere  Normale  N  heisse.    Durch 
S  treten  in  der  Richtung  von  innen  nach  aussen 

3  =  fe^rfs 


=fe, 


Kraftlinien.  Wo  eine  Kraftlinie  in  r  hineintritt,  da  ist  ©y 
negativ,  und  das  betreffende  Flächenelement  liefert  einen 
negativen  Beitrag  zu  3-  3  ^^^  ^'^^  ^^^  Uebei'schuss  der  aus- 
tretenden über  die  eintretenden  Kraftlinien.  Es  ist  aber  nach 
Gleichung  (A): 

Unsere  Gleichung  gilt  auch  noch,  wenn  der  von  S  um- 
spannte Kaum  T  beliebig  klein  ist;  also  folgt:  Unsere  Con- 
struction  lässt   sich  auch   für  einen  beliebig  von  Elektricität 

erfüllten  Raum  durchführen;  nur  muss 
am  Ort  jeder  positiven  Elektricitäts- 
einheit  eine  Kraftlinie  entspringen, 
am  Ort  jeder  negativen  Elektricitäts- 
^j^      einheit  eine  Kraftlinie  münden. 

Die  Raum-  und  Flächendichten  q 
und  <J,  welche  wir  bereits  als  räumliche, 
bezw.  Flächen-Divergenz  der  Polarisation 
bezeichneten,  sind  identisch  mit  der  Zahl 
von  Kraftlinien,  welche  von  einer  Volum-, 
bezw.  Flächeneinheit  ausstrahlen. 

Dies  ißt  der  Inhalt  der  Gleichung  (A)  bezw.  (8)  und  (9) 
in  unserer  jetzigen  Ausdrucksweise. 

Ueber  den  Verlauf  der  einzelnen  Kraftlinie  geben  uns 
die  „allgemeinen  Bedingungen"  (S.  31)  Aufschluss:  Wo  die 
Werthe  von  t  sich  stetig  ändern,  da  sind  auch  die  Compo- 
nenten  von  ©  stetig,  dort  hat  also  die  Kraftlinie  stetige 
Krümmung.  Wo  aber,  an  einer  von  Elektricität  freien  Fläche, 
e  sich  sprungweise  ändert,  da  sind  (man  setze  ö  =  ü  in  (9)) 
stetig  die  Normal componente  von  6,  und  die  Tangential- 
componente  von  E]  in  Zeichen 

Eis  =  Eis 
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Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Kraftlinien  in  beiden  Medien 
und  die  Normale  der  Grenzfläche  in  einer  Ebene  liegen. 
Femer  (vgl.  Fig.  7),  wenn  a,  und  «2  die  Winkel  zwischen 
Normale  und  Kraftlinie  auf  beiden  Seiten  der  Grenzflächen 
bezeichnen: 

%«1  =  Ü.  (17) 

Dies  ist  das  „Brechungsgesetz  der  Kraftlinien." 
Sie  werden  in  dem  Medium  von  grösserer  Dielektricitätscon- 
stante  von  der  Normale  fortgelenkt;  aber  eine  „Totalreflexion" 
existirt  für  sie  nicht. 

Weiter:  die  Polarisation  hat  an  jeder  Stelle  des  Raums, 
sofern  sie  nicht  Null  ist,  eine  bestimmte  Richtung.  Daraus 
folgt:  eine  Kraftlinie  kann  weder  sich  selbst,  noch  eine  andere 
Kraftlinie  schneiden. 

Kann  aber  eine  Kraftlinie  etwa  in  einer  einfachen  Schleife 
in  sich  zurücklaufen?  Hierauf  giebt  die  Bedingung  (C)  die 
Antwort:  erstreckten  wir  über  eine  solche  geschlossene  Kraft- 
linie /  das  Linienintegral 


/ 


Eidl, 

O 
so  wäre,  weil  E  und  S  gleich  gerichtet  sind,  auf  dem 
ganzen  Wege  Ei  =  +  E,  also  positiv,  und  somit  das  Integral 
positiv;  es  muss  aber  für  jede  geschlossene  Curve  Null  sein. 
Also  giebt  es  keine  in  sich  zurücklaufenden  Kraftlinien.  Jede 
elektrostatische  Kj'aftlinie  hat  zwei  Endpunkte. 

(Wir  wollen  aber  schon  hier  bemerken,  dass  dies  nur  für 
statische,  und  allgemeiner  für  stationäre  Felder  gilt.  Später 
werden  wir  elektrische  Felder  kennen  lernen,  in  denen  in  sich 
zurücklaufende  Kraftlinien  existiren.) 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Raum  r,  so  werden  im 
allgemeinen  Kraftlinien  existiren,  welche  die  Grenzen  von  z 
durchsetzen;  durch  sie  hängt  das  Feld  in  r  mit  anderen  Fel- 
dern zusammen.  In  einem  Leiter  aber  ist  nach  (D):  £=(), 
dort  existiren  also  keine  Kraftlinien.  Erstreckt  sich  demnach 
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der  Raum  r  zuni  Theil  in's  unendliche,  und  verlaufen  im 
übrigen  seine  Grenzen  in  Leitern,  so  ist  das  Feld  in  r  mit 
keinem  andern  Feld  durch  Kraftlinien  verbunden.  Wir  nannten 
es  ein  vollständiges  Feld.  Erstreckt  sich  r  in's  unendliche, 
so  können  auch  Kraftlinien  im  unendlichen  verlaufen  und  dort 
enden;  d.  h.  ihr  Verlauf  kann  zum  Theil  unbestimmt  sein. 
In  jedem  solchen  Fall  haben  wir  auf  eine  vollständige  Be- 
handlung des  vorliegenden  Problems  zu  verzichten.  Alle  ex- 
acten  Versuche  beziehen  sich  deshalb  auf  solche  vollständige 
Felder,  die  zugleich  endlich  sind,  auf  Räume  also,  deren 
Grenzen  durchweg  in  Leitern  verlaufen.  Einen  zusammen- 
hängenden Raum  dieser  Art  haben  wir  ein  geschlossenes  Feld 
genannt.  Der  Satz,  dass  die  gesammte  Elektricitätsmenge 
eines  geschlossenen  Feldes  Null  ist  (S.  37),  heisst  nichts  anderes, 
als:  jede  Kraftlinie,  die  in  dem  Felde  entspringt,  muss  auch 
in  ihm  münden.  - 

Der  Satz,  dass  wir  auf  keine  Weise  die  algebraische 
Summe'aller  Elektricität  ändern  können,  ist,  sobald  wir  unserer 
Darstellung  des  Feldes  allgemeine  Gültigkeit  zuschreiben, 
selbstverständlich.  Denn  er  heisst  nichts  anderes,  als  dass  die 
allgemeinsten  Veränderungen,  die  wir  hervorrufen  können,  in 
der  Herstellung  beliebiger,  aber  vollständiger  Kraftlinien 
bestehen,  —  mit  anderen  Worten,  dass  sie  sich  stets  auf  end- 
liche Räume  beschränken. 

Wir  schliessen  mit  einem  allgemeinen  Satz  über  Vectoren- 
vertheilung  im  Raum: 

Es  genüge  ein  Vector  A  im  Raum  t  den  folgenden  Be- 
dingungen:  1)  es  sei    /  ailzc?/  =  0  für  jede  geschlossene  Curve, 

wo  a  eine  variable,  aber  stets  positive  Zahlgrösse  bedeute; 
2)  es  sei  An  =  Q  an  der  ganzen  Oberfläche  von  r;  3)  es  sei 
r{A)  =  0  im  ganzen  Raum  r.  —  Wir  stellen  den  Vector  in 
gleicher  Weise  durch  „^-Linien"  dar,  wie  wir  es  eben  für  ® 
durch  die  Kraftlinien  gethan  haben.  Dann  ist  durch  1)  aus- 
gesagt: es  existiren  in  r  keine  geschlossenen  ^-Linien;  durch 
2):  es  treten  keine  ^-Linien  durch  die  Oberfläche  von  t;  durch 
3) :  es  existiren  in  r  keine  Endpunkte  von  ^-Linien.  Daraus 
folgt  offenbar:  es  existiren  in  t  überhaupt  keine  ^-Linien, 
d.  h,  der  Vector  A  ist  in  r  durchweg  Null, 
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Bedeutet  Ä  speciell  die  elektrische  Polarisation,  so  ist 
die  Bedingung  1)  für  elektrostatische  Felder  allgemein  er- 
füllt; 2)  ist  erfüllt  für  ein  vollständiges  Feld;  3)  ist  erfüllt, 
wenn  sich  in  r  keine  Elektricität  befindet.  Also:  es  giebt 
kein  vollständiges  elektrostatisches  Feld,  in  dem  sich 
keine  Elektricität  befindet. 


§  7.   Allgemeine  Lehrsätze.  —  Das  Potential  des 

Ellipsoids. 

Aus  unseren  Grundannahmen,  und  zwar  zunächst  aus 
dem  Inhalt  der  Gleichungen  (A)  (C)  (D),  sollen  jetzt  eine 
Anzahl  allgemeiner  Sätze  abgeleitet  werden.  —  Das  Fundament 
bildet  der  Satz,  den  wir  soeben  mit  Hülfe  der  Kraftlinien 
geometrisch  bewiesen  haben: 

a)  Es  kann  kein  vollständiges  elektrostatisches  Feld  geben, 
in  welchem  sich  nirgends  Elektricität  befindet.  —  Der  Satz 
ist  nicht  selbstverständlich;  denn  wir  können  im  allgemeinen 
keineswegs,  wie  dies  unter  den  Voraussetzungen  des  §  2  mög- 
lich war,  die  Feldintensität  explicite  duixh  die  Elektricitäts- 
mengen  darstellen.  Wir  beweisen  ihn  nochmals  in  analyti- 
scher Form.  Die  Voraussetzung  ist:  in  einem  vollständigen 
Felde  r  sei  durchweg 

Q  --  r,{€E)  =  0  und  ö  =  rsisE)  =  0;  kürzer:  r(eE)  =  0; 

—  die  Behauptung:  dann  ist  in  r  auch  durchweg  E=0. 

Beweis:  Für  ein  vollständiges  Feld  gilt  die  Gleichung 
(15a);  aus  ihr  folgt  unter  unseren  Voraussetzungen: 


/ 


aE^dT  =  0. 


Die  linke  Seite  ist  aber  eine  Summe  von  Gliedern,  deren 
keins  negativ  sein  kann,  folglich  jedes  einzeln  Null  sein  muss. 
Also:  E=0  im  ganzen  Integi-ationsgebiet.  —  Zu  diesem  Be- 
weise sind  implicite  die  „allgemeinen  Bedingungen  des  elek- 
trostatischen Feldes"  benutzt:  denn  diese  sind  Voraussetzurg 
für  die  Gültigkeit  von  (15a).  • 
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Zusatz  1:  Befinden  sich  Leiter  im  Felde,  so  genügt  es 
bezüglich  der  Elektricitätsvertheilung  auf  diesen,  dass  die 
gesammte  Elektricitätsmenge  eines  jeden  Leiters  Null  sei. 

Zusatz  2:  Statt  der  Bedingung,  dass  die  Elektricitäts- 
menge eines  Leiters  Null  sei,  genügt  a.uch  die,  dass  sein  Po- 
tential Null  sei,  —  d.  h.  gleich  dem  Werth  an  der  äusseren 
Begrenzung  des  Feldes. 

Beweis:  Zum  Werthe  von   j  eE^dx  in  (15a)  liefert  jeder 

T 

Leiter  t  ein  Summenglied 

Nach  unseren  Voraussetzungen  aber  wird  in  jedem  Summen- 
glied einer  der  beiden  Factoren  Null.  — 

Aus  a)  folgt: 

b)  Jedes  vollständige  elektrostatische  Feld  ist  eindeutig 
bestimmt  durch  die  Angabe  seiner  Elektricitätsvertheilung. 

Beweis:  Gesetzt,  es  gäbe  zwei  elektrische  Feldintensitäten 
E'  und  Ff\  zu  denen  die  gleiche  Elektricitätsvertheilung  p,  o 
in  dem  vollständigen  Felde  r  gehörte.    Es  soll  also  sein 

r,{eE')  =  r,(eO  =  Q 
und  r^ieE')  =  F^bE^')  =  o , 

und  es  soll  sowohl  JET  wie  Ei'  den  „allgemeinen  Bedingungen" 
genügen.  Wir  bilden  dann  das  „Differenzfeld"  E  mit  den 
Componenten 

Ex  =  Ex  —  Ex'  etc.  (oder  allgemein:  Ei  =  Ei  —  Ei' 

für  jede  Richtung  /). 

Auch  E  genügt  dann  den  allgemeinen  Bedingungen,  und 
es  ist  in  r  durchweg: 

r(6E)  =  0; 

daraus  folgt  nach  a)  JE  ^  0  in  t,  oder  E'  identisch  mit  E" 
in  r,  w.  z.  b.  w. 

Zusatz :  Befinden  sich  Leiter  im  Felde,  so  genügt,  um  das 
Feld  zu  einem  bestimmten  zu  machen,  dass  für  jeden  der- 
selben die  gesammte  Elektricitätsmenge,  oder  auch  das 
Potential,  gegeben  sei.  Der  Beweis  folgt  aus  den  Zusätzen 
zu  a)  in  der  gleichen  Weise,  wie  der  Beweis  von  b)  aus  a) 
selbst  folgte. 
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Künftig  soll  unter  einer  „vorgeschriebenen  Elektricitäts- 
vertheilung"  verstanden  werden:  vorgeschriebene  Werthe  der 
Dichten  (>,  ö  im  Dielektricum  und  der  gesammten  Elektricitäts- 
mengen'  et  der  einzelnen  Leiter  Li. 

c)  Ist  im  ganzen  Felde  e  =  const.,  so  wird 

s  (E^^  +  E^^  =  a. 

Ein  Feld  E^  welches  diese  Gleichungen  befriedigt  und  zu- 
gleich den  allgemeinen  Bedingungen  genügt,  haben  wir  in 
§§  3  und  4  kennen  gelernt.    Es  ist  nach  dem  dort  bewiesenen 

ein  möglicher  Werth  des  Feldes  bei  gegebenen  p,  c  und  ge- 
gebenem constantem  £.  Wir  sehen  jetzt,  dass  es  der  noth- 
wendige  Werth  ist. 

Es  kann  von  unserm  jetzigen  Standpunkt  aus  auffallen, 
dass  der  gleiche  einfache  Ausdruck  auch  gilt,  wenn  in  das 
homogene  Dielektricum  Leiter  eingebettet  sind,  e  also  nicht 
durchweg  constant  ist.  Die  Erklärung  liegt  darin,  dass  in 
diesem  Fall  die  Elektricitätsveiibeilung  auf  den  Leiterober- 
Sächen  derart  bestimmt  sein  muss,  dass  E  in  jedem  Leiter 
Null  wird,  —  und  dass  andrerseits  e  in  den  Gleichungen  nur 
als  Factor  der  Componenten  von  E  auftritt. 

Man  kann  also  zunächst  das  e  der  Leiter  gleich  dem  des 
umgebenden  Dielektricums  annehmen.  Ist  die  Aufgabe  unter 
dieser  Annahme  gelöst,  so  genügt  die  Lösung  auch  den 
Gleichungen,  welche  entstehen,  wenn  man  nachträglich  für 
das  £  der  Leiter  den  wahren  Werth  einführt,  —  unter  der 
alleinigen  Voraussetzung,  dass  dieser  wahre  Werth  nicht  un- 
endlich sei  (vgl.  S.  36). 

Es  könnte  hiemach  scheinen,  als  ob  dem  Begriff  „Dielek- 
tricitätsconstante  eines  Leiters**  überhaupt  kein  physikalischer 
Inhalt  entspräche.  Das  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  Die  Grösse 
ist  stets  definirbar,  und  nach  Umständen  auch  messbar  (s. 
Kap.  n,  §  2);  sie  ist  nur  nicht  definirbar  aus  elektrosta- 
tischen Erscheinungen.  In  der  Ausdrucksweise  von  S.  7:  auch 
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ein  Leiter  ist,  allgemein  gesprochen,  ein  „Dielektricum;"  aber 
er  macht  sich  in  der  Elektrostatik  nicht  als  solches  geltend. 

d)  Aus  dem  unter  b)  bewiesenen  ergiebt  sich  das  folgende 
Superpositionsprincip: 

In  einem  Raum  t,  der  ein  vollständiges  Feld  erfüllt,  sei 
gegeben 

1)  die  Elektricitätsvei-theilung  p',  0',  c/  (oder  statt  der  e»' 
auch  die  Potentiale  der  Leiter  <pi).  Durch  sie  ist  bestimmt 
ein  Feld  E'  und  dann  gemäss  (9')  die  Dichte  oi  auf  den 
Leiteroberflächen. 

In  demselben  Raum  r  sei  gegeben,  bei  unveränderter 
Anordnung  der  Materie  (also  unveränderten  Werthen  des  e), 

2)  q\  ö",  e/',  (oder  q>i')  und  dadurch  bestimmt  Ff\  Oi\ 
Wenn  dann 

3)  vorgeschrieben  wird: 

()  =  ()'  +  (/',  0  =  0+  ö" ,  ei  =  ei  -{-  €%"  (oder  (pi  =  (pi  +  (pV) , 
so  entsteht  ein  Feld  E^  filr  welches  Ei  =  E[  +  El'  mit  der 
Vertheilung:  0%  =  0/  +  <>»"  auf  den  Leitern. 

Beweis:  E  genügt  den  allgemeinen  Bedingungen,  weil  ff 

und  E"  es  thun,  und  die  Functionen  F^E),  r.isE),  feE^^^äS, 


N 


erhalten  gemäss  den  Bildungsgesetzen  (8),  (9),  (10)  die  vorge- 
schriebenen Werthe  (>,  <J,  e*  (ebenso  die  Grössen  (pi).   Durch 
diese  Bedingungen  aber  ist  E  eindeutig  bestimmt;  also  ist  E 
das  Feld  der  vorgeschriebenen  Vertheilung. 
Dann  aber  wird 

Ci  =  eE^  =  b{E^^  +  El)  =  Oi  +  cl'. 

Folgerungen: 

a)  Die  q\  0",  eC  mögen  ein  Feld  E^'  (Potential  (p")  be- 
stimmen ;  sie  seien  bezw.  das  n-fache  der  q\  ö',  e*',  welche  das 
Feld  E'  {(p)  bestimmen,  wo  n  eine  constante  Zahl;  dann  ist 
Er  =  nEi   oder  (p"  =  nq>\ 

ß)  Es  sei  von  den  p'rfr,  ödSf  ei  1)  eine  Grösse,  welche 
e^  heissen  möge,  =1,  alle  übrigen  =0,  und  dann  sei  das 
Potential  bezeichnet  durch  9?,. 

Es  sei  2)  eine  andere  der  Grössen  gdz,  odS,  ei,  nämlich 
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e^,  gleich  1,  die  übrigen  =0,  und  dann  sei  das  Potential 
9)2  etc.  etc. 

"Wenn  dann  die  einzelnen  pVr,  a'dS,  et  die  beliebigen 
Werthe  e, ,  «j  . .  haben,  so  ist  das  Potential 

9)  =  e,  9),  +  ej  95,  +  .  .  (18) 

wo  die  ipi ,  9>j  . .  Functionen  der  Coordinaten,  aber  unabhaugig 
von  den  e,,  e^  .  .  sind.  —  In  Worten: 

Das  Potential  ist  eine  lineare  homogene  Function  aller 
Elektricitätsmengen.  Dabei  liefert  die  Elektricitätsmenge  jedes 
Volum-  oder  Flächenelements  und  die  gesammte  Elektrici- 
tätsmenge jedes  Leiters  je  ein  Summenglied. 

e)  Schirmwirkung  leitender  HUlIen. 

Durch  einen  Hohlkörper  H  —  innere  Oberfläche  Si,  äussere 
Sa  —  aus  leitender  Substanz  werde  ein  vollständiges  Feld  in 
zwei  zerlegt,  Ti  und  ra',  die  Grenze 
beider  Räume  bildet  eine  beliebige 
Fläche,  welche  in  der  Masse  der 
Hülle  verläuft  und  den  Hohlraum 

einschliesst  (a.  Fig.  8).  Den  Kör-  q 

pem  im  Hohlraum  sei  im  ganzen  ^ 

die  Elektricitätsmenge  Bj,  der  lei- 
tenden Hülle  die  Menge  e^j  mit- 

getheilt.    Dann  befindet  sich  auf  ^ 

der  Fläche  ä  die  Menge  —  ej,  und 
folglich  auf  Sa  die  Menge  ßy  +  Cj.  Rg.  b. 

—  Das  Feld  Et  in  n  und  somit 

auch  die  Dichte  at  auf  Si  ist  nach  b)  vollständig  bestimmt  durch 
die  Elektricitatsvertheilung  im  Hohlraum.  Ei  und  öi  sind 
völlig  unabhängig  von  dem  äusseren  Felde  Za- 

Sind  speciell  im  Hohlraum  die  p,  a,  e^  Null,  so  ist  dort 
nach  a)  kein  Feld  vorhanden,  wie  immer  auch  in  xa  Elektri- 
cität  vertheilt  sein  mag.  Die  leitende  Hülle  H  schützt 
ihr  Inneres  vor  der  Einwirkung  jedes  äusseren 
Feldes. 

Aus  Bi^a  folgt  aber  weiter  <7j  ^  0.  In  unserm  Fall 
befindet  sich  also  die  Elektricität ,  welche  etwa  der  Hülle  H 
mitgetheilt  ist,  im  Gleichgewichtszustand  ausschliesslich   auf 
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der  äusseren  Oberfläche  Sa*  Denken  wir  also  nach  einge- 
tretenem Gleichgewicht  den  Leiter  H  so  zerlegt,  dass  ein 
Stück  sich  im  Hohlraum  des  andern  befindet,  so  ist  dieses 
erstere  Stück  stets  frei  von  Elektricität.  Mit  anderen  Worten: 
elektrisiren  wir  einen  Leiter,  bringen  ihn  in  den  Hohlraum 
und  dort  zur  Berührung  mit  dem  umhüllenden  Leiter,  so  dass 
beide  für  einen  Moment  einen  zusammenhängenden  Leiter 
bilden,  so  giebt  der  erste  Leiter  seine  gesammte  Elektricität 
an  die  Hülle  ab  (vgl.  §  1,  unter  4). 

f)  Wirkung  des  Hülleninhalts  im  äussern  Raum.  Das 
Feld  Ea  in  Xa  (und  somit  auch  die  Dichte  öa  auf  Sa)  ist  nach 
b)  völlig  bestimmt  durch  die  Elektricitätsvei-theilung  im  äussern 
Raum  und  die  gesammte  Elektricitätsmenge  e  =  ej-]-  e^  auf 

Sa.  Es  ist  unabhängig  davon,  wie  e  sich  auf  seine  zwei  Sum- 
manden vertheilt,  und  wie  ej  im  Hohlraum  vertheilt  ist;  es  ist 

also  stets  das  gleiche,  als  ob  die  (>,  a,  e^  im  Hohlraum  dui'chweg 

Null  wären  und  die  gesammte  Elektricitätsmenge  der  Hülle 
mitgetheilt  wäre  (vgl.  §  1,  unter  8).  Das  äussere  Feld  ist  aber 
auch  bestimmt  nach  b)  durch  die  Elektricitätsvertheilung  im 
Aussenraum   und   das  Potential  <pjj  der  Hülle.     Es   bleibt 

also  von  allen  Vorgängen  im  Hohlraum  unberührt,  so  lange 
tp^  sich  nicht  ändert.   Wir  machen  tpj^  unveränderlich,  wenn 

wir  die  Hülle  leitend  mit  einem  Körper  verbinden,  dessen 
Potential  dm'ch  unsere  Hülfsmittel  nicht  verändert  werden 
kann.  Ein  solcher  Körper  ist,  wie  wir  in  §  9  sehen  werden, 
die  Erde. 

Alle  bisherigen  Sätze  bezogen  sich  auf  vollständige 
Felder.  Für  einen  ganz  beliebig  begrenzten  Raum  aber  gilt 
der  Satz: 

g)  Wenn  in  r  sich  1)  nirgends  Elektricität  befindet,  2)  an 
einem  Theil  {S^ )  seiner  Oberfläche  En  =  0  ist,  und  3)  an  dem 
Rest  (Ä2)  der  Oberfläche  q)  einen  constanten  Werth  (a)  besitzt, 
so  ist  das  Feld  in  r  gleich  Null. 

Beweis:  Für  unsern  Raum  ergiebt  Gleichung  (15): 


(e  E^dr  =  I!q>e  +   f(p-eEndS, 


^i  +  ^"2 
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Zugleich  folgt  aus  (A): 

O^  —  Sae—ja-sEndS; 

-^'1  +  ^2 
also  durch  Addition: 

je  E'^dx  =  -S'(g)-a)  e  +  f{q>'a)  •  sEndS. 

Nach  unseren  Voraussetzungen  ist  rechts  jedes  Summen- 
glied gleich  Null;  demnach:  £=0  in  ganz  r.  — 

Specialfälle  erhalten  wir,  wenn  entweder  *S^,  oder  S^ 
die  ganze  Oberfläche  ausmacht.  Insbesondere  ergiebt  sich 
also: 

Um  sicher  zu  sein,  dass  für  eine  bestimmte  Elektricitäts- 
vertheilung  das  Potential  im  ganzen  Volumen  eines  Leiters, 
wie  Gleichung  (D)  fordert,  constant  sei,  braucht  man  nui-  nach- 
zuweisen, dass  es  auf  seiner  ganzen  Oberfläche  constant  ist. 

Wir  wollen  den  Beweis  von  g)  nochmals  mit  Hülfe  des 
Kraftlinien-Begrifi's  führen.  Unsere  Voraussetzungen  bedeuten: 

1)  in  T  befinden  sich  keine  Endpunkte  von  Kraftlinien.  Also, 
da  in  sich  zurücklaufende  Kraftlinien  nicht  existiren,  muss 
eine  jede   mindestens    zweimal    die   Oberfläche   durchsetzen. 

2)  durch  S,  treten  aber  keine  Kraftlinien.  Also  muss  eine 
jede  zweimal  durch  S^  treten.  Das  aber  ist  ausgeschlossen; 
denn  jede  Kraftlinie  führt  von  Stellen  höheren  zu  Stellen 
niederen  Potentials,  und  3)  alle  Punkte  von  S^  haben  gleiches 
Potential,    Folglich  existiren  keine  Kraftlinien  in  r. 

Aus  g)  folgt  in  bekannter  Weise: 

h)  Das  Feld  in  einem  beliebigen  Baum  t  ist  eindeutig 
bestimmt,  wenn  gegeben  ist 

1)  die  Elektricitätsvertheilung  im  Innern,  und  2)  auf  jedem 
Stück  der  Oberfläche  entweder  die  Normalcomponente  von  £, 
oder  9)  bis  auf  eine  additive  Constante. 

Insbesondere  also:  d)  es  ist  bestimmt  durch  die  End- 
punkte der  Kraftlinien  im  Innern  und  die  Eintrittsstellen 
der  Kraftlinien  an  der  Oberfläche.  —  ß)  es  ist  bestimmt,  so- 
bald die  r{eE)  im  Innern  und  die  Tangentialcomponenten  E^ 

auf  der  ganzen,  zusammenhängenden  Oberfläche  gegeben  sind. 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  4 
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Wir  wollen  eine  Anwendung  des  Satzes  b)  machen.  Wenn 
£  überall  den  constanten  Werth  1  hat,  und  Elektricität  mit 
gleichförmiger  Dichte  1  den  Raum  t  erfüllt,  so  hat  das  Po- 
tential q)  den  Werth: 

(19) 


^      J  Anr  * 


welchen  wir  das  „Newton'sche  Potential  des  Raumes  t" 
nennen  wollen. 

Sei  T  das  Volumen  eines  Ellipsoids;  nehmen  wir  die 
Hauptaxen  zu  Coordinatenaxen,  so  hat  die  Oberfläche  S  von 
T  die  Gleichung 

(20) 


y 


x'^ 


^        t     if L  '"      — —   1 

«2  -r  ^2  "T  ^2         ^• 


Die  Aufgabe,  das  „Potential  des  homogenen  Ellipsoids" 
zu  finden,  ist  auf  sehr  mühsamem  Wege  gelöst  worden. 

Nachdem  die  Lösung  aber  gefunden  ist,  können  wir  sie 
mit  Hülfe  unseres  Satzes  leicht  verificiren.     Sie  lautet: 

in  t:  9)  (=  g)i)  =  *  —  ^ [Ax^  +  By'^  +  Cz^]  (21) 

ausserhalb  r :  g?  (=  9«)  =  *'  —  i  [A'x^  +  B'iß  +  (fx^ ,        (22) 

wo 


* 


3x 


=  \ahcj  ^ 


0  o 


(23) 


und  wo  <P',  ä\  B\  G'  diejenigen  Grössen  sind,  in  welche  sich 
*,  -4,  5,  C  verwandeln,  wenn  an  Stelle  von  0  als  untere 
Grenze  der  Integrale  der  Werth  u  tritt,  welcher  die  positive 
Wurzel  der  Gleichung 


+ 


bildet. 


a^  +  w    '    b'^-\'U    '     c'-i-M 


;  + 


=  1 


(24) 
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Wir  haben  nach  dem  Satze  b)  bewiesen,  dass  q)  =  g  ist, 
iBvenn  wir  zeigen,  dass 

1)  9?  endlich  und  stetig  ist  im  ganzen  Kaum, 

2)  die  Derivirten  von  <p  endlich  und  stetig  sind  im  ganzen 
Baum, 

3)  9?Ä  endlich  bleibt,   wenn  R  =  t/"«^  -|-  y2  _j_  ;^  unendlich 
wird; 

4)  Ag>  =  —  1  in  T,  Ag?  =  0  ausserhalb  r. 

Zu  1):  u  in  (24)  ist  der  Parameter  des  zum  EUipsoid  (20) 
confocalen  Ellipsoids,  welches  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  geht; 
u  ist  demnach  stetige  Function  von  a:,  y,  x.  *',  ä',  B\  (f  sind 
wiederum  endliche  und  stetige  Functionen  der  unteren  Grenze 
ihrer  Integrale.  Also  ist  q>a  endliche  und  stetige  Function 
von  x,y,z.  —  4^,  A,  B,  C,  sind  Constanten;  also  ist  g>i  ganze  (qua- 
dratische) und  somit  endliche,  stetige  Function  von  x,  y,  x.  — 
Auf  S  ist  u=-  0,  also  *'  =  *,  ä'  =  Ä,  ß'  =  J9,  C'  =  C; 
folglich  geht  dort  g)i  stetig  in  tpa  über.  — 

Zu  2):  Es  ist 

hx       "^^^  bx    ^i^  hx  ^y  bx  +^  'bij 

wo  D'  =  y (^-f  wUP  +  w)  (c2  4-  tt) . 
Folglich  nach  (24): 


Andererseits 


^x  —  —  ^^• 


-X —  ==  —  AX» 

ox 


-.-  und  -v-^    sind    also    endliche,     stetig    veränderliche 

Grössen,  welche  an  *S^  stetig  in  einander  übergehen. 

Zu  3):  In  den  Integralen  in  g>a  durchläuft  X  die  Werthe 
zwischen  u  und  oo]  also  nach  (24) 


4-X    '    b^-^-X    '    c2-f- 

die  Werthe  zwischen  0  und  1. 
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Demnach  ist 

'3a 


9>a<la^l  ^. 


u 


Sei  nun  a  >  6  >  c,  so  ist  D  >(c2  +  X)*^\  folglich 


(Pa<Ci  ötftö  / »r 


u 

1 


V  C2  -I-  M 

Weiter  ist  nach  (24): 

^'^  +  y^  +  «'^  <  «^  +  w; 
also 

Somit 

Rückt  nun  der  Punkt  {x,yyz)   in's   unendliche,   so   wird 
nach  (24): 

w  =oo,  und  y%^  ==  1 ,  also 

B^a<CiY^bc,  d.  h.  endlich. 
Zu  4):  es  ist 

^  =  -^;  also 

0 

Femer 

Folglich 

Ag)a  =  —  (A'  +  B'  +  C') 
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Aus  (24)  folgt: 

r       x'^  y2  »2 -| 

Lla2  +  ttjl  "^   (62  +  M)2  "^    (c2  -h  WpJ   ^^ 

a^-\-u         '   62  -|-  w    ^    '    c2  -|-  w 

und  daher  für  den  Ausdruck  in  {  }  der  Werth   2;   anderer- 
seits ist 

r  +  B'  +  a'  =  -a*.yj      ==  +  -f. 

Also 

Für  spätere  Anwendungen  sind  die  Eigenschaften  der 
Constanten  A^  J9,  C  wichtig;  sie  sind  nach  den  Ausdrücken  stets 
positiv,  und,  wie  soeben  gezeigt, 

A  +  5+  C=l. 

Ist  femer  a'^b'^c,  so  ist  A<CB<CC, 

Setzt  man 

so  folgt 

r"^ dt 

V..+',j/«+.)(r+iröF"fr)"' 

Die  Werthe  von  A,  B^  C  hängen  also  nur  von  den  Axen- 
Verhältnissen  des  Ellipsoids  ab. 

A  erhält  seinen  Maximalwerth  1,  wenn  a  gegen  6  und  c 
verschwindend  klein  ist;  denn  dann  wird 

d/ 

1. 


A 


A  erhält  seinen  Minimalwerth  0,  wenn  a  gegen  b  oder  c, 
oder  gegen  beide  unendlich  gross  ist. 

Sind  die  drei  Axen  a,  b,c  ungleich,  so  sind  A,  B,  C  ellip- 
tische Integrale. 

Physikalisches  Interesse  haben  vorwiegend  die  Werthe, 
welche  sie  für  specielle  Fonnen  des  Ellipsoids  annehmen. 


ij '  ■■('■ 


/ 
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Es  sei  ein  abgeflachtes  Eotationsellipsoid;  setzen  wir 
dann 

a  =  6  =    -  ^      ,  so  wird 

^  =  B=  i  [—^3—  arc  sin  e ^J 

C=^ ^3— arcsme. 


(25) 


Es    sei    ein     verlängertes    Rotationsellipsoid    (Ovoid); 
setzen  wir  dann 

5  =  c  =  y  1 — 6^  •  a ,  so  wird 


(26) 


Ist  endlich  das  Ellipsoid  eine  Kugel,  so  wird 

A  =  B=C  =  i.  (27) 

Man  findet  ferner  in  diesem  Fall  ohne  Mühe : 

wo  a  der  Radius  der  Kugel.    Also 

in  der  Kugel:  (7  =  ^  a^  —  ^R^ 
ausserhalb  der  Kugel:  5^  =  i  ^ 


a» 


(28) 


Diese  Resultate  sind  natürlich  sehr  viel  einfacher  auf 
directem  Wege  zu  erhalten. 

Die  bisher  abgeleiteten  Sätze  waren  Folgerungen  aus  den 
Grundgleichungen  (A)  (B)  XG)»- 
(  Wir  ziehen   nunmehr   auch   den  Werth    der  Energie   in 

Betracht. 

In  demselben  Raum  r,  der  ein  vollständiges  Feld  erfülle, 
seien  bei  gleicher  Vertheilung  der  Materie  drei  verschiedene 
Elektricitätsveii;heilungen  gegeben:  die  der  e^ ,  der  €2  der 
e,  +  ^2  ■   1^16  Feldintensitäten  und  Potentiale  seien  im  ersten 
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Fall  El ,  9)1 ,  im  zweiten  Fall  E^  >  *P2  J  dann  ist  nach  dem  Satz 
d)  S.  46  im  dritten  Fall  das  Potential  9),  +  q>2.  Die  AVerthe 
der  Energie  für  die  Theilfelder  und  für  das  Gesamratfeld  sind 
demnach: 

=  Wel  +  We2  +  Ä, 

WO  jR  =  J  2:e.yg)y  +  J  -Se,  .9)2 

ist,  und  die  „wechselseitige  Energie"  der  beiden  Systeme 
der  Ci  und  der  e^  heissen  soll. 

Man  setze  nun  in  (12)  S.  28  einmal:  f7=g), ,  A  =€i^, 
und  zum  andern:  ü  =  q)^^  -^  =  ^^i  1  dann  kommt: 


/ 


s  {Kix'  Eix  H   Eiy ■  E2y  +  Eix-  Eix)  dt  ==  JSe2  •  ^j  =  -^ßj  •  (p^ . 


(29) 


Also  folgt  die  Energie  des  combinirten  Systems: 
We=^  IVei  +  W^  +  R,  wo 

R  =^  2e2 '  <P\  ==  -2^ßi  ■  9^2  "^^  /  ^  (^i«'  ^äa;  +  Eiy  •  Eiy 

-|-  Eix'EiT^  dr. 

Besteht  zunächst  das  System  der  e,  aus  einer  Elektri- 
citätsmenge  Eins  im  Punkte  p, ,  das  System  der  e^  aus  einer 
Elektricitätsmenge  Eins  im  Punkte  /?2,  so  giebt  die  zweite 
Gleichung: 

9>2  (P\ )  =  fJPl  iP2)  y  (30) 

d.  h.  das  Potential  der  ersten  am  Ort  der  zweiten  ist  gleich 
dem  Potential  der  zweiten  am  Ort  der  ersten  Menge. 

Nach  Gleichung  (18)  S.  47  ist  g)^  eine  lineare  homogene 
Function  aller  e^  1  wenn  also  die  e.^  in  endlicher  Zahl  und  sehr 
klein  angenommen  werdjen,  so  werden  die  9)2  ^i^d  R  klein  von 
gleicher  Ordnung,  Wei  aber  klein  von  der  Ordnung  der.  ^2^« 
Es  wird  demnach  bis  auf  kleine  Grössen  höherer  Ordnung: 

We—  Wel  =R. 

Bestehe  speciell  das  System  der  e.2  aus  der  unendlich 
kleinen   Elektricitätsmenge    d/i,.    eines    Volumelements    oder 
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eines  Leiters,   dann    reducirt  sich   R  auf  das   eine   Glied: 
(Pk'def.y  und  TF« —  Wt\  wird  gleichbedeutend  mit  -^-'dej^.  Also 

^^^'b7,'  (31) 

Aus  der  Ableitung  folgt:  das  Potential  eines  Systems  e 
im  Punkte  p  ist  numerisch  gleich  der  wechselseitigen  Energie 
des  Systems  der  e  und  einer  in  p  befindlichen,  unendlich 
kleinen,  Elektricitätsmenge  Eins.  —  Gleichung  (31)  aber 
lautet  in  Worten: 

Das  Potential  eines  Punktes  (eines  Leiters)  ist  numerisch 
gleich  der  Vermehrung,  welche  die  elektrische  Energie  erfährt, 
wenn  diesem  Punkt  (diesem  Leiter)  die  unendlich  kleine  Elektri- 
citätsmenge Eins  zugeführt  wird,  während  alle  übrigen  Elektri- 
citätsmengen  constant  bleiben;  —  oder 

gleich  der  Energie,  welche  das  System  abgiebt,  wenn  die 
Elektricitätsmenge  Eins  dem  Punkt  (dem  Leiter)  entzogen 
wird. 

Es  folgt  weiter:  wenn  die  Elektricitätsmenge  rfß  vom  Punktt- 
p  nach  p   gebracht  wird,  so  ist  die  abgegebene  Energie 

—  öWe  =  de  \g){p)  —  (p{p)j  =  -  -  de'6(p{p).  (7') 

Ist  p'  von  p  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dl  entfernt, 
so  wird  diese  Grösse 

—  de^f  dl  =  de-Ei'dl. 

Der  übliche  Ausdruck  hierfür  ist :  Auf  die  Elektricitäts- 
menge de  wirkt  eine  „Kraft",  deren  Componente  nach  der 
Richtung  / 

El' de  ist. 

Die  Bedeutung  von  (p  und  von  E  bleibt  also  auch  unter 
den  jetzigen  allgemeineren  Voraussetzungen  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  einen  Gruppe  von  Definitionen,  die  wir 
für  diese  Grössen  ursprünglich  erhielten  (vgl.  S.  14).  Dass 
wir  die  bewegte  Elektricitätsmenge  unendlich  klein  nehmen 
müssen,  entspricht  der  dort  gemachten  Voraussetzung,  dass 
diese  Menge  bei  der  Berechnung  von  g)  und  E  nicht  mit 
beriicksichtigt   werden   sollte.   —  Folgendes  aber  ist  zu  be- 
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achten:  wir  mussten  bei  unserer  jetzigen  Ableitung  voraus- 
setzen, dass  nur  die  Elektricitätsvertheilung  sich  ändere, 
die  materielle  Erfüllung  des  Raumes  aber,  die  Vertheilung 
des  f,  unverändert  bleibe.  Das  ist  duixh  eine  Verschiebung 
der  Elektricitätsmenge  mit  ihrem  Träger  nur  dann  zu  er- 
reichen, wenn  im  Bereich  der  Verschiebungen  das  Dielektri- 
cum  homogen  (von  constantem  e)  ist.  Nur  in  diesem  Fall 
also  ist  die  sogenannte  „Kraft  auf  die  Elektricitätsmenge 
Eins"  auch  die  mechanische  Kraft,  die  auf  den  Träger 
dieser  Elektricitätsmenge  wirkt.  —  Den  allgemein  gültigen 
Ausdruck  für  die  mechanischen  Kräfte  in  einem  gegebenen 
Felde  werden  wir  später  finden  (s.  §  11). 

§  8.    Systeme  von  Leitern.     Lineare  Gleichungen 
zwischen  Potentialen  und  Elektricitätsmengen. 

Wir  wollen  nun  eine  beschränkende  Voraussetzung  machen, 
welche  aber  den  Bedingungen  aller  genauen  messenden  Ver- 
suche entspricht:  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  Leitern  in 
beliebige  Dielektrica  eingebettet;  Elektricität  aber  befinde  sich 
nur  auf  der  Obei-fläche  der  Leiter,  nicht  im  Innern  des  Dier 
lektricums.  Der  Kaum  r,  den  wir  betrachten,  bilde  ein  voll- 
ständiges Feld.  Die  Potentiale  der  n  einzelnen  Leiter,  — 
unter  denen,  falls  eine  solche  vorhanden,  die  leitende  Hülle 
nicht  mitzählt,  —  s^ien 

Fj      Fj     •  •  •     ^«J  ih^ö  Elektricitätsmengen 

Dann  ist  nach  Gleichung  (18)  S.  47  das  Potential  g>  jedes 
Punktes  eine  lineare,  homogene  Function  der  a,  deren  Zahl 
in  unserm  Fali  endlich ,  nämlich  =  n  ist.  Das  gleiche  gilt 
von  den  Vi,  welche  ja  specielle  Werthe  von  90  sind.  Wir 
wollen  die  letzteren  Functionen  schreiben: 

Vi  =  ßii  ei  +  ßi2e2+  .  .  +  ßin  en.  (32) 

Die  Constanten  ßik  sind  bestimmt  durch  Gestalt  und  gegen- 
seitige Lage  der  Leiter,  und  durch  die  Werthe  der  Dielek- 
tricitäts-Constante  im  Zwischenraum;  —  einfacher:  durch 
Gestalt  und  physikalische Beschafl'enheit  des  Dielektricums. 
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Denken  wir  uns  die  Gleichungen  (32)  nach  den  ek  aufgelöst, 
so  erhalten  wir  Gleichungen  der  folgenden  Form: 

Bk  =  axk  Vi  +  «2*  Fi  +  .  .  +  ank  Vn ,  (33) 

wo    sich    die    aik   in   bekannter   Weise    durch   'die    ßik   aus- 
drücken. 

Die  n2  Constanten  ß  sind  nicht  alle  von  einander  unab- 
hängig; vielmehr  ist  allgemein 

ßik  =  ßhi.  (34) 

Denn  es  ist  nach  (32)  und  (31) 


und^«=  ^^-  =  ^,(-5^). 


Die  Determinante  der  ßik  ist  also  symmetrisch,  folglich 
ist  gemäss  den  Gleichungen,  welche  die  e  als  Lösungen  von 
(32)  ergeben,  auch 

aik  =  aki .  (35) 

Man  nennt  die  Grössen  ß  „Potential-Ooefficienten";  ein 
Coefficient  «t*,  dessen  Indices  verschieden  sind,  heisst 
„wechselseitiger  (elektrostatischer)  Inductions  coeffi- 
cient" der  Leiter  i  und  k;  ein  Coeflicient  au  heisst  elektro- 
statische „Capacität"  des  Leiters  i.  Die  Gapacität  eines 
Leiters  ist  demnach  numerisch  gleich  der  Elektricitätsmenge, 
welche  er  besitzt,  wenn  sein  Potential  gleich  Eins,  das 
aller  übrigen  Leiter  gleich  Null  ist.  Der  Werth  dieser 
Capacität  hängt  (ebenso  wie  die  Werthe  der  übrigen  a 
und  der  ß)  nicht  nur  von  der  Gestalt  des  Leiters  e,  sondern 
im  allgemeinen  auch  von  Gestalt  und  Lage  aller  übrigen 
Leiter  ab.  Er  ist  unabhängig  vom  Material  des  Leiters,  da- 
gegen abhängig  vom  Material  des  Dielektricums.  — 

Der  Ausdruck  für  die  Energie  des  Raumes  r  in  (15a) 
S.  37  nimmt  in  unserem  Falle  die  Form  an: 

We  =  iI>^iV..  (36) 

Unter  Benutzung  von  (32)  bis  (35)  können  wir  dafür  auch 
schreiben: 
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(36') 


'  +  J  Ä2  ^'^  +  '  •  +  /San  e«  en 

+  ißnnen\ 

oder 

,  '  1^*  =ißlt    ^l^  +  «12   Vi    V2+'   '    +  «in   Fl   Fn 

+  i«22   ^2^    +  •   •    +  ««»  Fa   Fn     ,gg./v 

Wir  fragen  noch  na'ch  der  Arbeit,  welche  bei  einer  be- 
liebigen virtuellen  Verschiebung  und  Deformation  der  Leiter 

[  geleistet  wird.     Wenn  in   einem  vollständigen  Felde  r  eine 

beliebige  Veränderung  in  der  Anordnung  der  Elektricität 
und  der  Materie  stattfindet,  so  ändert  sich  nach  §  7  e)  und  f) 

'  [S.  47  f.]  das  elektrische  Feld  nur  innerhalb  r;  die  gesammte 

Aenderung   der  elektrischen   Energie   beschränkt   sich  folg- 

\  lieh  auf  die  Aenderung  der  Grösse  Wj=  Jl  sE^dtj    deren 

T 

Ausdruck  wir  soeben  gebildet  haben.  Die  Abnahme  der 
Energie  setzt  sich  nun  in  mechanische  Arbeit  jedes- 
mal dann  vollständig  um,  wenn  bei  der  Verschiebung  das 
elektrische  Gleichgewicht  gewahrt  bleibt.  Demnach  fragt  sich 
zimächst,  ob  und  in  welcher  Weise  dieser  Bedingung  genügt 
werden  kann.    Wenn  die  Leiter  isolirt  von  einander,  also  mit 

\  unveränderlichen  e,  unendlich  wenig  verschoben  oder  defor- 

mirt  werden,  so  würden,  wenn  wir  uns  die  Elektricität  zu- 
nächst auf  den  einzelnen  Oberflächenelemepten  fixirt  denken, 
die  Potentiale  unendlich  wenig  verändert;  und  somit  auch  die 
Potentiale  der  einzelnen  Punkte  des  gleichen  Leiters  im  allge- 
meinen imendlich  wenig  von  einander  verschieden  werden. 
Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  wären  also  verletzt.    Es 

I  stellt  sich  ein  neuer  Gleichgewichtszustand  her,  in  welchem 

die  Dichte  der  Elektricität  unendlich  wenig  geändert  ist. 
Dies  geschieht  durch  einen  als  elektrische  Strömung  bezeich- 
neten Vorgang,  bei  dem  unendlich  kleine  Elektricitätsmengen 
de  zu  Stellen  von  unendlich  wenig  (um  dqi)    abweichendem 

^  Potential  gelangen./Der  Vorgang  ist  also  mit  einem  Energie- 

umsatz verknüpft,  welcher  unendlich  klein  ist  von  der  Ord- 
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nung  der  de-dq).  Dieser  Energiebetrag  tritt  nicht  als 
mechanische  Arbeit,  sondern,  wie  wir  später  in  Kap.  II  sehen 
werden,  im  allgemeinsten  Fall  als  Wärme  und  chemische 
Energie  auf.  Er  ist  aber  nur  ein  verschwindend  kleiner  Bruch- 
theil  der  gesammten  Energieänderung,  welche  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  der  e-d<p  ist.  Daher  kann  die  bei  der 
unendlich  kleinen  Verschiebung  geleistete  Arbeit  aus  der  Ab- 
nahme berechnet  werden,  welche  We  bei  constant  gehaltenen 
e^  durch  die  Verschiebung  erleidet.    Also  nach  (36): 

iA^-  [i6,2  dß^,  +e,e^dß,^  +  ..]  (37') 

AVir  können  für  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  einen 
anderen  Ausdruck  herstellen.    Sie  ist 

=  -  i  -?6,  Ä,  dßi,        nach  (34), 

=  -  i  £e^  [d  Vi  -  I!ß^  de,]        nach  (32), 

=  -  -  i  J^rfFi  ^«^  F,  +  i  2det  Sciß,i         nach  (33)  (34)  (35), 

=       \2V^[-  Satt  dV^  +  rfej        nach  (32), 

=       \2V,i;Vi da^j^        nach  (33). 

Also  ist  auch 

ö^  =  +  [i  V, '^da,,  +  V,   V^da,^  +  ,  .]  (37") 

Die  beiden  Werthe  von  lA  in  (37')  und  (37")  sind  ein- 
ander unter  allen  Umständen  gleich.  Der  eine  wie  der  andere 
giebt  die  Arbeit  an,  welche  die  mechanischen  Kräfte  elektri- 
schen Ursprungs  bei  einer  Configurationsändening  leisten,  die 
entweder  durch  die  Aenderungen  dß^j^  der  Parameter  ß^  oder 
gleichwerthig  durch  die  Aendemngen  da^  derParameter  a^j^  cha- 
rakterisirt  wird.  Sobald  man  im  Stande  ist,  für  ein  gegebenes 
Leitersystem  den  AVerth  von  iA  zu  berechnen,  welcher  einer 
bestimmten  virtuellen  Configurationsänderung  entspricht,  kennt 
man  aber  auch  die  Kräfte,  welcjie  eben  diese  Aenderung 
hervorzubringen  suchen.  Ueber  die  Anwendung  des  einen 
oder  anderen  Ausdruckes  für  ö^  entscheidet  nur  der  rechneri- 
sche Vortheil. 

Eine  andere  Darstellung  der  Ki'äfte,  welche  auf  die  Leiter 
wirken,  werden  wir  später  kennen  lernen.  Wir  werden  finden, 
dass  sie   sich   zusammensetzen  lassen  aus  Elementarki'äften, 
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welche  an  den  einzelnen  Oberflächenelementen  dS  der  Leiter 

angreifen,  normal  nach  aussen  gerichtet  sind,  und  die  Grösse 

haben 

ieE^'dS. 

§  9.   Eigenschaften  der  Coefficienten. 

Die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass 
jedes  specielle  Feld  der  gegenwärtig  von  uns  betrachteten 
Art  völlig  durch  die  Werthe  der  a  und  ß  charakterisirt  wird. 
Wir  wollen  jetzt  einige  allgemeine  Eigenschaften  dieser  Coef- 
ficienten ableiten.  Wir  wollen  das  thun  mit  Hülfe  des  Begriffs 
der  li-aftlinien.  Die  Vertheilung  der  Kraftlinien  ist  entwickelt 
als  Folgerung  aus  den  Gleichungen  (A)  (C)  (D) ;  was  aus  dieser 
Vertheilung  folgt,  ist  ebenso  streng  bewiesen,  wie  eine  rein 
rechnerische  Deduction  aus  jenen  Gleichungen. 

In  unserem  jetzigen  Fall  kommen  Endpunkte  von  Kraft- 
linien im  Dielektricum  nicht  vor.   Indem  w'ir  in  der  positiven 
Kichtung   der  Kraftlinie    fortschreiten, 
gelangen   wir  zu  immer  kleineren  Po- 
tentialwerthen;    keine    Kraftlinie    kann 
folglich    zwei    Punkte     des    gleichen       /    (     j     \        ^^ 
Leiters  verbinden,  keine  in  einen  Leiter      (     ^g.     /       (     j 


eindringen.    Jede  Kraftlinie  spannt  sich       l  J         i 

also  entweder  zwischen  den  Oberflächen       ^     ^^^  ^ 

zweier  Leiter  aus,  oder  sie  verbindet 
einen  Leiter  mit  der  Grenze  des  Feldes, 
(die  auch  unendlich  fern  liegen  kann). 

Am  Ursprung  (der  Mündung)  jeder  Kraftlinie  befindet  sich 
eine  positive  (negative)  Elektricitätseinheit.  Auf  einem  nicht 
geladenen  Leiter  enden  im  allgemeinen  auch  Kraftlinien;  aber 
es  entspringen  dort  nothwendig  ebensoviele,  wie  dort  münden. 
Möge  zunächst  der  Leiter  La  gewisse  Leiter  Li  um- 
hüllen, während  er  andere  Leiter  La  ausschliesst.  (Vgl. 
Fig.  9.)     Wenn  dann  alle  e^.  =  0  sind,   so  existirt  innerhalb 

L^  kein  Feld,  es  sind  also  alle  Y^  =  F^,  welches  auch  die  Werthe 
von  «^  und  der  c^  sein  mögen.    Das  heisst  nach  (32):   es  ist 

unter  diesen  Verhältnissen 

ßih  ^^  ßhh  und  ßia  =  ßha. 
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In  Worten:  Die  Potentialcoefficienten  leitend  umhüUter 
Leiter  bezüglich  aller  äusseren  Leiter  (und  auch  bezüglich 
der  Hülle  selbst)  sind  den  entsprechenden  Potentialcoefficien- 
ten der  Hülle  gleich.  — 

Umgekehrt:  Wenn  die  sämmtlichen  Potentiale  Vi=  Vh 
sind,  so  können  innerhalb  Lh  keine  Kraftlinien  verlaufen,  da 
sie  nicht  Punkte  gleichen  Potentials  verbinden  können.  Es 
ist  also  jedes  e^  =  0,  wenn    Vh  und  alle   Vi  gleichzeitig  =  0 

sind,  welches  auch  die  Werthe  der  Va  sein  mögen.   Oder  nach 
(33):  a^  =  0.   In  Worten:  Der  wechselseitige  Inductionscoef- 

ficient  von  zwei  Leitern,  welche  durch  einen  dritten  getrennt 
sind,  ist  stets  =  0. 

In  dem  soeben  betrachteten  Fall  zerfiel  unser  Feld  in 
mehrere  getrennte  Räume.  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir 
von  jetzt  an  voraus,  dass  keiner  der  n  Leiter  einen  anderen 
umschliesst,  dass  wir  es  also  mit  einem  einzigen  zusammen- 
hängenden Felde  zu  thun  haben.  Dieses  kann  sich  in's 
unendliche  erstrecken,  oder  an  einer  leitenden  Hülle 
endigen. 

Es  möge  nun  der  Leiter  Lr  das  Potential  Fr  =  1,  alle 
übrigen  das  Potential  Null  (d.  h.,  gemäss  der  Definition,  das 
gleiche  Potential  wie  die  äussere  Grenze  des  Feldes)  haben. 
Dann  können  auf  Lr  nur  Kraftlinien  entspringen,  keine 
münden.  Denn  an  allen  Stellen,  wo  sich  der  zweite  End- 
punkt befinden  kann,  ist  das  Potential  kleiner  als  Vr.  Diese 
Kraftlinien  münden  zum  Theil  auf  den  übrigen  Leitern,  zum 
Theil  in  der  Grenze.  Zwischen  den  übrigen  Leitern,  oder 
zwischen  einem  von  ihnen  und  einem  Punkt  der  Grenze  kann 
sich  keine  Kraftlinie  ausspannen;  denn  alle  diese  Stellen 
haben  das  gleiche  Potential.  Das  heisst :  wenn  Fr  =  1 ,  und 
alle  übrigen  (Fa)  =  0,  so  ist  er  positiv,  alle  ea  sind  negativ 
und  er  >  —  2ea* 

Das  giebt  nach  (33)  den  folgenden  Satz  für  die  Coeffi- 
cienten  a: 

1)  Es  ist  allgemein  «rr  >  0,  ar»  <  0  und  orr  '>  —  Sora. 

Es  sei  femer  dem  Leiter  Lr  die  Elektricitätsmenge  er  =  1 
mitgetheilt,  jedem  der  übrigen  die  Menge  Null.  Ein  beliebiger 
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dieser  Leiter  heisse  La.  Die  Potentiale  aller  derjenigen  Orte, 
wo  Ki'aftlinien  endigen,  sind 

Vr,  die   Va,  0. 

Von  diesen  kann  kein  W  grösser  (oder  kleiner)  sein,  als 
alle  übrigen  Grössen  der  Reihe.  Denn  dann  könnten  auf  La 
Ki'aftlinien  lediglich  entspringen  (münden),  aber  nicht  münden 
(entspringen);  dann  wäre  also  ea  positiv  (negativ),  währendes 
Nidl  sein  soll.  Es  kann  ferner  Vr  nicht  die  kleinste  der  obigen 
Grössen  sein;  denn  dann  wäre  er  negativ,  während  es  positiv 
sein  soll.  Die  Reihenfolge  kann  also  nur  sein,  vom  grössten 
Werth  angefangen: 

Vr,  die  Vay  0. 

Es  folgt  somit  nach  (32)  für  die  Coefficienten  ß: 

2)  Jedes  ß  ist  positiv  und  es  ist  stets  ßrr  >  ßar> 

Es  besitze  ein  Leiter  die  Elektricitätsmenge  c^ ,  alle 
übrigen  Leiter  die  Menge  Null.    Die  Energie  ist  dann 

Nun  denke  man  sich  die  Materie  in  einem  beliebigen 
Raum  r  leitend  gemacht,  ohne  dass  jedoch  diesem  neuen 
Leiter  Elektricität  mitgetheilt  würde.  Die  Energie  hat  auch 
jetzt  die  Form: 

Dadurch,  dass  der  Raum  r  leitend  gemacht  wurde,  ist 
dem  System  eine  neue  Bedingung  auferlegt,  nämlich,  dass 
E^=  Q  sei  in  r.  War  das  bereits  der  Fall ,  solange  r  nicht 
leitend  war,  so  sind  auch  unter  den  neuen  Verhältnissen  alle 
Bedingungen  für  das  elektrostatische  Feld  erfüllt;  das  Feld 
bleibt  also  unverändert  und  folglich  ist  auch  IfV  =»  We.  War 
in  r  nicht  durchweg  ^=0,  so  stellt  sich  ein  neuer  Gleich- 
gewichtszustand her  durch  einen  Strömungsvorgang.  Bei 
diesem  wird  Wärme  entwickelt  und  um  den  Arbeitswerth 
dieser  AVärme  vermindert  sich  die  Energie.    Allgemein  also  ist 

Tr/  ^  We  und  folglich  ft',  ^  /9, , .  —  Also : 

3)  Wenn  ein  neuer  Leiter  in  das  Feld  eingeführt  wird, 
so  vermindern  sich  für  alle  vorhandenen  Leiter  die  Potential- 
coefficienten  vom  Typus  ßa,   Sie  bleiben  constant  nur  dann, 
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wenn   der  neue  Leiter  einen  Raum  einnimmt,   in  dem  kein 
Feld  vorhanden  war. 

Der  Satz  3)  gilt  a  fortiori,  wenn  der  neue  Leiter  mit 
einem  der  vorhandenen  leitend  verbunden  wird.    Also 

4)  Alle  ßii  vermindern  sich,  wenn  ein  Leiter  Lk  vergrössert 
wird.  Unter  Vergrösserung  ist  aber  gemäss  dem  zweiten  Theil 
des  Satzes  3)  nur  ein  Zuwachs  in  das  Feld  hinein  zu  ver- 
stehen. Die  ßii  ändern  sich  nicht,  wenn  ein  Hohlraum  von 
Lk,  in  dem  sich  keine  anderen  geladenen  Leiter  befinden,  ganz 
oder  theilweise  leitend  ausgefüllt  wird. 

Die  Abnahme  von  ßu  lässt  sich  in  einem  besonderen  Fall 
in  anschaulicher  Form  darstellen: 

Der  Satz  gilt  speciell  auch  für  i  =  k.  Li  allein  habe  eine 
von  Null  verschiedene  Elektricitätsmenge  ei.  Dann  befinden 
sich,  wie  unter  2)  gezeigt,  die  Extremwerthe  des  Potentials 
einerseits  auf  Li,  andererseits  an  den  Grenzen  des  Feldes. 
Alle  Aequipotentialflächen  umhüllen  Li.  Mari  greife  eine  be- 
liebige derselben,  S,  heraus,  welche  das  Feld  in  den  inneren 
und  äusseren  Raum,  n  und  Ta,  zerlegen  möge.  Vergrössert 
man,  bei  unverändertem  e»,  Li  bis  zu  S,  so  bleibt  das  Feld  in 
Ta  unverändert,  in  n  wird  es  Null.  Dieses  neue  Feld  nämlich 
genügt  allen  Bedingungen,  da  es  von  S  aus:  et  Kraftlinien 
normal  nach  aussen  sendet,  innerhalb  S  Null  ist,  und  ausser- 
halb dieselben  Bedingungen  befriedigen  muss  und  befriedigt, 
wie  das  frühere  Feld.    Die  Energie  war: 

ißuei^  =  i  I  sK^dx .     Sie  ist  jetzt  nur  noch 

^i  +  ^a 


ißiW^ifi 


sE^dx. 


a 


Es  umfasse  nun  das  Feld  den  ganzen  unendlichen  Raum. 
Zieht  man  dann  von  einem  Punkt  p  innerhalb  des  ursprüng- 
lich von  Li  eingenommenen  Raimies  radii  vectores  r,  nennt  E 
den  kleinsten  Werth  von  r  an  S,  und  [eE'^'\  den  mittleren 
der  Werthe,  welche  bE'^  in  dem  ursprünglichen  Felde  auf  der 

Kugelfläche  vom  Radius  r  besass,  so  ist  \  \  \bE'^  Ajtr^dr  die 


r 
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Energie  des  Raumes  ausserhalb  der  Kugel  vom  Radius  i?, 
I  ßii  ei^  aber  die  Energie  ausserhalb  S^  —  und  folglieh,  da  die 
Kugel  ganz  innerhalb  &  liegt: 

[eJ5?2]4jrr2rfr. 

R 

Nimmt  nun  R  unbegrenzt  zu,  so  wird  im  Integrations- 
gebiet E=0   wie  -3,  und  folglich  das  Integral  =0  wie  ^• 

Das  gleiche  gilt  für  ßa' . 

Wählt  man  als  neue  Oberfläche  des  Leiters  eine  be- 
liebige Fläche  Sy,  welche  S  umschliesst,  so  wird  ßa  weiter 
verkleinert. 

Also  folgt: 

5)  Wenn  alle  linearen  Dimensionen  eines  Leiters  L»  un- 
begrenzt wachsen,  so  wird  der  Coefficient  ßu  verschwindend 
klein  von  der  Ordnung  des  Reciproken  dieser  Dimensionen. 
Das  gleiche  gilt  dann  nach  2)  von  den  Coefficienten  ßik. 

Nun  ist 

^»  =  Äi«i  +  Äa^2  +  •  •  • 
Also  wird  das  Potential  eines  unendlich  grossen  Leiters 
durch  endliche  Elektricitätsmengen  nur  unendlich  wenig  ge- 
ändert. 

Es  ist  femer 

^k  =  ßki^i  +  ßkih  +  •  •  • 

Also  wird  das  Potential  eines  beliebigen  Leiters  nur  un- 
endlich wenig  geändert,  wenn  einem  unendlich  grossen  Leiter 
endliche  Elektricitätsmengen  zugeführt  werden. 

Unendlich  gross  ist  gegenüber  den  Dimensionen  unserer 
Versuchskörper  die  Erde.  Es  wird  daher  erstens  ihr  Potential 
durch  unsere  Versuche  nicht  geändert,  —  und  zweitens  sind 
die  Elektricitätsmengen,  die  wir  der  Erde  zuführen,  für  unsere 
Wahrnehmung  verschwunden.  Von  beiden  Eigenschaften  macht 
man  Gebrauch,  wenn  man  einen  Körper  leitend  mit  der  Erde 
verbindet. 

Man  denke  sich  die  Dimensionen  aller  Körper  des  Feldes, 
der  Leiter  und  der  Dielektrica,  in  der  Weise  vergrössert,  dass 

Cohn.  elektromagn.  Feld.  5 
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sie  sich  geometrisch  ähnlich  bleiben.  Dabei  mögen  die  Po- 
tentiale der  Leiter  V^  .  .  Vn  unverändert  bleiben.  Durch  diese 
ist  das  Feld  in  beiden  Fällen  bestimmt,  und  zwai*  ofiFenbar 
so,  dass  allgemein  ^  in  entsprechenden  Punkten  der  beiden 
B.äume  gleiche  Werthe  hat.  Die  Elektricitätsmenge  e  eines 
Leiters  ist 


/ 


e  1%  ^S. 


y^r  ändert  sich  umgekehrt  proportional  dem  Verhältniss  q 

der  linearen  Dimensionen,   dS  wie   q'^,   also   e  wie   q.     Aus 
(32)  und  (33)  folgt  also: 

6)  Die  Coefficienten  a  ändern  sich  im  directen,  die  Coeffi- 
cienten  ^im  umgekehrten  Verhältniss  der  linearen  Abmessungen, 
wenn  das  ganze  Feld  in  gleichförmigem  Massstabe  ver- 
grössert  wird. 

7)  Es  mögen  die  Leiter  Li  und  Z/2  einander  sehr  nahe 
sein,  und  sehr  entfernt  von  den  übrigen  Leitern.  Es  möge 
femer  der  Leiter  L,  das  Potential  1  haben,  alle  übrigen  Leiter 
das  Potential  0;  dann  münden  nahezu  alle  Kraftlinien,  welche 
von  Z/j  ausgehen,  auf  L^ ;  d.  h.  es  ist  nahezu  e^  =  —  ^i  •  ^^^ 
ergiebt  aber  nach  (33): 

aj2  =  —  «11  •    Ebenso  folgt: 

und  daher  bei  beliebigen  Potentialwerthen  nahezu: 

^1  -^iiiVi-V^)  =-^2.  (38) 

Eine  solche  Anordnung  von  zwei  Leitern  heisst  ein  „Con- 
densator'',  und  der  gemeinsame  Werth  der  drei  Coefficienten 
«11  >  — «i2>  «22  ^i®  „elektrostatische  Capacität"  des  Con- 
densators.  Dieselbe  ist  nach  (38)  numerisch  gleich  der  Elektri- 
citätsmenge, welche  einer  der  beiden  Leiter  besitzt,  wenn  sein 
Potential  um  die  Einheit  grösser  ist,  als  das  Potential  des 
anderen  Leiters. 

Dies. ist  nach  dem  obigen  im  allgemeinen  keine  scharfe 
Definition.    Es  ist  aber  strenge 

^,  -  an  O'i  -  Vj) ,  (39) 


I 
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Avenn  Lj  (und  kein  anderer  Leiter)  von  Lj  umhüllt  wird. 
In  diesem  Fall  soll  der  Condensator  ein  „geschlossener" 
und  «,,   seine  Capacität  heissen. 

Es  sei  das  Dielektricum  des  ganzen  vollständigen  Feldes 
homogen,  also  e  nicht  abhängig  von  den  Coordinaten.  Dann 
genügt  das  Potential,  da  Elektricität  sich  nur  auf  den  Leitern 
befinden  soll,  nach  (8a)  im  ganzen  Dielektricimi  der  Gleichung 

und  durch  diese  Bedingung  und  die  Werthe  q)  =  V^  .  .  F«  an 
den  Leiteroberflächen  ist  es  vollständig  bestimmt.  Wenn 
also  die  V  constant  gehalten  werden,  so  ändert  sich  q)  nicht 
mit  6,  und  die  e  ändern  sich  folglich  proportional  mit  t. 
Das  heisst: 

8)  Die  a  sind  proportional  e,  die  ß  umgekehrt  propor- 
tional 8,  sofern  e  im  ganzen  Felde  den  gleichen  Werth  hat. 

Insbesondere  ergiebt  sich: 

r  a)  Die  Capacität  eines  Condensators  ist  proportional  der 

Dielektricitätsconstante  seines  Isolators.  Dies  gilt  für  einen 
geschlossenen  Condensator,  den  der  homogene  Isolator  voll- 
ständig ausfüllt,  in  Strenge,  —  und  im  allgemeinen  Fall  mit 
um  so  grösserer  Annäherung,  je  grösser  der  Bruchtheil  der 
Kraftlinien  ist,  welche  in  dem  fraglichen  Isolator  verlaufen. 

Die  Werthe  der  a  und  ß  bestimmen  femer  den  Werth  der 
Energie.  Aus  (37')  und  (37")  folgt  im  Falle  eines  homogenen 
Isolators: 

b)  die  mechanischen  Kräfte  zwischen  den  Leitern  sind 
bei  gegebenen  Elektricitätsmengen  der  Dielektricitätsconstante 
umgekehrt  proportional;  und 

c)  sie  sind  bei  gegebenen  Potentialwei-then  der  Dielektri- 
I               citätsconstante  direct  proportional. 

Der  Satz  a)  enthält  die  Thatsache,  an  welcher  Faraday 
den  specifischen  Einfluss  verschiedener  Isolatoren  erkannt 
hat;  —  der  Satz  b)  die  Form,  in  welcher  wir  denselben  zuerst 
in  unsere  Betrachtungen  eingeführt  haben. 

Die  Sätze   a)  und  c)   haben  Messungsmethoden  für   die 
^  Verhältnisse  von  Dielektricitätsconstanten  geliefert  (s.  im  fol- 

genden §). 
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§  10.   Beispiele.  —  Massmethoden. 

Wir  wollen  nun  für  einige  einfache  und  praktisch  wichtige 
Fälle  das  Feld  zwischen  geladenen  Leitern,  d.  h.  im  w^esent- 
lichen  die  Coefticienten  a  und  j9,  bestimmen. 

Die  Aufgabe,  welche  zu  lösen  ist,  lässt  sich  allgemein  so 
formuliren:   E  berechnet  sich  gemäss 

(a)  *^'=--ö!' 

wo  (p  folgenden  Bedingungen  genügen  muss: 

(b)  im  Dielektricum  ist  (p  stetig  und  im  allgemeinen 


Oä)  +  40Ö  +  .U^t)  =  0; 


(also  im   homogenen  Dielektricum:   A<3P  =  0);    wo   6   sich 
unstetig  ändert,  ist 

(c)  an  jeder  Leiteroberfläche:  (p  =  const.  (Dieser  con- 
stante  Werth  gilt  dann  auch  für  das  Innere  des  Leiters.) 
Desgleichen  für  alle  unendlich  fernen  Punkte :  rp  ^  const. 

(d)  an  jeder  Leiteroberfläche  &,  —  mit  Ausschluss  der 
äusseren  Begrenzung  des  Feldes,  falls  ein  geschlossenes  Feld 
vorliegt  — 

£  \l  dS.  =  e,  , 

WO  die  ci  willkürlich  gegebene  Grössen. 

1)  Die  Leiteroherflächen  seien  zwei  concentrische  Kugel- 
flächen 6\  und  ^2  mit  den  Radien  r^  und  ^2  >  ^i  >  ^^^  ^^' 
tentialen  T,  und  f^j.  /S,  habe  die  (positive)  Elektricitäts- 
menge  e  (auf  *S2  befindet  sich  dann:  — e).  Der  Zwischenraum 
r  sei  von  einem  homogenen  Dielektricum  erfüllt.  —  Das 
Potential  <p  kann  aus  Symmetriegründen  nur  Function  des 
Abstandes  r  vom  Mittelpunkt  sein.  Eine  rein  rechnerische 
Behandlung  der  Aufgabe  würde  daher  damit  beginnen,  die 
Gleichung  A  (jp  =  0  in  Polarcoordinaten  auszudrücken.  Wir 
benutzen    statt    dessen    die    geometrische  Bedeutung  der 


-/ 
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Gleichung:  von  keinem  Element  des  Dielektricums  clivergiren 
Kraftlinien.  Unsere  Kraftlinien  sind  radial  nach  aussen  ge- 
richtet und  über  jede  einzelne  der  zu  /S\  concentrischen  Kugel- 
fliichen  S  mit  gleichförmiger  Dichte  vertheilt.   Also  treten  aus 

»S' heraus:  3  --=  —  e  ^^  4jr/*^  Kraftlinien,  und  3  ist  unabhängig 

von  r.  Das  ist  der  Inhalt  von  (b)  und  (c);  nach  (d)  aber  ist 
dieser  constante  Werth  gleich  e. 

Daraus  folgt 

E  =  Er=  —  v^,  wo  öp  =  7-^ h  const.: 

da  dieses  g)  auch  den  allgemeinen  Bedingungen  genügt,  ist  es 
die  gesuchte  Function. 

Es  folgt 

^  ^         4718    \ri        riJ 

und  die  Capacität  des  geschlossenen  Condensators: 

Wird  r^  =  oc,  so  geht  dieser  Werth  über  in:  4  jri-rj,  welchen 
man  als  „Capacität  der  Kugel  vom  Badius  r/*  bezeichnet. 
AV^ir   dürfen  unsere  Lösung   auf  diesen  Fall  anwenden,   weil 

sie  für  r  =  oo  ergiebt:  (p  —  const.  ==  0  wie  -,  wie  es  gefor- 
dert ist.  Der  Fall  ist  nui*  eine  mathematische  Abstraction: 
bei  Laboratoriumsversuchen  münden  die  von  der  Kugel  aus- 
gehenden Kraftlinien  spätestens  auf  den,  als  leitend  zu  be- 
trachtenden, Zimmerwänden.  Die  obigen  Formeln  aber  lehren, 
dass  wir  von  der  Existenz  der  leitenden  Hülle  absehen  dürfen, 

sofern  nur  — ^      der  Einheit  genügend  nahe  kommt. 

2)  S^  und  &i  seien  zwei  coaxiale  unendlich  lange  Cylin- 
derflächen  von  den  Radien  r,  und  r^  >  r^ ;  die  Elektricitäts- 
uieuge  auf  der  Länge  /  von  S^  heisse  e  und  sei  positiv;  e 
sei  constant  im  Zwischenraum  r.  (p  ist  dann  nur  Function 
des  normalenAbstandes  r  von  der  Oylinderaxe,  also 

E=Er==  —  ^  nur  Function  von  r; 
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durch  jede  beliebige,  S^  umhüllende  Cylindei-Öäche  S  von  be- 
liebiger Basis  und  von  der  Länge  l  tritt  —  und  dies  ist  der 
volle  Inhalt  der  Gleichungen  unter  (b)  und  (d)  —  eine  Anzahl 
Kraftlinien  =  e.     Dies   giebt  insbesondere   für    einen   zu  5, 
coaxialen  Kreiscylinder: 

or  ör 

Also  9>  =  —  /  Lc  hr  +  const, 


l.27ie 


daraus 


^^-^^-irL-e'^^^)' 


und  die  Capacität  der  Länge  l  des  Condensators 

Für  r  =  oc  würde  unser  (p  unendlich  werden;  wir  müssen 
also  nothwendig  eine  Grenzfläche  S2  im  endlichen  annehmen. 
Mit  anderen  Worten:  die  Lage  der  zweiten  Grenzfläche  ist 
stets  wesentlich;  es  genügt  nicht,  —  wie  beim  Kugelconden- 
sator,  —  zu  wissen,  dass  sie  sehr  entfernt  ist.  —  Wir  bemerken 

nochmals:  in  unseremBraume,  in  welchem^= — j-2—lgr'\'Const.y 

ist  für  eine  Cylinderfläche  von  der  Höhe  l  und  von  beliebiger 

Basis:    1  sEjfdS  =  |^,  je  nachdem  die  Fläche  die  Axe  der  r 

einschliesst  oder  ausschliesst. 

Ln  allgemeinen  ist  die  Aufgabe,  für  eine  gegebene  Confi- 
guration  der  Leiter  und  Isolatoren  das  Feld  zu  finden,  nicht 
direct  lösbar.  Ein  Weg,  auf  welchem  man  Lösimgen  findet, 
ist  aber  dieser:  man  nimmt  ein  Feld  E  an,  welches  in  einem 
gewissen  Gebiet  den  allgemeinen  Bedingungen  und  der  Gleichung 
r  {sE)  =  0  genügt.  Von  diesem  Gebiet  grenzt  man  einen 
Baum  T  durch  eine  Anzahl  von  Aequipotentialftächen  S, 
(g)  =  v^),  S2  (q)=^  Fj)  etc.  ab.  Die  Flächen  5i,  5^^  . .  wählt  man 
als  Oberflächen  von  Leitera.  Ein  Feld,  welches  in  t  mit  E 
übereinstimmt,  innerhalb  der  Leiter  aber  Null  ist,  genügt  dann 
den  allgemeinen  Bedingungen   und   ertheilt   den  Leitern  die 

Potentiale    Vi  und   die  Elektricitätsmengen  a  =  j  sE^  dS^^ 
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Es  ist  folglich  —  nach  §  7,  b)  Zusatz  S.  44  —  das  Feld, 
welches  bei  der  gegebenen  Configuration  dui-ch  die  Vi  oder 
die  ei  bestimmt  ist. 

So  hätten  wir  ausgehen  können  von  den  Feldern 

1)  gp  =  — h  const.,  r^  =  x^  +  y^  +  x^ 

2)  9)  =  —  6lgr  +  const.,  r^  =  x^  +  y^y 

welche  beide  der  Gleichung  A  gp  =  0  genügen. 

In  1)  wäre  der  Punkt  r  =  0,  in  2)  die  Linie  r  =  0  und 
das  Gebiet  r  =  00  auszuschliessen  gewesen,  weil  dort  gp 
unendlich  wird.  Als  Leiteroberflächen  hätten  wir  in  1)  eine 
beliebige  Anzahl  concentrischer  Kugeln,  in  2)  eine  gerade 
Anzahl  coaxialer  Cylinder  nehmen  dürfen.  Die  oben  behan- 
delten Fälle  sind  jedesmal  unter  diesen  möglichen  die  ein- 
fachsten. 

3)  Um  weitere  Lösungen  zu  erhalten,  gehen  wir  von  der 
Lösung  9)  =  —  h\gr  aus.  Wir  superponiren  diesem  Felde  ein 
zweites  mit  dem  Potential:  +  6 lg/',  wo  r  den  Abstand  von 
einer  zweiten,  der  ersten  im  Abstand  2  a  parallelen  Axe  be- 
deutet; d.  h.  wir  betrachten  ein  Feld  mit  dem  Potential 

* 

Dieses  Potential  genügt  den  allgemeinen  Bedingungen 
nicht  in  den  beiden  Axen,  sonst  aber  im  ganzen  Räume,  auch 
im  unendlichen.    Denn,  wenn  wir  setzen 

r  =  r  -f-  d, 

so  ist  (f  numerisch  stets  ^  2  a;  wenn  aber  rüber  alle  Grenzen 
w^ächst,  so  wird 

lg  ;-=ig(i +-;!)=-'' 

d.  h.   unendlich  klein  von  der  Ordnung     ,  wie  es  sein  muss. 

Es  befriedigt  femer  im  ganzen  Kaume,  ausser  den  Axen, 
die  Gleichung  A  9)  =  0,  da  die  Potentiale  der  beiden  Theil- 
f eider  dies  thun. 

Eine  Fläche  constanten  Potentials  ist  gegeben  durch: 

r 

-  =  c  =  const. 
r 
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Nehmen  wir  als  ^-Axe  die  Mittelparallele  zu  den  beiden 
Axen  «1  und  «2»  ^^^  legen  die  ar-Axe  normal  zu  «,  und  aj,  x 
wachsend  von  a^  nach  «i  (vgl.  Fig.  10),  so  lautet  diese  Gleichung: 

(x  —  f)^  +  y'^  =  R^,  wo 

f  =  a  -s— ' — 
'  c2  —  1 


«■  -  ur,y  -  r 


2_a2 


Sie  ist  also  die  Gleichung  eines  zu  den  Axen  parallelen 
Elreiscylinders  vom  Kadius  R,  dessen  Axe  die  x-Axe  im 
Punkte  ic  =  /•  trifft. 


>X 


Fig.  10. 

Ist  c  ^  l,  80  umhüllt  die  Oylinderfläche   die  Axe  l     ' ; 

stets  trennt  sie  die  beiden  Axen  von  einander.    Wenn  e  von 

0  bis  1  wächst,  nimmt  f  von  —  a  bis  —  oo  ab;  wenn  c  von 

1  bis  (X)  wächst,  nimmt  f  von  +  ^^o  bis  +  a  ab. 

Zwei  beliebige  solcher  Cylinderflächen  Ax  und  Ä^  grenzen 
einen  Condensator  ab,  von  dessen  Belegungen  die  der  Axe  a, 
(bez.  «2)  zugewandte  die  Elektricitätsmenge  2jtS'b  (bez.  —  2jtB'b) 
auf  der  Längeneinheit  besitzt  (s.  S.  70  und  71).  Unterscheiden 
wir  die  auf  die  beiden  Flächen  bezüglichen  Grössen  durch 
die  Indices  1  und  2,  so  ist 

F,  =  fe  IgCp  V2  =  blgC2  und  C|  >  ^2 
und  folglich  die  Capacität  der  Längeneinheit: 
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Liegen  nun  die  beiden  parallelen,  aber  nicht  coaxialen 
Cylinder  Ay  und  A2  als  gegeben  vor,  so  sind  bekannt  ihre 
Radien  i2,  und  JR2  und  der  Abstand  ihrer  Axen  d, 

A)  Umhüllen  sie  sich,  so  ist,  (s.  Fig.  11),  für  beide  c  <C  1, 
oder  für  beide  c  >  1,  also  /"+  a  für  beide  von  gleichem  Vor- 
zeichen; zugleich  ist  /J  <C/2>  ^^^^  ^  =  /2  — A- 

B)  Schliessen  sie  sich  aus,  so  ist  Cj  >  1 ,  c.2  <  1  >  /i  +  « 
positiv,  f2  +  ct  negativ  und  d  =  f^  —  f2. 


cc. 


^>c^>c^ 


9 '£ 


C^>4>C^ 


C    >CM 


Aus  den  Werthen  für  f  und  R  folgt : 
c^  =  y—jf^j  >  ö  positiv,  folglich 

Weiter 

liöst  man  diese  drei  Gleichungen  nach  den  Unbekannten 
fi9  fi9  ^  auf  und  setzt  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  kommt: 

c,  ^       J?2    Ri^  —  B^i -\- d^  :f.  2  da  ] 

wo  (2rfa)2  =  (Ä^  2  ^  22^ 2  _  ^2)2  _  4i2^  2  72^2  J 

und  die  ^j^^gj.^jj^  }  Vorzeichen  im  Falle  |  -^    gelten. 
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So  wird  ^1 L    stets  positiv  und  grösser  als  Eins,  und  da- 

her  nach  (42)  /  reell  und  positiv. 

Ist  im  Falle  B)  7?i  ==  jfZj  =  Ä,  so  wird 

ist  dann  femer  noch  R  sehr  klein  gegen  d,  so  kommt 


C2 

rf2 

7  — 

ne 

(44) 

Unsere  Gleichungen  unter  2)  und  3)  gelten  nur  für  unend- 
lich lange  Cy linder:  d.  h.  sie  geben  für  zwei  Cylinder,  deren 
Längen  sehr  gross  sind  gegen  ihre  Radien  und  gegen  den 
Abstand  ihrer  Axen,  das  Feld  richtig  in  den  Gebieten,  die 
von  den  Enden  sehr  weit  entfernt  sind.  /  ist  demnach 
die  Vermehrung,  welche  die  Capacität  eines  solchen  Systems 
erfährt,  wenn  die  Länge  der  einander  gegenüberstehenden 
Cylinderfiächen  um  die  Einheit  wächst. 

4)  Ein  weiteres  Beispiel:  ein  Condensator  sei  begrenzt 
durch  zwei  unendlich  ausgedehnte  ebene  parallele  Platten  mit 
den  Potentialen  Va,  Vb,  den  Dichten  ö«,  Ob.  Zwischen  ihnen 
befinde  sich  eine  Eeihe  von  Isolatoren  in  planparallelen 
Schichten  von  den  Dicken  h^^  h^  .  ,  und  den  Constanten  e^ , 
62  .  .  Das  Feld  ist  dann  überall  normal  zu  den  Platten  ge- 
richtet (etwa  von  der  ersten  zur  zweiten),  und  seine  Grösse 
kann  nur  mit  dem  Abstand  von  den  Platten  variiren.  Die 
Gleichung  (A)  liefert  demnach  die  Bedingungen: 

in  hi\  E=  const.  =  Ei,  und 

Öa=  El  E^  =  £2  E2  ^^  '  '  =  EiEi  ^=  —  Ob' 

Ferner 

Va—Vb^hiEy  +h2E2  +  ..^UhiEi 

=  0a2.       =  —  Ob£-, 

folglich    befindet    sich    auf    der  Fläche  S   einer  Platte   die 
Elektricitätsmenge 

Fg-  Vb 


6  =  +  -t;X7-"*'^- 
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Bestehe  insbesondere  der  Isolator  aus  einer  mittleren 
Schicht  von  der  Constante  s  und  der  Dicke  Ä,  und  aus  zwei 
äusseren  Schichten  von  der  Constante  80  und  der  Gesammt- 
dicke  ho,  so  wird 

Ersetzt  man  auch  die  Mittelschicht  durch  das  Medium 
von  der  Constante  60,  wo  to  <C  ^  sein  mag,  so  bleibt  die  Ca- 
pacität  ungeändert,  wenn  man  zugleich  den  Plattenabstand 
um  eine  Grösse  x  vermindert,  derart  dass 

h-{-ho  —  X h    i    ho 

Co  ~  B    '^   So 

wird.    Daraus  folgt 

(45) 


Diese  Beziehung  hat  zur  Vergleichung  von  Dielektricitäts- 
constanten  gedient.  AVesentlich  ist  nach  dem  vorstehenden 
nicht,  wo  die  dielektrische  Platte  eingeschoben  wird,  —  wohl 
aber,  dass  ihre  Grenzflächen  den  Leiteroberflächen  parallel 
gestellt  werden. 

Für  einen   homogenen  Isolator,   von   der  Dicke   H,   ist 

JS  =  --  j^ — ,  und  die  Dichte 

ö  =  ±(Fa-n)|j.  (46) 

Zwei  solche  Condensatoren  haben  also  gleiche  Capacität 
der  Flächeneinheit,  wenn  die  Abstände  sich  verhalten,  wie 
die  Constanten  e.  Auch  diese  Beziehung  giebt  ein  Mittel  zur 
Vergleichung  der  e. 

Bei  einem  Plattencondensator  von  endlicher  Ausdehnung 
gelten  unsere  Werthe  der  0  nur  für  die  von  den  Rändern 
sehr  entfernten  Theile  der  Oberflächen.  Sie  gelten  noch  mit 
grosser  Annäherung,  wenn  man  einen  solchen  Theil  durch 
einen  feinen  Schnitt  von  dem  Rest  der  Platte  abtrennt,  aber 
für  leitende  Verbindung  beider  Theile  Sorge  trägt.  („Schutz- 
ring-Condensator.")  Hat  der  Ausschnitt  die  Grösse  S,  so  wirkt 
nacli  der  Bemerkung  am  Ende  des  §  8  auf  ihn  eine  Blraft 

f^i,(Y^-y^y.s,  (47) 
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welche  ihn  der  gegenüberstehenden  Platte  zu  nähern  sucht. 
—  Die  genaue  Lösung  für  diesen  Fall  und  ebenso  für  den 
Fall  zweier  kreisförmiger  Platten,  deren  Dicke  und  Abstand 
sehr  klein  ist  gegen  ihren  Radius,  hat  Kirchhoff  (Zur  Theorie 
des  Condensators,  Ges.  Abhdlgn.  S.  101)  gegeben. 

In  den  Gleichungen  dieses  und  der  beiden  vorigen  Para- 
graphen sind  die  Grundlagen  für  die  elektrostatischen  Mass- 
methoden  enthalten. 

Hier  soll  zunächst  zusammengestellt  werden,  welche  elek- 
trostatischen Grössen  in  absolutem  mechanischem  Mass 
messbar  sind.  Die  einzige  Beziehung,  welche  die  Elektro- 
statik mit  der  Mechanik  verknüpft,  ist  in  der  Energie-Gleichung 
enthalten: 


(B)  W,  =  ij 


sE^dr. 


(A) 


Sie  lehrt,  da  We  eine  Energie,  also  von  den  Dimensionen 
einer  mechanischen  Arbeit  [M^L^T"'^],  und  dr  ein  Volumen 
[L»]  ist, 

Die  Verbindung  mit 

bezw.  mit 

(C)  ^;  =  _  ^  ergiebt: 

[-^J]  =  [eE^L^]  =  M^L^T-^  und 
Oder 

[7?]  =^^''^''-^-^ 

Diesen  Hauptgleichungen  schliessen  sich  für  Systeme  von 
Leitern  die  folgenden  an  (aus  (32)  und  (33)): 


§10.] 


Absolutes,  QaadranirElektromet«r. 


77 


Die  auf  der  linken  Seite  dieser  Dimensionsgleichungen 
stehenden  Combinationen  elektrischer  Grössen,  —  aber  keine 
einzelne  elektrische  Grösse,  —  können  mechanisch  gemessen 
werden.  —  Im  sog.  „absoluten  elektrischen  Masssystem"  (s. 
§  1)  ist  jedes  e  eine  reine  Zahl,  und  sind  folglich  Ej  e,  ^y 
ßy  a  von  den  Dimensionen,  welche  oben  für  ihre  Combinationen 
mit  Potenzen  von  s  gefunden  sind.  — 

Das  Instrument,  mit  welchem  mechanische  Ea'äfte  elek- 
trischen Ursprungs  gemessen  werden,  ist  das  Elektrometer. 

Das  „absolute  Elektrometer"  William  Thomson's 
beruht  auf  der  S.  75  besprochenen  Anordnung  des  Schutz- 
ringes.  Das  Dielektricum  ist  Luft  (Constante  f  J.   Die  Kraft  f 

kann  durch  ein  Gewicht  compensirt  und  somit  in  absolutem 
mechanischem  Mass  ausgedrückt  werden.  Ist  noch  die 
Fläche  aS'  und  die  Länge  H  gemessen,  so  erhält  man  aus  (47) 
So(Va —  r*)2  in  mechanischem  Mass,  also  auch  (mittels 
4^f„  =  l),  Va — Fi,  in  „absolutem  elektrischem  Mass"  aus- 
gedrückt. Va  —  Vb  ist  aber  zugleich 
die  Potentialdifferenz  irgend  welcher 
zwei  Leiter,  welche  mit  den  Platten 
des  Elektrometers  in  Berührung  sind. 
Ein  weitaus  empfindlicheres  In- 
strument, als  das  „absolute",  ist  das 
„Quadrantelektrometer".  Man 
denke  sich  (s.  Fig.  12)  eine  flache, 
cylindrische,  metallische  Büchse  durch 
zwei  zu  einander  senkrechte  Axen- 
schnitte  in  vier  Quadranten  zerlegt. 

Je  zwei  diagonal  stehende  Quadranten  sind  metallisch  mit 
einander  verbunden  und  folglich  auf  gleichem  Potential  (^1 
resp.  B).  In  der  Büchse  schwebt  horizontal  die  metallische 
„Nadel"  O  (Potential  C),  so  aufgehängt,  dass  sie  sich  um  die 
verticale  Cylinderaxe  drehen  kann.  In  der  Ruhelage  bilden 
die  Schlitze  zwischen  den  Quadranten  Symmetrieebenen  der 


Fig.  12. 
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Nadel.  Das  ganze  befindet  sich  in  einer  metallischen  Hülle 
(deren  Potential  wir  =  0  setzen).  —  Die  Elektricitätsmengen 
der  drei  eingeschlossenen  Leiter  mögen  Ca,  et,  Cc  heissen.  Dann 
können  wir  nach  (33)  setzen: 

Ca  =  gab  (Ä  —  J5)   +  Qao  {Ä  —  C)  +  Qa  A 

eb^gbaiB—A)  +q    (B-C)  +  gbB 

Cc  =  qca(C—A)  +  qcb  (C—B)  +  geC 

wo  allgemein  nach  (35)  gik  ==  gki,  und  nach  dem  Satz  1)  des 
§  9  (S.  62)  alle  g  positiv  sind. 

Die  Energie  wird  nach  (36): 

(  qatiA--  By  +  qac{A-€f)^  +  gbc{B-  Cy  \ 

'~^\        +gaA^  +  gbB^  +  goG^  f 

Wir  fragen  nach  dem  Drehungsmoment  ö,  mit  w^elchem 
die  elektrischen  Kräfte  die  Nadel  aus  einer  gegebenen  Lage 
in  die  Quadranten  B  hineinzuführen  suchen.  Bei  einer  un- 
endlich kleinen  Drehung  dO^  in  diesem  Sinne  werde  die  Arbeit 
iA  geleistet,  dann  ist 

iA  =  e-d». 


^A  erhalten  wir  nach  (36  )  und  (37  ),  indem  wir  im  Aus- 
druck von  Ife  die  A,  Bj  C  als  Constanten  behandeln  nnidWe 
bilden.    Also 

Bisher  sind  nur  die  allgemeinen  Eigenschaften  eines  ge- 
schlossenen Feldes  benutzt.  Die  weiteren  Schlüsse  sind  be- 
dingt durch  die  gemachten  und  noch  zu  machenden  Annahmen 
über  Bau  und  Verwendungsweise  des  Instmments.  Man  denke 
den  Raum  in  radiale  Streifen,  entsprechend  Winkeln  rf^,  zer- 
legt; dann  ist  in  der  Mitte  der  sich  gegenüberstehenden 
Flächen  von  A  und  C,  und  ebenso  von  B  und  C7,  die 
Elektricitätsvertheilung  bezüglich  d-  gleichförmig.  An  den 
Rändern  ist  die  Vertheilung  nicht  gleichförmig.  Aber  sie 
bleibt  bei  einer  Drehung  der  Nadel  ungeändert,  so  lange 
keine  Kraftlinien  zwischen  den  radialen  Rändern  von  G  einer- 
seits und  den  radialen  Rändern  von  A  oder  B  andererseits 
verlaufen.  Das  gut,  so  lange  der  Abstand  der  radialen  Ränder 


§  10.]  Messung  von  Potentialen.  79 

von  Nadel  und  Quadranten  sehr  gross  bleibt  gegenüber  den 
sonst  in  Betracht  kommenden  Dimensionen,  der  Höhe  der 
Büchse  und  der  Breite  der  Schlitze.  Es  soll  vorausgesetzt 
werden,  dass  das  Instrument  so  gebaut  sei  und  nur  für  solche 
Stellungen  der  Nadel  benutzt  werde,  dass  dieser  Forderung 
Genüge  geschieht.  Dann  vermehrt  sich  bei  einer  Drehung 
um  dd-  die  Zahl  der  Kraftlinien,  die  zwischen  B  und  C  aus- 
gespannt sind,  —  und  vermindert  sich  zugleich  die  Zahl  der- 
jenigen, die  zwischen  A  und  G  verlaufen,  —  je  um  einen  mit 
dß-  proportionalen  Betrag.    Es  ist  also 

und 

wo  k  und  k'  positive  Constanten  bedeuten. 

Aus  der  Form  und  gegenseitigen  Lage  von  A,  B,  C  folgt 
weiter 

k  =  Je. 

Unter  unserer  Voraussetzung  ist  ferner  klar,  dass  die 
zwischen  Quadranten  und  Nadel  einerseits  und  der^Hülle 
andererseits,  sowie  die  zwischen  den  beiden  Quadranten- 
paaren verlaufenden  Ki'aftlinien  bei  der  Drehung  keine  Ver- 
änderung erfahren.    Das  heisst 

gaf  qb,  Qcf  qab  sind  unabhängig  von  &. 

So  ergiebt  sich 

e=|   [{B-Cy-(A-C)^.  (48) 

Dieses  Drehungsmoment  ist  unabhängig  von  der  Stellung 
der  Nadel.  Es  ist  abhängig  nui*  von  den  Potentialdifferenzen 
zwischen  Nadel  und  Quadranten.  Es  ist  positiv,  wenn  B — C 
numerisch  grösser  ist,  als  A  —  C;  d.  h.  die  Nadel  wird  stets 
in  dasjenige  Quadrantenpaar  hineingezogen,  dessen  Potential 
von  dem  ihrigen  am  meisten  abweicht.  Macht  man,  dui'ch 
metallische  Verbindung,  A=  C,  so  w  ird  das  Drehungsmoment 
proportional  mit  dem  Quadrat  von  B  -C: 

ö  =  |(ß— (7)'^.  (4Sa) 
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Man  kann  Gleichung  48  auch  schreiben: 

Dieser  Ausdi-uck  führt  auf  eine  andere  Verwendung  des 
Instruments:  Sorgt  man  dafür,  dass  C — A  stets  sehr  gross 
bleibt  gegen  Ä — B,  so  kann  gesetzt  werden 

ö  =  Ä  (Ä—B)  (C—A) .  (48b) 

Hält  man  nun  eine  der  beiden  hier  auftretenden  Poten- 
tialdifferenzen constant,  so  wird  das  Drehungsmoment  direct 
proportional  der  andern. 

Das  Moment  kann  bei  der  einen,  wie  bei  der  andern 
Anordnung  compensirt  und  gemessen  werden,  z.  B.  durch 
Fadentorsion.  Die  ersterwähnte  Beobachtungsmethode  {A  =  G) 
hat  gegenüber  der  zweiten  den  Vorzug,  dass  sie  eine  Potential- 
differenz in  unveränderlichem  Mass  zu  messen  gestattet, 
ohne  dass  die  Constanz  einer  anderen  Potentialdifl'erenz  er- 
fordert wird,  —  aber  den  Nachtheil,  dass  sie  um  so  un- 
empfindlicher wird,  je  kleiner  die  zu  messende  Grösse  wird. 

Der  Factor  ä  in  0  ist  für  ein  gegebenes  Instrument  pro- 
portional mit  dem  e  des  Isolators,  welcher  das  Elektrometer 
erfüllt.  Dasselbe  ist  also  auch  geeignet,  die  Dielektrici- 
täts Constanten  von  Flüssigkeiten  zu  vergleichen.  — 

Auf  die  Vergleichung  von  Potentialdifferenzen  lässt  sich 
auch  die  Vergleichung  von  Capacitäten  zurückführen:  es  "werde 
ein  geschlossener  Condensator  von  der  Capacität  o,  zur  Po- 
tentialdifferenz F,  geladen;  die  Ladung  der  inneren  Belegung 
sei  C|.  Dann  mögen  die  Belegungen  mit  den  entsprechenden 
Belegungen  eines  zweiten,  bisher  ungeladenen,  geschlossenen 
Condensators  von  der  Capacität  «2  leitend  verbunden  werden. 
Die  gemeinsame  Potentialdifferenz  heisse  jetzt  F;  dann  folgt 
aus  der  „Unzerstörbarkeit"  der  Elektricität  die  Gleichung 

«1  Fl  =  (a,  +  «2)  F  ==  c, . 

Daraus 

Die  Capacität  eines  beliebigen  Condensators  kann  hier- 
nach in  unveränderlichem  Mass  ausgedrückt  werden    durch 


§10.] 


und  DielektricitätscoDstanten.  —  Elektrisirmaschine. 


81 


Vergleichung  mit  einem  Normalcondensator.  Als  Normal- 
condensatoren  dienen  diejenigen,  für  welche  oben  die  Capa- 
cität  aus  Dielektricitätsconstante  und  geometrischen  Daten 
berechnet  wurde.  —  Jede  Methode  zur  Vergleichung  von  Con- 
densatoren  liefert  ferner  (s.  oben)  ein  Mittel,  Dielektricitäts- 
constanten  zu  vergleichen.       ' 


„Elektrisirmaschinen"  heissen  Apparate,  mittels  deren 
elektrische  Energie  aus  mechanischer  Arbeit  gewonnen  wird. 
Diese  Arbeit  wird  verbraucht,  um  einen  Körper,  der  an  einer 
Stelle  des  Raumes  eine  elektrische  Ladung  empfangen  hat, 
gegen  die  elektrischen  Kräfte  an  eine  andere  Stelle  zu  bringen, 
wo  er  sie  abgiebt.  Die 
Leistung  einer  Elektrisir- 
maschine lässt  sich  nur 
qualitativ  beurtheilen, 
wenn  ihre  wirksamen 
Theile  zum  Theil  aus 
Isolatoren  bestehen;  sie 
wird  aber  vollkommen 
durchsichtig,  wenn  nur 
Leiter  in  Frage  kommen. 
Eine  solche  Elektrisir- 
maschine wollen  wir  nach 
Maxwell  beschreiben. 

Wir  denken  uns  (vgl. 
Fig.  13)  vier  im  Kreise 
fest  angeordnete  Leiter 

A  B  C  D;  alle  sollen  Hohlräume  enthalten  und  in  diesen 
abwechselnd  zwei  Leiter  E  und  F  aufnehmen  können,  die  in 
dem  Kreise  im  Sinne  ABCD  rotiren,  Ä  und  C,  B  und  D, 
E  und  F  sollen  paarweise  einander  geometrisch  gleich  sein 
und  auf  dem  Kreise  einander  gegenüber  liegen.  A  und  D 
einerseits,  B  und  C  andererseits  seien  metallisch  verbunden, 
die  Potentiale  mit  CT,  resp.  V  bezeichnet.  Die  beiden  Leiter- 
paare seien  so  entfernt  von  einander,  dass  ihre  wechselseitige 
Induction  vernachlässigt  werden  kann.  Wenn  E  oder  F  von 
A  oder  C  umschlossen  ist,  werde  es  für  einen  Moment  mit 
einem  Leiter  von  unveränderlichem  Potential  P  (der  Erde) 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  6 


Fig.  18. 
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leitend  verbunden,  —  wenn  E  oder  F  von  B  oder  D  um- 
schlossen ist,  werde  es  für  einen  Moment  mit  dieser  seiner 
Hülle  verbunden. 

Im  Anfang  sei  Z7=  Z7o,  V=  Vq.  Dann  erhält  E  in  A 
die  Ladung  q{P —  Uo),  wo  q  eine  positive  Grösse  ist.  iiJwird 
dann  isolirt  und  gelangt  mit  dieser  Ladung  nach  B.  Bei  der 
Verbindung  mit  B  giebt  es  seine  Ladung  vollständig  ab.  Da- 
durch steigt  das  Potential  von  B  und  dem  mit  B  verbundenen 

C  um  —  {P —  K)),  wenn  a  die  Capacität  von  B  und  G  zu- 
sammen, also  eine  positive  Grösse  bedeutet.  Es  wird  also  jetzt 

Gleichzeitig  hat  F  m  C  die  Ladung  q{P —  Fo)  aufge- 
nommen und  sie  an  D  abgegeben.    Dadurch  wurde 

Cr=R>+f  (P-Fo)=Df 

Sobald  E  aus  B  und  gleichzeitig  F  aus  D  herausgetreten 
ist,  ist  der  erste  halbe  Umlauf  vollendet.  Das  Resultat  des 
nten  halben  Umlaufs  ist  ebenso: 

Vn^  F„^i  +  r(P— K»-i) 

ün  =  Un^i  +  r{P—  Fn-l)  , 

wo  r  =  -  eine  positive  Zahl  bedeutet.    Daraus 

F«  —Un  =  (Fn-i  —  C/n-i)  (l  +  r) ,  also 

Das  heisst,  bei  wachsender  Zahl  der  Umdrehungen  wächst  die 
ursprüngliche  Potentialdififerenz  in  geometrischer  Progression, 
behält  aber  dabei  stets  das  ursprüngliche  Vorzeichen. 

Das  Instrument  kann  also  auch  zu  Messzwecken  Ver- 
wendung finden.  Zunächst  erlaubt  es,  das  Vorzeichen  einer 
Potentialdifferenz  erkennbar  zu  machen,  welche  zu  klein  ist, 
um  direct  wahrnehmbar  zu  sein.  Weiter  folgt,  solange  die 
Verstärkungszahl  (1  +  r)  constant  bleibt,  aus  dem  gemessenen 
Vn  —  ün  auch  das  urspiüngliche  Vo  —  üo-  Die  Verstärkungs- 
zahl bleibt  aber  nur  constant,  solange,  —  wie  wir  stillschwei- 
gend vorausgesetzt  haben,  —  die   einzelnen  Theile   des  In- 
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struments  vollkommen  isolirt  sind.  Die  Gefahr  eines  elek- 
trischen Ausgleichs  steigt  mit  wachsender  Stäxke  des  Feldes, 
also  mit  wachsender  Zahl  der  Umdrehungen. 

Die  Energie  des  erzeugten  elektrischen  Feldes  wird  aus 
der  aufgewandten  mechanischen  Arbeit  gewonnen.  Die  letztere 
wird  aber  nur  dann  vollständig  in  elektrische  Energie  ver- 
wandelt, wenn  die  verschiedenen  Leiter  im  Augenblick  der 
Berührung  stets  gleiches  Potential  besitzen.  Diese  Bedingung 
ist  bei  unserm  Instrument  nicht  erfüllt;  wie  sie  erfüllt  werden 
kann,  s.  bei  Maxwell,  Treatise,  §  213. 


§  11.  Die  mechanischen  Kräfte  im  gegebenen  Feld. 

Wir  kehren  zu  dem  allgemeinsten  Fall  zurück,  wo  sich 
Elektricität  sowohl  auf  Leitern,  wie  in  dem  beliebig  zusammen- 
gesetzten Dielektricum  befindet,  und  wollen  jetzt  die  mechani- 
schen Kräfte  berechnen,  welche  auf  die  einzelnen  Körper-^ 
elemente  wirken. 

Die  Bjaft  auf  ein  Körperelement,  welches  den  Baum  dz 
erfüllt,  heisse  f-dt.  Erleidet  dieses  Element  eine  unendlich 
kleine  Verschiebung  6,  deren  Projectionen  6x,  öy,  öx  sind,  so 
wird  die  Arbeit  geleistet  ' 

(/;.(fo  +  fy'öy  +  f^'Sx)dx. 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  über  einen  endlicihen  Kaum 
T  integriren,  erhalten  wir  die  gesammte  Arbeit  der  Kräfte 
an  den  Körpern  in  r.  Und  umgekehrt:  jede  Frage,  welche  in 
Bezug  auf  das  wirkende  Kraftsystem  gestellt  werden  kanti, 
ist  beantwortet,  wenn  wir  diese  Arbeit  für  jedes  beliebige 
System  virtueller  Verschiebungen  anzugeben  vermögen. 

Welche  Verschiebungen  möglich  sind,  das  hängt  im  ein- 
zelnen Fall  von  der  physikalischen  Beschaffßnheit  der  be- 
trachteten Körper  ab.  Ueber  diese  machen  wir  keinerlei 
beschränkende  Annahme.  Dann  sind  alle  Verschiebungen 
möglich,  bei  denen  die  continuirliche  Kaumerfullung  gewahrt 
bleibt.  (Das  „Vacuum^  ist  lediglich  eine  Abstraction;  was 
man  so  bezeichnet,  ist  für  uns  stets  ebenfalls  ein  raumerfüUen^ 
des  Medium.)    Das  heisst,  die  6  unterliegen  der  einzigen  Be- 
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dingung,  dass  an  keiner  Fläche  ihre  normalen  Componenten 
sich  sprungweise  ändern  können;   oder:^üherall  existiren  die 

Differentialquotienten   -r~  ,  -L  ^ ,  -^  und  sind  von  der  Ord- 
nung der  6. 

Unser  Kaum  t  soll  ein  vollständiges  elektrostatisches 
Feld  und  unsere  Kräfte  f  sollen  die  mechanischen  Kräfte 
elektrischen  Ursprungs  sein.  Dann  ist  ihre  Arbeit  gleich  der 
Abnahme  der  elektrischen  Energie  des  Raumes  r;  also 


/ 


(f^'^x  +  fy-dy  +  f^-öx)  rfr  =  -  dW^, 

wo,  wie  im  folgenden  stets,  das  Integrationsgebiet  das  ganze 
vdö^rtiändige  Feld  ist. 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  Abnahme,  welche  We  bei 
einem  beliebigen  System  virtueller  Verschiebungen  6  erleidet, 
in  diese  Form  zu  bringen.  Dann  kennen  wir  die  Ej'äfte  f. 
Das  Feld,  und  somit  PT«,  ist  bei  gegebenem  s  vollständig  be- 
stimmt durch  die  Elektricitätsvei-theilung  e  (s.  §  7,  b).  Durch 
die  Verschiebung  aber  ändert  sich  in  dt  im  allgemeinen  so- 
wohl s ,  wie  de.  Soweit  es  sich  dabei  um  Leiter  handelt,  folgt 
aus  den  gleichen  Ueberlegimgen,  wie  in  §  8,  S.  59 f.,  dass  wir 
bei  der  Berechnung  von  dWe  die  Elektricität  als  an  den  Leiter- 
elementen haftend  behandeln  dürfen;  wir  haben  also  all- 
gemein anzunehmen,  dass  die  de  die  Verschiebungen  ihrer 
materiellen  Träger  mitmachen.  Auch  die  Werthe  der  e  haften 
an  den  Körperelementen,  sofern  wir  davon  absehen,  dass  die 
Dielektricitätsconstanten  der  Körper  sich  etwas  mit  der  Dichte 
ändern,  —  w^as  wir  thun  wollen.  —  Wir  wollen  femer  zunächst 
voraussetzen,  dass  sowohl  q,  wie  s  stetig  im  Raum  variirt, 
—  womit  a  fortiori  vorausgesetzt  ist,  dass  q  überall  endlich 
ist,  also  nirgends  eine  Flächendichte  ö  existirt.  [Das  Schluss- 
resultat unserer  Rechnung  wird  sich  von  diesen  Voraussetz- 
ungen befreien  lassen.]  Dann  finden  bei  unendlich  kleinen 
Verschiebungen  der  Kör  per  demente  auch  nur  unendlich 
kleine  Aenderungen  der  e  und  de  jedes  Raum  Clements  statt, 
und  die  Aenderung  von  We  ist  die  Summe  der  beiden  unend- 
lich  kleinen  Aenderungen  de  We  und  dt  We  welche  von   den 
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Aenderungen  der  Elektricitätsvertheilung  einerseits,   der  Di- 
elektricitätsconstante  andererseits  heriühren. 

Nun  seien  erstens  bei  unverändertem  6   zwei  Felder  e  (p 
Wt,  und  c   (p    We   gegeben.    Dann  ist  nach  (6)  und  (29): 

We  —  TPe  =  i  i>V  -  i2g)e   =  ^^((p'  +  fp)  (e  —  e)     (49) 
und  folglich 

dt  We  =  21q> •  öe  =  1  g>'  ig- dt,  (49a) 

Es  seien  zweites  bei  unverändertem  q  zwei  Felder  So  Eo 
ipo  Weo  und  ^E  q)  We  gegeben. 

Dann  ist  also 

Fr  (EoEo)  =  Fr  {bE)   ==  Q 

und  TFß  =  ^/g)()rfT  =  J   /  (p  r{eo Eo)  dv, 

Weo  =  s  I  ^0  Q  dz  =  ^  I  g>o  r(e  E^  dr. 

Wir  integriren  partiell  über  t;  da  t  ein  vollständiges 
Feld  l)ildet,  verschwindet  das  Integi'al  über  die  Oberfläche 
von  T.     Also  kommt  unter  Benutzung  von  (4): 

We  =  i  j[Ex'eoEox  +  .  . ]  rfr 

^«0  —  l    f[Eox'S Ex  +  .  .]dT 
und  folglich 

We  —Weo^  —  i    fie  —  So)  [Ex'Eox  +  .  .]  dt  (50) 

und  d^We^  -J   I  E^^i^E'dr.  (50a) 

Aus  (49a)  und  (50a)  aber  folgt: 

dWe=    [(plQ'dx-    \  fE^-ie-dv.  ^y^        (51) 

Hier  bedeuten  ö()  und  Ö€  die  Aenderungen,  welche  das 
Q  und  t   eines  Raumelements  dt  durch  die  Verschiebungen 
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der  materiellen  Elemente  erleiden.  Nehmen  wir  rfr  == 
dx'dy-dx,  so  vermehrt  sich  der  Elektricitätsinhalt  Q-dr  von  dr 
um  die  Elektricitätsmengen,  welche  durch  die  6  Grenzflächen 
des  Parallelepipedons  eintreten.  Durch  die  Fläche  dy  dx, 
welche  zum  kleineren  x  gehört,  tritt  diejenige  Elektricitäts- 
menge  ein,  welche  in  einem  Parallelepipedon  von  der  Basis 
dydz  und  der  Höhe  dx  enthalten  war,  d.  h.: 

{Q'6x)^-dydz. 
Durch  die  gegenüberliegende  Fläche  tritt  aus: 

Also  tritt  nach  unserer  Voraussetzung  über  die  Stetig- 
keit von  Q  und  6x  durch  beide  zusammen  ein: 

—  5~  (Q'^^)  dx-dy'dx. 

Bilden  wir  die  entsprechenden  Werthe  für  die  beiden 
anderen  Seitenpaare  und  setzen  die  Summe  gleich  ö  (()-dr)  = 
iQ'dx^  so  kommt: 

ö()  =  —  ^{Q'Sx)  —  ^{Q'6y)  —  ^{Q-6£). 

Das  neue  e  des  Punktes  (a?,  y,  x)  ist  dasjenige,  welches  vor 
der  Verschiebung  der  Punkt  {x  —  dr,  y — Sy^x  —  ö\)  besass; 
also  ist  die  Vermehiiing  von  b\ 

Diese  Werthe  haben  wir  in  dWe  einzusetzen.  Dadurch 
erhält  das  zweite  Integral  in  (51)  bereits  die  verlangte  Form. 
Das  erste  formen  wir  durch  partielle  Integration  um;  es 
wird  so 

=  +  j  Q  (&  6x  +  .,)  dx  =  —  Jq{E^6x  +  ..)dr. 
Wir  erhalten  demnach: 

—  dWe  =   /  [(p JEr  —  1  i^2  ^1)  (fa:  +  .  .  ]  dr.  (52) 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  mit  demjenigen  auf  S.  84 
identificiren,  kommt: 
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Die  Componenten  der  Kraft  /"•  dr  reduciren  sich  auf  die- 
jenigen von  gE-dr  =^de'E  an  jeder  Stelle  des  Kaumes,  wo 
€  constant,  d.  h.  das  Dielektricum  homogen  ist,  —  wie  hereits 
S.  57  gefunden  wurde.  Im  allgemeinen  aber  ist  die  mecha- 
nische Kraft  auf  das  die  Elektricitätsmenge  de  führende 
Körperelement  verschieden  von  der  sog.  „Kraft  auf  die  Elek- 
tricitätsmenge ^e."  Es  tritt  zu  der  letzteren  hinzu  eine  Kraft, 
welche  nach  der  Richtung  des  stärksten  Abfalls  von  s  weist, 
und  welche,  wenn  diese  Richtung  N  heisst,  für  die  Volum- 
einheit die  Grösse 


besitzt. 
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Wir  wollen  jetzt  versuchen,  ob  wir  die  gefundenen  Kräfte 
auf  Wechselwirkungen  zwischen  den  unmittelbar  benachbarten 
Theilchen  der  Materie  zurückführen  können;  d.  h.  die  Kraft 
/•dr,  welche  auf  das  Theilchen  im  Volumen  dx  wirkt,  soll  dar- 
gestellt werden  durch  B[räfte,  welche  über  die  Oberfläche  von 
dz  vertheilt  sind  und  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Action 
und  Reaction  gehorchen. 

Wir  haben  demnach  zuerst  zu  untersuchen,  welche  Be- 
ziehungen allgemein  zwischen  gegebenen  Volumkräften  und 
ihnen  äquivalenten  Fläch enkräften  oder  „Spannungen"  be- 
stehen müssen. 

Zwei  Körperelemente,  welche  in  der  Fläche  dS  zusammen- 
stossen,  sollen  Kräfte  auf  einander  ausüben,  welche  mit  dS 
proportional  und  an  Grösse  gleich,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet sind.  Auf  der  einen  Richtimg  der  Normalen  von  dS 
zählen  wir  wachsende  Werthe  N^  und  bezeichnen  die  Kraft, 
welche  das  Element  zur  Seite  der  grösseren  N  auf  jenes  zur 
Seite  der  kleineren  N  ausübt,  mit  p^-dS.  Diese  Oberflächen- 
kräfte sollen  den  gegebenen  Volumkräften  äquivalent  sein 
unter   den   allgemeinsten   Bedingungen,  —  also   auch,   wenn 
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jedes  beliebig  kleine  Körpertheilchen  die  Beweglichkeit  eines 
freien  Körpers  hat.  Dann  müssen  aber  beide  Kraftsysteme 
an  ihm  die  gleichen  Verschiebungskräfte  nach  jeder  Richtung 
und  die  gleichen  Drehungsmomente  um  jede  Axe  liefern. 

Denken  wir  uns  zunächst  ein  unendlich  kleines  Tetraeder, 
begrenzt  durch  eine  unendlich  kleine  Fläche  S  und  deren 
Projectionen  Sx,  Syy  8%  auf  die  Coordinatenebenen.  Die  nach 
aussen  errichtete  Normale  von  S  sei  JV,  die  nach  innen 
weisenden  Normalen  von  &,  Sy,  Sx  bezw.  +a:,  +t/,  +^,  das 
Volumen  des  Tetraeders  dr.  Dann  ist  die  a;-Componente  der 
auf  das  Tetraeder  wirkenden  Kraft  einerseits  fx-dz,  andrer- 
seits setzt  sie  sich  zusammen  aus  den  x-Oomponenten  der 
Oberflächenkräfte  auf  S,  &,  Sy,  8%.    Die  letzteren  sind : 

PNx'^y     —Pxx'^x^     —Pyx'^yi     —Pxx'^x^ 
WO 

8x  =  8  cos  (Nx),     8y^  8  cos  (Ny),     Sx  =  8  cos  (Nz). 
Es  muss  also  sein: 
fx'd'^  =  IPnx  —Pxx  cos  (Nx)  —  py^  cos  (Ny)  —  p^  cos  (Nx)]  -  8. 

Die  linke  Seite  ist  unendlich  klein  von  der  dritten  Ord- 
nung, 8  ist  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Also 
kann  die  Klammergrösse  nicht  endlich  sein;  d.  h. 

Pnx  =Pxx'  cos  (Nx)  +  py^'  cos  {Ny)  +  p^.  cos  {N%) 

PNy  ^P^y'  COS  {Nx)  +  p^^  COS  {Ny)  +  jo^y.  cos  {Nx)   >      (54) 

Pn*  =Pxx'  cos  {Nx)  +  py^'  cos  {Ny)  +  p^^-  cos  {Nx). 

Die  Oberflächenkräfte  sind  also  allgemein  bestimmt,  so- 
bald sie  überall  für  diejenigen  Flächenelemente  bestimmt 
sind,  welche  den  drei  Coordinatenebenen  parallel  liegen. 

Wir  betrachten  deshalb  weiter  ein  Volumelement  dx  = 
dx'dydx.    Die  Ä-Componenten  aller  Oberflächenkräfte   sind: 

—  {Pxo^xdydx  +  {jpj^j^i^^dy^dx  \ 

—  {PyT)y'^^-^  +  (Pyx)y+dy'<^^'^^ 

—  {Pxx)x'(^'^y  +  (Px^x-^dx'^-dy 


'XX 


=={  + 


hx 
by 

,       P    XX 

+  "ix 


>  • 


dx'dydx. 
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Dies  muss  gleich  fx-dx  sein;  also 


Ebenso: 


u- 

fy 

u- 

da;    ■*■ 

öp 


yx 


+ 


_r_»y  -(_ 


+ 


by 


^Pxx 

hx 

^Pxx 
~bx  ' 


(55) 


Die  9  Grössen  pik  sind  aber  nicht  alle  von  einander 
unabhängig.  Wir  erkennen  das,  wenn  wir  zum  Ausdinick 
bringen,  dass  auch  die  Drehungsmomente  der  Oberflächen- 
kräfte identisch  sein  müssen  mit  denen  der  gegebenen  Volum- 
kräfte. Die  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Momente  um 
die  X'Axe  lautet: 

iy-f^—X'  Q  dz  =  2!  (ypj^^  —  x-pj^y)  dS, 

wo  dS  ein  Oberflächenelement,  N  seine  äussere  Normale  be- 
zeichnet, und  die  Summe  über  alle  Oberfläch  entheile  des 
Parallelepipedons  zu  erstrecken  ist.    Die  Summe  ist: 

[—  (y-Pa^  —  ^•Pxy)x  +  (y-Px^  —  ^'Pxy)xi-dx]'dy'<^^ 
+  [—  iy-Pyx  —  ^'Pyy)y  ^  (y-Pyx  —  ^'Pyy)y-^dy\'^^'<^ 
+  [     -  (y-P^  —  ^'Pxy)x  +  (yPxx  —  ^'Pxy\-^dJ'^'^y 

l  bx    '^    by    **"    bx  )~~'^\  bx    '^    by   '^  ~bx  ) 

+  Py*  —  P*y    dx'dy-dx. 


[ 


Setzt  man  andrerseits  für  fx  und  fy  ihre  Werthe  aus  (55) 
ein,  so  folgt: 


Ebenso 


Pyx  =  Pxy 
Pxx^'Pxx 
Pxy  ^^™  Pyx 


(56) 


Wenn  wir  also  die  B[räfte  f  der  Gleichungen  (53j  aus 
Spannungen  herleiten  wollen,  so  ist  die  Frage:  lassen  sich 
die  rechten  Seiten  von  (53)  in  der  Form  (55)  darstellen  durch 
Grössen  /?»*,  zwischen  denen  die  Beziehungen  (56) :  pik  =  pti 
bestehen?    Dies  ist  thatsächlich  möglich.    Wir  haben: 
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i>y 


=  LiisE.^  +  E.'  %f'\-i  E^-i  +  E..'^i^ 


Nun  ist  aber  in  Folge  von  (4): 


^E. 


6y  bx    V  bx,by)  bx  dx   \  bx,bx) 

und  folglich 


0 


Addiren  wir  diese  Gleichung  zu  der  obigen,  so  kommt: 


ö 


Identificiren  wir  dies  mit  (55),  so  folgt: 

Pyy=\B{Ey-^-E,^-E,'^), 

pxx=\s{E>^  —  E^^  —  Ey'), 

Pyx  =  Pxy  ^^^  £  Ey  Exy 

pxx  -■=  Pr«  =  S  Ex  Exy 
pjnj  =  pyx  =^  6  Er  Ey, 


(57) 


Hiermit  sind  die  verlangten  Spannungen  gefunden.  Man 
kann  sie  sehr  einfach  und  nach  (54)  zugleich  vollständig 
beschreiben:  lassen  wir  an  der  betrachteten  Stelle  etwa  die 
X'Axe  mit  der  Richtujig  der  Feldintensität  zusanmienfallen, 
sodass  also  Es  =  Ey    Ey  =  Ex  =  0,  wird,  so  folgt: 

Pix  =  i  fc  E'^y   pyy  ^  p^x  ^  —  |  £  E^y 
Pyx  =  pxi  =  Puy  =  0. 


} 


(57  a) 


Die  Spannungen   wirken   also   normal  auf  jede  Fläche, 
welche  senki'echt  zu  den  elektrischen  Kraftlinien  liegt,  und 
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gleichfalls  normal  auf  jede  Fläche,  welche  die  Bj-aftlinien  in  sich 
enthält.  Es  bedeutet  ferner  p^^^  die  zu  wachsenden  N  ge- 
richtete Componente  der  Kraft,  mit  welcher  die  Theile  zur 
Seite  der  grösseren  N  auf  jene  zur  Seite  der  kleineren  -ZV 
wirken.     Ein  positiver  Werth  von  p^^^  bedeutet  also  einen 

Zug,  ein  negativer  einen  Druck  auf  das  Volumelement.  Also 
sagt  (57a)  aus:  die  auf  ein  Volumelement  von  seiner  Umgebung 
ausgeübten  Kräfte  lassen  sich  darstellen  durch  normale  Zug- 
kräfte in  Richtung  der  Kraftlinien  vom  Betrage  \  sE^  per 
Flächeneinheit,  zusammen  mit  einem  normalen  Druck  vom 
gleichen  Betrage  in  jeder  zu  den  Kraftlinien  senkrechten 
Richtung. 

Diesen  Kräften  numerisch  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet,  sind  die  Kräfte,  mit  welchen  das  Volumelement 
auf  seine  Umgebung  wirkt.  Also  kann  man  das  Resultat 
qualitativ  auch  so  aussprechen:  die  Kraftlinien  suchen  sich 
zu  verkürzen  und  gleichzeitig  die  benachbarten  Kraftlinien 
fortzudrängen.    (F  a  r  a  d  ay.) 

Eine  wesentliche  Voraussetzung  unserer  Entwicklung  war 
die,  dass  der  Raum  r  ein  vollständiges  Feld  sei.  Die  von 
uns  gefundenen  E^räfte  (53)  oder  auch  (57)  bilden  also  ein 
mögliches  Kraftsystem  in  folgendem  Sinn:  bei  Annahme 
dieses  Kraftsystems  können  wir,  wie  auch  die  Körper  des 
Feldes  verschoben  und  deformirt  werden  mögen,  nie  mit  der 
Erfahrung  in  Widerspruch  kommen,  sofern  wir  nur  wirklich  alle 
Veränderungen  im  Felde  berücksichtigen.  Man  kann  fragen, 
ob  es  zugleich  das  einzig  mögliche  System  ist.  Ein  zweites 
Kraftsystem,  welches  uns  dasselbe  leistete,  würde  durch  kein 
Experiment  von  dem  unsrigen  unterschieden  werden  können. 
Die  Frage,  welches  von  beiden  das  „wirkliche"  Kraftsystem 
sei,  hat  also  keinen  physikalischen  Inhalt.  Das  oben  darge- 
stellte, Maxwell'sche,  empfiehlt  sich  durch  seinen  einfachen 
Ausdruck. 

Unsere  Grundgleichungen  gelten  für  isotrope  Körper. 
Voraussetzung  für  die  Gültigkeit  unserer  Resultate  ist  also, 
dass  die  Körper  trotz  der  soeben  gefundenen  Spannungen 
isotrop  bleiben,  —  oder  dass  wir  wenigstens  die  Rück- 
wirkung der  Aeolotropie  auf  die  Verhältnisse  des  elektrischen 
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Feldes,  ebenso  wie  diejenige  der  Dichtenänderung  (s.  S.  84) 
vernachlässigen  dürfen. 

Dagegen  dürfen  wir  schliessen,  dass  die  Werthe  der  Span- 
nungen in  (57)  in  Strenge  auch  da  gültig  bleiben,  wo  entgegen 
unseren  bisherigen  Voraussetzungen,  die  Dielektricitätscon- 
stante  und  die  elektrische  Polarisation  sich  sprungweise  ändern. 
Denn  Dififerentialquotienten  dieser  Grössen  kommen  in  den 
Ausdrücken  (57)  nicht  mehr  vor.*)  Aus  diesen  können  wir 
nun  rückwärts  die  Volumkräfte  auch  fürUnstetigkeitsflächen 
finden.  Sei  dS  ein  Element  einer  solchen,  dann  wählen  wir 
als  Volumelement  einen  unendlich  flachen  Cylinder,  dessen 
Grundflächen  zu  beiden  Seiten  von  dS  parallel  mit  dS  liegen. 
Die  auf  dieses  Volumelement  wirkende  Kraft  ist  die  Resul- 
tante der  beiden  auf  die  Grundflächen  wirkenden  und  nach  (57) 
zu  berechnenden  Spannungen. 

Wir  wollen  hiemach  zuerst  die  Kräfte  finden,  denen  ein 
Leiter  in  einem  gegebenen  Felde  unterliegt.  Im  Innern  der 
leitenden  Masse  ist  die  Feldintensität  durchweg  Null,  sind 
also  auch  die  Kräfte  (53)  Null.  Es  bleiben  die  Kräfte  auf 
die  Oberflächeneleraente,  die  wir  wie  angegeben  begrenzen. 
Null  sind  auch  hier  die  Spannungen  an  der  im  Leiter  ge- 
legenen Cylinderbasis  nach  (57);  auf  der  äusseren  Cylinder- 
basis  ist  die  Feldintensität  senkrecht.  Es  wirkt  also  auf  sie, 
und  somit  auf  das  Oberflächenelement  nach  (57  a)  die  normal 
nach  aussen  gerichtete  Kraft: 

dv  =  i€E^'dS.  (58) 

Aus  diesen  Kräften  dv  setzt  sich  die  Gesammtwirkung 
auf  den  Leiter  in  jedem  Fall  zusammen,  —  wie  wir  am  Schluss 
des  §  8  vorweg  bemerkt  haben. 

"Wir  untersuchen  ferner  die  Kräfte  auf  einen  homogenen 
dielektrischen  Körper,  der  keine  elektrische  Ladung  be- 
sitzt. Seine  Constante  sei  s^ ,  die  der  Umgebung  €q  .  Das 
Volumen  des  Körpers  sei  r,  seine  Oberfläche  S,  die  Feld- 
intensität und  die  Spannungen  in  t:  E'  und  /?^.^,  ausserhalb  t: 
E  und  p^. 


*)  Das  Resultat  lässt  sich  thatsäcblich  ohne  diese  Voraussetznngen 
ableiten;  die  Rechnung  wird  aber  sehr  umständlich. 
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In  T  soll  nach  Voraussetzung  q  =^  0  und  e  constant  (=  e^ ) 
sein.  Also  sind  die  Kräfte  (53)  Null  im  ganzen  Raum  r. 
Es  bleiben  die  Kräfte  auf  die  Oberflächenelemente.  AVählen 
wir  für  den  Augenblick  die  äussere  Normale  N  von  dS  zur 
ir-Axe,  so  werden  die  Componenten  für  die  Flächeneinheit 
nach  (57) 

Pzy  —    p'xy  =  fo  ExEy  —  fj  Ex  Ey 
Pxx  —  Ptx  =  Sq  Ex  Ex  —  f  i  Ex  Ex  . 

Es  ist  aber  an  der  Grenzfläche  die  tangentiale  Componente 
der  Feldintensität  stetig,  d.  h. 

Ey  ==  Ey  und  Ex  ==  Ex  , 

und  da  an  S  sich  keine  elektrische  Ladung  befinden  soll,  ist 
weiter  die  Normalcomponente  der  Polarisation  stetig: 

Eq  Ex  =  B\  Ex  . 

Daraus  folgt: 

p^-p'^  =  i  [,,  ^  Ex^  +  (e,  -So)  (Ey^  +  Exi] 

=  H^^-^o)[E'-^Ex^] 

Pxy  —  p'xy  =  0 
Pxx  —  Pxx  =  0 . 

Das  heisst,  wenn  wir  die  Normalenrichtung  wieder  durch 
iNT  bezeichnen:  es  wirkt  auf  das  Obei'flächenelement  dS  eine 
normal  nach  aussen  gerichtete  Kraft  von  der  Grösse 

d^  =  i  (e,  _e,)  lE^  -  lirp  e/]  dS 

l      (59) 

=  i  (f|  -^o)  ^^-[l  —  '-^  cos2  {E  m] .  dS. 

Ist  ^1/g^  sehr  nahe  gleich  Eins,  so  vereinfacht  sich  dieser 

Ausdruck  zu 

dp  =  i  (e^  —  f o)  E'^'dS.  (59  a) 

Zum  Zweck  späterer  Anwendung  (in  Kapitel  VUI)  wollen 
wir  noch  einen  anderen  Ausdruck  für  die  virtuelle  Arbeit  bei 
gegebenen  Spannungen  pa  ableiten.   Wir  setzen  dabei  voraus, 
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—  wie  es  in  unserem  Fall  zutraf,  —  dass  die  Spannungen  an 
den  Grenzen  des  betrachteten  Baumes  r  verschwinden. 


Es  war 


iA  =f{f^^6x-\-  fy^öy  +  fx'öx)  dr. 


Hierin  sollen  für  die  Volumkräfte  f  die  äquivalenten 
Spannungen  eingeführt  werden.  Dazu  dienen  die  Gleichungen 
(55)  mit  dem  Zusatz  (56):  pik  ==pki.  Wir  integriren  partiell 
über  r.    Dann  kommt: 


r 


t)^=— 


j 


hSx    ,  hSy    .  hSx 


dt.    (60) 


§  12.  Elektrisirung  durch  Influenz. 

Die  im  letzten  Paragraphen  entwickelten  Sätze  enthalten 
u.  A.  die  Erklärung  der  Thatsache,  dass  auch  ein  nicht  elek- 
trisirter,  leitender  oder  dielektrischer,  Körper  von  bewegenden 
Kräften  ergriffen  wird,  wenn  man  ihn  in  ein  elektrisches  Feld 
bringt.  Sie  lehren  weiter  diese  Kräfte  berechnen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  den  Körper  umgebende  Feld  bekannt 
sei.  Dieses  Feld  aber  ist  uns  thatsächlich  nicht  direct  ge- 
geben. Gegeben  ist  vielmehr  in  der  Regel  das  Feld,  in  welches 
der  Körper  gebracht  wird  und  welches  er  durch  seine  An- 
wesenheit verändert. 

Wir  stellen  uns  zunächst  die  folgende  Aufgabe:  ein  be- 
liebiges Feld  Eo  sei  gegeben  in  beliebigen  Körpern.  Es  werde 
in  beliebiger  Weise  die  materielle  Raumerfüllung  geändert 
bei  ungeänderter  Elektricitätsvertheilung.  Gefragt  ist  nach 
dem  neuen  Feld  E. 

g>o  to  Weo  sollen  sich  auf  das  ursprüngliche,  q)  b  We  auf 
das  neue  Feld  beziehen. 

Die  Elektricitätsvertheilung  ((>,  ö,  et)  ist  nach  Voraussetzung 
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beiden  Feldern    gemeinsam.     Es  ist  also,  wenn  noch  Si  eine 
Leiteroberfläche  bezeichnet, 

r(eoEo)  =  f^=r(€E)  und  f8oEo^dS=  ei  ^^feE^rdS, 


Ä-  .S?i 


und  durch  diese  Q,  ö,  e»  und  die  allgemeinen  Bedingungen  ist 
einerseits  Eo,  andererseits  E  eindeutig  bestimmt.  AVir  bilden 
nun  das  „Zusatz feld"  Z,  welches  definirt  ist  durch  die 
Gleichung 

Z,  =  E^ 

(61) 


'i  =  Ei-  E^  oder  | 

i  =  —  j^,  wo  z  =  9»  —  g>o.  j 


Aus  dieser  Definitionsgleichung  folgt: 

rißoZ)  =  r{toE)  —  r(toEo)  =  r(eoE)  —  ixbE), 

und  ebenso 

/  £o  ZjfdS  =  /  Co  Ef^S  —  /  sEjfdS, 


Si  Si  Si 


Setzen  wir  daher 


-r((«-Co)J?)  =  {j';      -j'{s-So)E„dSi  =  ei'  (62) 


9- 


SO  ist 


r{eoZ)  =  |j ;  fsoZ^dSi  =  e/ .  (63) 


Z  genügt  den  allgemeinen  Bedingungen,  weil  E  und  Eo 
dies  thun.  Z  ist  daher  nach  (63)  durch  die  Werthe  der  q\  ö',  c/ 
eindeutig  bestimmt.  Diese  Werthe  sind  freilich  nicht  ge- 
geben; man  kennt  sie  nach  (62)  erst,  wenn  E  bekannt,  d.  h. 
die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist.  Aber  aus  der  Form  der 
Gleichungen  (62)  und  (63)  folgt: 

Das  Zusatzfeld  Z  kann  aufgefasst  werden  als  das  elek- 
trische Feld,  welches  einer  gewissen  fingirten  Elektricitäts- 
vertheilung  {Q,o,ei)  in  einem  Raum  mit  der  Dielektricitäts- 
constante  eo  zukommt.  Diese  Vertheilung  befindet  sich  nur 
dort,  wo  £  4^  eo  ist,   d.  h.    wo  materielle  Veränderungen  vor- 
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genommen  sindJ)  Also:  um  aus  dem  ursprünglichen  das  neue 
Feld  zu  erhalten,  können  wir  von  der  Veränderung  des  b  ab- 
sehen, wenn  wir  dafür  an  den  Stellen  dieser  Veränderung 
eine  gewisse  fictive  Elektricitätsvertheilung  (neben  der  etwa 
wirklich  vorhandenen)  annehmen. 

Das  allgemeine  Symbol  derselben  soll  e  sein;  —  das  der 
wirklichen  Elektricitätsvertheilung  c.  Wir  nehmen  materielle 
Veränderungen  nur  in  endlichen  Eäumen  vor.  Sei  also  S  eine 
geschlossene  Fläche,  welche  den  Kaum  r  einschliesst,  und  an 
welcher  durchweg  s  =  €o  ist,  dann  folgt  für  die  in  r  gele- 
genen e   aus  (62): 

2e=—  I  r((e—So)E^  dXf  oder  nach  (14a): 

T 

=  —  I  (e — eo)E^dS;  d.  h.  nach  unserer  Voraussetzung: 
s 

Ä'=0,  (64) 

Für  jeden  Theil  des  Raumes  also,  der  ganz  von  unver- 
änderter Materie  umgeben  ist,  ist  die  Summe  aller  fictiven 
Elektricität  gleich  Null. 


Wir  wollen  nun  unsere  Voraussetzungen  nach  verschie- 
denen Richtungen  specialisiren:  zunächst  nehmen  wir  an,  es 
sei  im  ursprünglichen  Felde  ausser  Leitern  nur  ein  homo- 
gener Isolator  vorhanden,  also  €o  constant. 

Dann  ist  nach  (3): 

1      ^  e 

^  4;r€(,        r  ' 

und  zugleich  ist  nach  (63): 

1     ^  e 

^        4  ;t€^        r 

[vgl.  S.  45,  unter  c];  also  wird  nach  (61): 


1)  Man  muss  aber  beachten,  dass  diese  „Vertheilung'S  welche  Z  be- 
stimmt, nur  die  G  es  am  mt  menge  e\  jedes  Leiters,  nicht  die  Dichte  a^ 

enthält     Für   jeden   Leiter,    an   dessen  Oberflache   e  =  c^  ist,   ist  e^  = 


/ 


Bo^l/^^i  =  0,  aber  nicht  nothwendig  Sq^n  °"  ^' 
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9)=  J-  2;-^+^'.  (65) 

Dieses  tp  hat  die  Form  von  gpo;  d.  h.:  das  Feld  lässt  sich 
auch  bei  Anwesenheit  beliebiger,  beliebig  vertheilter  Dielek- 
trica  in  der  gleichen  Form  darstellen,  welche  wir  in  Gleichung 
(3)  für  den  Fall  eines  homogenen  Dielektricums  fanden; 
nur  muss  man  ausser  den  wirklichen  Elektricitätsmengen  (e) 
noch  gewisse  andere  (e')  einführen,  die  in  jedem  Fall  erst  zu 
linden  sind.  Allgemein  lässt  sich  von  diesen  e  nur  folgen- 
des sagen:  sie  befinden  sich  auf  den  dem  „Normalmedium" 
(fo)  eingelagerten  Körpern,  nicht  im  ersteren  selbst;  für 
jeden  einzelnen  dieser  Körper  ist  die  Summe  der  e  gleich 
Null. 

Diese  Auffassung  liegt  den  älteren  Darstellungen  der 
Elektricitätslehre  zu  Grunde.  In  ihnen  ist  das  Vacuum  das 
Normalmedium;  ist,  ausser  Leitern,  dieses  allein  vorhanden, 
80  bestimmen  die  Elektricitätsmengen  e  das  Feld  gemäss  (3). 
Werden  dann  in  dieses  Feld  andere  Isolatoren  gebracht,  so 
werden  dieselben  „dielektrisch  polarisirt"  oder  „durch  In- 
fluenz, oder  elektrostatische  Induction  elektrisirt";  es  bilden 
sich  neue  Elektricitätsmengen  e',  und  diese  zusammen  mit 
den  e  bestimmen  nun  wiedenun  das  Feld  gemäss  (3).  Das 
Feld  ist  hier  physikalisch  in  zwei  Theile  zerlegt.  Der 
Uebergang  vom  homogenen  zum  inhomogenen  Isolator 
geschieht  unter  foimaler  Aufrechterhaltung  des  Integral- 
gesetzes (3).  Das  wird  ermöglicht  durch  Einführung  der 
Grössen  (e  -f  e),  die  Hertz  als  „freie  Elektricität"  bezeichnet. 
Diesen  Grössen  kommt  die  Eigenschalt,  in  Isolatoren  fest  an 
den  Körperelementen  zu  haften,  nicht  zu;  denn  die  e  hängen 
selbst  vom  Felde  ab. 

In  unserer  Darstellung  ist  das  Feld  physikalisch  stets 
ein  einheitliches,  die  Zerlegung  (p  =  (pQ  +  X  ^^^^^  ^'^^^ 
rechnerische.  Der  Uebergang  vom  homogenen  zum  inhomo- 
genen  Dielektricum   geschieht    unter   Aufrechterhaltung   des 

Differentialgesetzes  (A)  /  aEj^dS=JSGi  oder  hiermit  gleich- 
wei-thig(8)und(9)/XfcA^)={^,  wobei  die  e  ihre  Bedeutung  be- 

Oobn,  elektromagn.  Feld.  7 
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halten.  Diese,  die  wir  nach  wie  vor  ausschliesslich  als  „Elek- 
tricität"  bezeichnen,  haften  an  den  Elementen  des  Isolators. 
Mathematisch  sind  beide  Darstellungen  völlig  äquivalent; 
es  kann  also  auch  im  Gebiet  der  Elektrostatik  keine  Er- 
scheinung geben,  welche  die  eine  als  richtig,  die  andere  als 
falsch  erwiese.  Für  die  Entwicklung  der  Elektrody- 
namik aber  hat  sich  die  von  uns  gewählte  Darstellung 
als  die  fruchtbarere  erwiesen. 

Wir  wollen  jetzt  weiter  voraussetzen,  es  sei  dem  Normal- 
medium {so  =  const)  ein  einziger  polarisirbarer  Körper  (s) 
mit  dem  Volumen  r  und  der  Oberfläche  S  eingelagert.  Auch 
Leiter  sollen  im  Felde  nicht  vorhanden  sein  (vgl.  Anmkg. 
S.  96).  Dann  befinden  sich  die  q\  c  ausschliesslich  in  t,  bezw. 
auf  S,  und  durch  diese  drückt  sich  das  „Zusatzpotential" 
X  aus: 

Führt  man  die  Werthe  aus  (62)  ein,  so  folgt  durch  par- 
tielle Integration  über  t: 


'      K  öi  öf 


dr ,         (67) 


wo  X,  y\  X  laufende  Coordinaten  in  r  bezeichnen,  und  r  den 
Abstand  desPunktes /?'(a;',  y,  x)  vomPunkte/?(a;,  y,  ^),  für  welchen 
der  Werth  x  gilt«  Die  Ableitung  von  (67)  aus  (66)  gilt  zu- 
nächst nur,  solange  -  stetige  Function  von  x,  y\  x  ist.  [Dass 

(e — Bo)  Ex  .  .  stetig  sind  in  t,  ist  in  der  Form  der  Gleichung 
(66)  vorausgesetzt;  andernfalls  würden  in  (66)  noch  innere 
Flächen  Sik  mit  endlichen  6  auftreten;  die  Gleichung  (67) 
aber  würde  in  unveränderter  Form  bestehen.]  Ist  also  p 
ein  innerer  Punkt,  so  ist  sowohl  in  (66)  wie  in  (67)  die 
nächste  Nachbarschaft  von  p  aus  r  auszuschliessen,  damit  die 
Gleichheit  beider  Integrale  bestehe.  Nun  wurde  aber  in  §  3 
gezeigt,  dass  die  ausgeschlossenen  Gebiete  sowohl  zu  dem 
Ausdruck  in  (66)  wie  in  (67)  nur  verschwindende  Beiträge 
liefeni.    Die  Umformung  gilt  daher  ganz  allgemein. 
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Da  nach  (61)  gilt: 

so  ergiebt  sich  aus  (67)  der  folgende  Satz: 

In  ein  gegebenes  Feld  Eo  werde  im  Baum  r  ein  „polari- 
sirbarer"  Körper  gebracht.  Dadurch  ändert  sich  das  Feld 
im  ganzen  Raum;  aber  das  neue  Feld  £^kann  sofort  für  jeden 
Punkt  angegeben  werden,  sobald  es  nur  in  r  gefunden  ist. 

Wir  wollen  endlich  noch  voraussetzen,  dass  der  polari- 
sirbare  Körper  homogen,  also  e  =  e,  =  const.  sei,  und  dass 
er  keine  wahre  Elektrisirung  besitze.  Die  erste  Voraussetzung 
ergiebt  nach  (62): 

p'  =  -(et-«b)/i(^; 

die  zweite  Voraussetzung  bedeutet: 

(>  =  6i  r(E)  =  Q. 
Also  folgt: 

()'  =  0. 

Das  heisst:  Die  fictive  Elektricitätsvertheilung  im  Innern 
eines  ungeladenen,  homogenen  Dielektricums  ist  Null;  das- 
selbe besitzt  eine  fictive  Ladung  nur  auf  seiner  Oberfläche. 
Das  Zusatzpotential,  welches  ein  solcher  Körper  erzeugt,  hat 
also  nach  (66)  und  (62)  den  Ausdruck: 

^  =  Ä^J^  ^^^  wo  ö'  =  -  (.,  -  e,)  Ey,.  (68) 


Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  der  mechanischen 
Kräfte,  welche  auf  einen  dem  Normalmedium  (so)  einge- 
lagerten Körper  wirken. 

A.   Kräfte  auf  starre  Körper. 

Das  Volumen  des  Körpers  heisse  wieder  r,  seine 
Dielektricitätsconstante  €]  der  Körper  kann  inhomogen  sein, 
und    kann    auch    eine    wahre    elektrische    Ladung  besitzen. 

7* 
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Um  die  Darstellung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  aber  an, 
dass  seine  Dielektricitätsconstante  stetig  variirt  und  an 
der  Grenze  stetig  in  die  Constante  der  Umgebung  (eo)  über- 
geht; femer,  dass  die  wahre  Ladung  überall  endliche 
räumliche  Dichte  q  besitzt.  Die  auf  dt  wirkende  Bjt-aft 
heisse  f-dr. 

Ueberall,  wo  der  Körper  homogen  ist,  ist  dann 

fx  =  qEx> 

Das  ist  die  Kraft  des  Coulomb'schen  Gesetzes.  Im 
allgemeinen  aber  hat  die  Kraft  einen  complicirteren  Aus- 
druck; es  ist  nach  (53)  S.  87: 

Führt  man  nun  statt  der  „wahren"  elektrischen  Dichte  q 
die  „freie"  Dichte  {q  +  q')  ein,  so  lassen  sich  unter  gewissen 
Beschränkungen  auch  diese  Kräfte  auf  die  Form  des 
Coulomb'schen  Gesetzes  bringen. 

Der  Körper  sei  starr.  Dann  ist  für  alle  virtuellen 
Verschiebungen  die  Arbeit  bestimmt  durch  6  Grössen:  die 
3  Componenten  der  Verschiebungskraft  Fj  wo 

Fx  =  /  fxdv  f  .  . 
und  die  3  Componenten  des  Drehungsmoments  ö,  wo 


Ö;r=  I  (y-fx  —  X-fy)  dt,  .  . 


Jedes  System  von  Kräften  /ix. .,  welches  diesen  6  Grössen 
die  gleichen  Werthe  ertheilt,  ist  dem  Kräftesystem  der 
fx  .  .  am  starren  Köi'per  äquivalent. 

Es  sei  nun  ein  Kräftesystem  von  folgender  Form  gegeben: 


wo  Pik  =  pk-i ; 
dann  erhält  man  durch  partielle  Integration  über  r: 

Fx=  I  <pxx cos  (Nx)  +  pxy  cos  {Ny)  +  pxx  cos  {Nx)\  dSj  .  . 


§  12.]  Kräfte  auf  starre  Körper.  101 

und 

&T  =  I  Uy  'PXX  —  X-  -pxy)  cos  (Nx)  +  {y  'Pyx  —  ^  'Pyy)  COS  (i%) 

+  0/  'P^x  —  ^  'P^^y)  COS  (Nx)  \dS ,  .  . 

Also  sind  F'   und  &'  gleich  Null,    wenn  alle  p   an  der 
Oberfläche  S  von  r  verschwinden. 

Wir  setzen 


f;  =  QE,  +  -lE^ 


bx 


r{(s—So)  E)-E,  +  i  E-'  -  -^J-"^ ,  etc. 

Dies  lässt  sich  (vgl.  S.  90)  schreiben: 

—  g^  [(f — 60)  ExEJ^  ,  etc. 

An  S  ist  £  =  £0;  also  sind  die  Grössen 

F!r .  '  öx  . .    gleich  Null. 

Demnach  sind  den  Kräften  f-dr  am  starren  Körper  die 
Kräfte  fi-dr  äquivalent,  wenn 

Ax  =  /i  +  /x ,  .  . 
also  fu  =  {q  +  Q)Er,  .  .  (69) 

Das  heisst:  Jeder  starre,  dem  Normalmedium  eingelagerte 
Köi-per  bewegt  sich  so,  als  wenn  auf  jedes  seiner  Theilchen 
eine  Ki*aft  wirkte,  welche  die  Richtung  des  Feldes  hat,  und 
dem  Product  aus  Feldintensität  und  „freier"  Elektricität  des 
Tlieilchens  gleich  ist. 

Wesentliche  Voraussetzung  des  Satzes  ist,  dass  an  der 
Grenze  des  sich  als  starre  Masse  bewegenden  Körpers  die 
Dielektricitätsconstante  bereits  den  Normalwerth  So  besitze. 
Mit  anderen  Worten:  wenn  die  obigen  Kräfte  die  Arbeit 
richtig  ergeben  sollen,  so  darf  ausschliesslich  das  Normal- 
medium Deformationen  erleiden;  von  der  Arbeit  bei  Ver- 
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Zerrungen  der  „polarisirbaren"  Köi-per,  d.  h.  von  den  Span- 
nungen in  den  letzteren,  geben  die  Kräfte  /;  keine 
Rechenschaft. 

Es  ist  im  Punkte  ]){x,  ?/,  ;): 

Ex  ==  —  ^  und  nach  (65) 
^  =  -A_  2;2-^—^,  wo  r^  =  pp^] 

^^^0    k         ''k 

also  ist  nach  (69)  die  j:-Componente  der  in  p  auf  den  Träger 
von  (e  +  e)  wirkenden  Kj-aft: 

Diese  Kraft  ist  die  Resultante  von  Elementarkräften 

4  Wo  '       rji.2     » 

welche   die  Richtung  der  wachsenden  r^  haben.    Also:   Die 

Bewegungen  starrer,  dem  Normalmedium  eingelagerter  Körper 
werden  vollständig  dargestellt  durch  die  Annahme:  zw^ischen 
je  zwei  Körpertheilchen  wirkt  eine  abstossende  Ki'aft  von  der 
Grösse 

wo  (ß  +  e')  die  „freie"  Elektricität  des  Theilchens  bezeichnet. 


a)  ein  einziger  polarisirbarer  starrer  Körper. 

Eine  weitere  Vereinfachung  erhalten  wir  durch  besondere 
Annahmen:  es  sei,  wie  S.  98,  ausser  dem  von  uns  betrach- 
teten Körper  weder  ein  polarisirbares  Dielektricum  noch 
ein  Leiter  vorhanden.  Dann  befinden  sich  die  e  ausschliess- 
lich in  dem  Körper  selbst,  und  die  Abstände  r^.  dieser  c/  von 

den  Punkten  p  des  Körpers  ändern  sich  daher  nicht,  da  der 
Körper  ja  starr  sein  soll.  Es  kann  daher  im  Ausdruck  der 
Kräfte  <p  durch  <fo,  oder  E  durch  Eo  ersetzt  werden,  ohne  dass 
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die  virtuelle  Arbeit  verändert  wird.    Das  lieisst:  wir  dürfen 
als  die  auf  dt  wirkende  Kraft  jetzt  auch  annehmen:  f-dr,  wo 

/i  =  ((>  +  q)  Eor  ,  .  (71) 

b)  starrer  Körper  ohne  elektrische  Ladung. 

Wir  specialisiren  in  anderer  Richtung:  die  weitere  Um- 
gebung unseres  starren  Körpers  kann  jetzt  beliebig  sein; 
lediglich  das  Medium,  welches  er  bei  seinen  Bewegungen  ver- 
drängt, soll  das  Normalmedium  sein.  Der  Körper  selbst 
aber  soll  keine  elektrische  Ladung  besitzen. 

Die  Kraft  f  in  (53)  erhält  den  Ausdruck: 
und  es  wird  daher  (mit  den  Bezeichungen  von  S.  100): 

öx j\m  [y-^^ ^-  -dir)  ^''"^ 

Da  £  —  «0  =  0  an  der  Oberfläche  von  t  ,  so  folgt  durch  par- 
tielle Integration  über  x: 


dXf . , 


^'^  —J  ~2~  ~W 

Das  heisst  aber:  die  Bewegungen  des  starren,  ungeladenen 
Körpers  gehen  so  vor  sich,  als  ob  auf  jede  Volumeneinheit 
eine  Kraft  f  wirkte  mit  den  Componenten 

Dieser  Ausdruck  ist  nicht  direkt  brauchbar,  wenn  der  Körper 
ohne  stetigen  Uebergang  von  e  zu  So  gegen  seine  Umgebung 

abgegrenzt  ist;  denn  dann  kann  an  der  Oberfläche  -x^- ,  .  . 
nicht  gebildet  .werden. 
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Er  ist  aber  nützlich  in  einem  besonderen  Fall:  der 
Körper  unterscheide  sich  elektrisch  nur  sehr  wenig  von 
dem  umgebenden  Normalmedium,  d.  h.  es  sei  s — So  sehr 
klein  gegenüber  So.  Nach  (62)  und  (63)  unterscheidet  sich 
das  Feld  E  von  dem  Felde  Eo,  welches  vorhanden  war, 
ehe  man  in  r  das  Normalmedium  durch  unsem  Körper  er- 
setzte, um  ein  Zusatzfeld  Z,  welches  gegenüber  E  gleichzeitig 

mit verschwindet.     Es  wird  daher  unter  unserer  Vor- 

aussetzung  in  erster  Näherung: 


6-.,   0(^,2) 

Dieser  Ausdruck  behält  seinen  bestimmten  Sinn,  auch  wenn 
6  sprungweise  in  8o  übergeht.  Er  zeigt  eine  Kxaft  an,  welche 
jedes  Körpertheilchen  in  der  Richtung  vorwärts  treibt,  in 
welcher  das  ursprünglich  gegebene  Feld  sich  am  schnellsten 
ändert.  Mit  der  Richtung  des  Feldes  hat  die  Richtung  der 
Kraft  nichts  zu  thun. 

Der  Ausdruck  in   (73)   ist   aber    nur    brauchbar,    wenn 

~. ^    .  .  nicht  Null  ist.     Ist   das   gegebene  Feld   Eo  in   r 

„gleichförmig",  d.  h.  constant  nach  Grösse  und  Richtung, 
so  folgt  aus  (72)  als  erste  Näherung: 

-(^-^o){K.'-l^  +  Ej^-  +  EJi). 

8  —  € 

Da  Z  zugleich  mit    — ^  verschwindet,    so    werden   also   die 

Kräfte  in  dem  gleichförmigen  Feld  klein  wie  die  zweite 
Potenz  dieser  kleinen  Zahl. 

B.  Kräfte  auf  beliebige  nicht  geladene  dielektri- 
sche Körper. 

Alles  bisherige  bezog  sich  auf  die  Kräfte  an  standen 
Körpern.  —  Es  lässt  sich  aber  noch  ein  sehr  brauchbarer 
Ausdruck  herstellen   für   die  virtuelle  Arbeit,  bei  beliebigen 
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Verschiebungen  und  Delbnnationen  eines  in  das  Normal- 
medium  eingebetteten  Körpers,  unter  der  einzigen  Voraus- 
setzung, dass  dieser  Körper  keine  wahre  elektrische  Ladung 
besitzt. 

Wenn  l)ei  irgend  welchen  Verschiebungen  die  Energie 
die  Veränderung  dlVe  erleidet,  so  ist  ganz  allgemein  von  den 
elektrischen  Kräften  die  Arbeit 

iA  =  _  dWe 

geleistet.  Wir  denken  nun  im  Köi^per  die  Constante  t  durch 
das  t^  des  umgebenden  Nonnalmediums  ersetzt,   im   übrigen 

aber  nichts  geändert,  und  nennen  für  diesen  Fall  die  Energie 
Tr^^.    Da  der  Körper  keine   elektrische  Ladung  besitzt,   so 

würden  beliebige  Verschiebungen  jetzt  das  Feld  gar  nicht 
ändern;    der   entsprechende  Werth   von   dW^^  ist  also  Null. 

Daher  können  wir  schreiben: 

iA d(if;-irj.  (74) 

Es  ist  aber  nach  (50) 

»;  -  "«  =  -  i/(e-0  (ßx  K.  +  Ey  E„j  +  E,  EJ  dt. 

Also  kennt  man  das  auf  den  Körper  wirkende  Kräftesystem, 
sobald  man  die  rechts  stehende  Grösse  als  Function  der  Para- 
meter dargestellt  hat,  welche  die  Lage  und  Form  des  Körpers 
bestimmen.  Der  Integrand  hat  von  Null  verschiedene  Werthe 
nur  in  dem  vom  polarisirbaren  Körper  erfüllten  Kaum  t. 
Also  braucht  man  auch  zur  Bemiheilung  des  Kraftsystems 
das  Feld  E  nur  innerhalb  t  zu  kennen. 


Ehe  wir  unsere  Sätze  auf  specielle  Beispiele  anwenden, 
wollen  wir  noch  eine  allgemeine  Beziehung  ableiten,  welche  ge- 
stattet, aus  jeder  für  ein  ungeladenes  Dielektricum  gefunde- 
nen Gleichung  sofort  eine  andere  abzuleiten,  die  ceteris  paribus 
für  einen  ungeladenen  Leiter  gilt:  In  ein  beliebiges  gegebenes 
Feld  werde  an  Stelle  des  Normalmediums  («o)  ein  homogener, 
ungeladener  dielektrischer  Körper  gebracht.  Sein  Volumen 
heisse   r,    seine    Oberfläche    5  mit   den   Normalen  Ni  nach 
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inuen,  Na  nach  aussen.  Wir  setzen  also  voraus:  in  t  ist 
£  =  c,  constant;  weder  in  r  noch  auf  S  befindet  sich  wahre 
Elektricität.    Das  heisst: 

in  t:  s^  r{E)  =  0 

an  S:  BoE^    +  e,  £,v.  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  da 

ir{E)dT  =  —  lE^.  dS,  die  weitere: 

BoEj^dS=(^. 


I' 


Man  lasse  nun  £^  unendlich  werden,  und  fordere,  dass  das 
Feld  im  Aussenraum  weiter  den  allgemeinen  Bedingungen 
genüge,  also  u.  A.  endlich  bleibe.  Dann  giebt  die  Bedingung 
an  S: 

und  aus  dieser  Gleichung  zusammen  mit:  r{E)  =  0  folgt  (vgl. 
S.  48  unter  g): 

E^O  in  T. 

Wir  vergleichen  hiermit  eine  andere  Aufgabe:  statt  des 
ungeladenen  Dielektricums  werde  ein  ungeladener  Leiter  in 
das  Feld  gebracht.  Die  Bedingungen  für  r  und  S  lauten  jetzt: 

JE;=OinT:     l€oE.rdS=0. 


■'  f 


A 


Es  sind  dieselben  Bedingungen,  die  wir  soeben  fanden; 
sie  bestimmen  aber  zusammen  mit  der  gegebenen  Elektricitäts- 
vertheilung  im  Aussenraume  das  Feld  E  eindeutig  (vgl.  S.  44 
unter  b).    Das  Feld  ist  also  in  beiden  Fällen  das  gleiche. 

Weiter:  zum  Werth  der  Energie  trägt  in  beiden  Fällen 
der  Kaum  t  nichts  bei;  im  Aussenraum  aber  haben  e  und  E 
in  beiden  Fällen  identische  Werthe. 

Also  folgt:  wenn  in  irgend  einem  Fall  die  Feld-  und  Ener- 
gieänderung gefunden  ist,  die  durch  Einführung  eines  ungelade- 
nen dielektrischen  Körpers  {e^)  an  Stelle  des  Normalmediums 
JieiTorgerufen  wird,   so   erhält  man  die  Feld-  und  Energie- 
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änderung,  welche  ein  ungeladener  Leiter  von  gleicher  Gestalt 
hervorruft,  indem  man  in  der  Lösung  a^  ==  oc  setzt.  —  Das 
gleiche  gilt  nach  (74)  für  die  mechanischen  Kräfte. 

Dies  ist  aber  eine  blosse  Rechnungsregel;  es  bedeutet 
keineswegs,  wie  zuweilen  behauptet  wurde,  dass  die  Dielektri- 
citätsconstante  eines  Leiters  unendlich  ist.  Dass  über  diese 
Grösse  aus  elektrostatischen  Erscheinungen  nichts  ge- 
folgert werden  kann,  wurde  schon  früher  (S.  45)  hervorge- 
hoben. Messungen  anderer  Art,  welche  für  diese  Grösse 
vorliegen,  haben  stets  endliche  Werthe  ergeben.  (Siehe 
Kap.  II,  §  2.) 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Vertheilung  der  „inducirten" 
Elektricitätsmengen  e  betrachten:  im  Innern  des  homogenen 
Dielektricums  ist  q=0  (s.  S.  99).  An  der  Obei'fläche  ist 
nach  (62) : 

0  =  —  («1  —So)  E^.  oder,  da 

Bo E^^  +  6^  £'j^^=  0 ,  auch 

d  =  (e,  —Bo)  -^  E^^. 
Wenn  nun  b^  unendlich  wird,  so  wird 

Für  den  Leiter  aber  gilt: 

im  Innern:  ()  =  0 

an  S:  c=BoEj^  ; 

das  heisst  also:  die  fingirte  Elektricitätsvertheilung  im  einen 
Fall  ist  identisch  mit  der  wahren  Elektricitätsvertheilung  im 
andern  Fall. 

Die  ältere  Theorie  bezeichnet  die  eine  wie  die  andere 
als  „inducirte"  Elektricität.  In  der  That:  sie  ist  gegeben 
weder  füi-  das  Dielektricum,  noch  für  den  Leiter;  sie  wird 
jedesmal  gefunden  nur  durch  die  vollständige  Lösung  der 
Aufgabe:  das  Feld  zu  finden.  Bekannt  ist  nur  die  Summe 
für  den  ganzen  Körper;  sie  ist  Null.  Und  wie  wir  soeben 
gesehen  haben:  die  beiden  Aufgaben  —  die  inducirte  Elek- 
tricität   des    Dielektricums    und    diejenige    des    Leiters   zu 
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finden  —  stehen  auch  mathematisch  im  engsten  Zusammen- 
hang: die  zweite  bildet  lediglich  einen  Grenzfall  der  ersten. 
Hiernach  kann  es  gewaltsam  erscheinen,  die  beiden  Vor- 
gänge systematisch  zu  trennen,  wie  wir  es  gethan  haben;  es 
erscheint  naturgemäss,  die  „freie",  nicht  die  „wahre"  Elektri- 
cität  in's  Auge  zu  lassen.  Entscheidend  für  unsere  Darstel- 
lung ist,  dass  nur  für  die  „wahre"  Elektricität  das  folgende 
gilt:  sie  haftet  fest  an  den  Elementen  des  Isolators;  wenn 
sie  im  Leiter  den  Ort  wechselt,  so  ist  mit  dieser  Bewegung 
(elektrische  Strömung)  ein  ganz  bestimmter  Energieumsatz 
verbunden. 

Die  Aufgabe,  für  ein  gegebenes  ursprüngliches  Feld  Eq 
das  Zusatzfeld  Z  zu  finden,  welches  durch  einen  imgeladenen 
dielektrischen  Körper  von  bestimmter  Form  hervorgerufen 
wird,  ist  nur  für  wenige  Einzelfälle  gelöst,  von  denen  wir  die 
wichtigsten  jetzt  behandeln  wollen. 

Allen  diesen  Fällen  ist  das  folgende  Merkmal  gemeinsam: 
es  wird  vorausgesetzt,  dass  in  dem  urspninglichen  Felde  nur 
ein  homogener  Isolator  vorhanden  sei,  mit  Ausschluss 
von  Leitern.  Dieser  Voraussetzung  wird  durch  die  that- 
sächlichen  Versuchsbedingungen  in  Strenge  niemals  genügt; 
denn  die  Elektricitätsmengen  des  Feldes  Eo  befinden  sich 
thatsächlich  stets  auf  Leitern;  damit  also  die  jetzt  abzulei- 
tenden Resultate  wenigstens  eine  brauchbare  Näherung  dar- 
stellen, müssen  diese  Leiter  sehr  entfernt  sein  von  dem  die- 
lektrischen Körper,  durch  dessen  Anwesenheit  Eo  in  E  ver- 
wandelt wird. 

Wir  machen  diese  Annahme  und  wir  setzen  femer  voraus, 
dass  der  polarisirbare  Körper  homogen  sei  mit  der  Con- 
stante  f.   Dann  drückt  sich  das  Zusatzpotential  aus  nach  (67) : 

1 


B  —  BO 


4  7Ifo 


rfr, 


oder  nach  (68): 

f  -  ^0  i'-^       dS 


^  Bo     I      ^i  47ir 

und  die  Arbeit  bei  einer  Verschiebung  ist  nach  (74): 


-^f^". 
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0^1  =  —  dilVe—  Wco),  wo 

We  —Weo='-  if{s  —  So)  (E\-Eox  +  .  .  )  dt. 

Sowohl  das  Zusatzfeld,  wie  die  Energieänderung  ent- 
halten  die  Grösse  ^1^^.    Diese  kann  daher  bestimmt  werden 

erstens  aus  der  Feldänderung,  welche  der  Körper  hervorruft, 
—  zweitens  aus  den  mechanischen  Kräften,  welche  er  erleidet. 
Ihre  Messung  betrachten  wir  als  die  gestellte  Aufgabe. 

Es  möge  nun  das  ursprüngliche  Feld  Eo  im  Raum  t 
gleichförmig  sein  und  durch  D  bezeichnet  werden,  —  so 
dass  also  Dxj  Dy,  Dx  Constanten  sind.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  auch  das  neue  Feld  E,  und  somit  das  Zusatzfeld  Z  in 
T  gleichförmig  sei.  Es  fragt  sich  zunächst,  ob  und  unter 
welchen  Bedingungen  diese  Annahme  erfüllbar  ist. 

Unsere  Annahme  fordert,  dass  ;(  in  t  eine  lineare 
Function  von  x,  y,  x  sei.  Es  ist  aber  andererseits,  da  ß-,  Ey^  Ex 
in  r  Constanten  sein  sollen: 


X  A. 


Ane, 


E, 


r 


'  är  +  Ey\-^dT  +  Ex\-^  dx 


oder,  da 


r'^  =  (a:-a:')2  +  .. 


ö-^ 


1 


hx'  ~        ^x    ^^^' 


und 


etc.  ist: 


e  — f. 


x  =  — 


[^^t 


+  ^y  %  +  f- 


(75) 


das  Newton'sche  Potential  des  Raumes  r 


Cdx 

wo  ff  =     1   . 

^  J  47ir 

und  Kx  .  .  die  constanten  Werthe  in  r  bezeichnen. 

Damit  also  x  innerhalb  t  linear  sei  in  x,  y,  Xj  muss  g  inner- 
halb T  ganze  Function  zweiten  Grades  von  x^y^x  sein. 

Das  ist,  wie  wir  in  §  7,  S.  50  sahen,  der  Fall,  wenn  r 
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ein  Ellipsoid  ist.     Es  ist  dann,   wenn  die  Hauptaxen  des 
Ellipsoids  zu  Coordinatenaxen  genommen  werden, 


m  t: 


g  =  const.  —  \  {Ax^  +  By2  ^  g^r^^ 


wo  Ä,B,  C  gewisse  Constanten  bedeuten,  welche  durch  die  Axen- 
verhältnisse  bestimmt  sind. 

Daraus  folgt: 


f  —  e 


m  t: 


X= -\Ex'A'X  +  Ey-By  +  Ex'C'z] 


und  weiter  nach  (61): 


m  r: 


ExÄ  =  Ex—  Dx  etc.  oder 


D. 


Ex=        TUT""'     ^ 


A 


1  + 


£  —  Cv 


1  + 


S  —  B, 


>     Ex  = 


D. 


B 


1  + 


£— -f. 


(76) 


C? 


Daher  ist  für  beliebige  Punkte  des  Baumes  nach  (75): 


z  =  — 


Dx 

■da!  + 

(77) 


/dt 
T-     die  in  §  7,  S.  .50  angegebene  Function, 

oder  auch  (s.  die  letzte  Gleichung  S.  108): 


Z  = 


D^  cos  {N^  x)       Dy  cos  [Ni  y)        D^  cos  (2V^  x) 
1 ^ 1 _ 


+  Ä 


+  B 


f—^o      ■  f-^o      '  ^""^0 


+  G 


dS 
4t7fr 


(78) 


Wir  wollen  diese  Lösung  verificiren: 

Das  Potential  g)o  des  ursprünglichen  Feldes  ist  bestimmt 
durch  folgende  Bedingungen: 

in  t:  Jg)^  =  0, 

ausserhalb  t:  £o^g)o^=  —  q  (gegebene  Grössen), 
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das  Potential  q>  des  neuen  Feldes  durch  folgende  Bedingungen: 

in  t:  A^  =  0, 

ausserhalb  t:  €oAg)^=  —  p  (dieselben  Grössen,  wie  oben), 

an  S:  «  ^,+ «»/X;  =  0; 

also  das  Zusatzpotential  X==^  9  —  9o  durch  die  Bedingungen: 

in  T  und  ausserhalb  t:  /Ix  =  0 

ans:  ^  y^- +  6,  ^^-  =  -(£-0 -^^. 

=  (s—So)  (Dx  cos  (N^x)  +  Dy  cos  (N^y)  +  2>»cos  (-N^«)j. 

Dazu  kommen  jedesmal  noch  die  „allgemeinen  Be- 
dingungen." 

Nun  ist  X  endlich  und  stetig  und  verschwindet  im  unend- 
lichen. Es  ist  femer  Jj^  =  0  in  t  und  ausserhalb  t.  Alles  dies 
folgt  aus  dem  Ausdruck  von  x  ^^  (78),  welcher  die  Form  des  in 
§§  3,  4  behandelten  Flächenpotentials  besitzt.  Es  ist  also  nur 
noch  die  an  S  geltende  Bedingung  zu  verificiren. 

Nun  folgt  aus  dem  Ausdruck  (78)  weiter  (vgl.  §  4) : 


bx      ,      hx    D^co8{N^x)       DyC08{Niy)       DxCos{NiX) 

^»  O^a  _!o_^  -^+B  -^+C 


■0  c         c<,  ».         «-0 

Aus  dem  Ausdruck  (77)  aber  und  dem  Werth  von  ^  in  t: 
g  =  const  —  I  (Ax^  +  By^+  Cx^)      folgt: 

/^^  il  cos  (A;  rr)        7)^  B  cob  (N^  y)        D^  C  cos  { iV^  *) 
Jo     +A  -^    +B  -'^^  +C 

Indem  man  die  erste  Gleichung  mit  £o,  die  zweite  mit 
f— t^  multiplicirt  und  addirt,  erhält  man  die  zu  verificirende 
Gleichung. 

Wir  erhalten  weiter  aus  (76): 
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«0 


Jf  e  —  n  CO  —         o 


D'''  ß«*  ß," 


T.  (79) 


Um  auf  den  Werth  von  ^  zunächst   aus   dem  erzeugten 

Felde  zu  schliessen,  denke  man  etwa  die  a-Axe  des  EUipsoids 
dem  ursprüngliclien  Felde  D  parallel  gestellt. 
Es  wird  dann  nach  (77) 


6  —  S 


+   ^ 


Es  werde  weiter  das  Feld  beobachtet  in  einer  Entfernung 
R  vom  Mittelpunkt  des  EUipsoids,  welche  gi'oss  ist  gegen 
die  Dimensionen  des  letzteren.    Dort  ist 

r 

Wenn  etwa  noch  der  betrachtete  Punkt  in  der  x-Axe  (der 
verlängerten  a-Axe)  liegt,  ist 

bx  iiiR^ ' 

und  niie  Werthe  in  der  Nachb/irschaft  sind  symmetrisch 
um  die  ^--Axe  vertheilt.    Daher  ist  Z  parallel  mit  j-,  und 

Ist  nun  ^/g^  eine  grosse  Zahl,  so  wird  Zr  wesentlich  nur 

abhängig  von  A,  d.  h.  der  Form  des  EUipsoids,  dagegen 
nahezu  unabhängig  von  e,  —  ausser  wenn  A  sehr  klein  ist. 
Nun  nähei-t  sich  A  der  Null,  wenn  die  a-Axe  sehr  gross  ist 
gegen  wenigstens  eine  der  beiden  anderen  Axen  (s.  S.  53). 

Man  muss  also,  da  man  Rotationsellipsoide  benutzen 
wird,  entweder  ein  sehr  gestrecktes  mit  seiner  Rotationsaxe 
in  die  Feldrichtung,  oder  ein  sehr  flaches  mit  seiner  Rota- 
tionsaxe  normal   zur  Feldrichtung   stellen.     Dann   wird  Zx 

nahezu  proportional   mit  ^^'^. 
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Um   auf  die   Grösse    ^    aus   den   mechanischen  Kräften 

zu  schliessen,  denke  man  das  EUipsoid,  drehbar  um  die 
verticale  c-Axe,  aufgehängt.  Dann  ist  jede  der  möglichen 
Lagen  definirt  durch  den  Winkel  B-,  welchen  die  a-Axe  mit 
der  horizontalen  Componente  H  des  Feldes  D  einschliesst, 
und  es  wirkt  auf  das  EUipsoid  ein  Drehungsmoment  zu 
wachsendem  ß-: 

Es  ist  aber: 

Dx  =  H  cos  ^,  Dy  =  H  sin  ß-,  Dx  =  const, 

also  nach  (79): 

1  1 


«0 


Ö  =  2 


^0  .       „  ^0 


+  B         ---  +^ 


xJ  —  ^o  e—So 


IP  sin2d-'T.       (81) 


Wenn  a>>5,  so  ist  ä<CB<C1l  (s.  S.  53)  und  folglich  die 

Klammergrösse   negativ,   also   auch  ß  negativ,  wenn  *'<^- 

Das  heisst:  das  EUipsoid  sucht  sich  mit  der  grösseren 
seiner  horizontalen  Axen  in  die  Feldrichtung  zu  stellen,  — 
und  zwar  findet  diese  Einstellung  statt,  gleichviel, 
ob  6  grösser  oder  kleiner  als  So  ist. 

Ist  aber eine  sehr  kleine  Zahl,  so  wird,  da  A  und  D 

stets  echte  Brüche  sind,  das  Drehungsmoment  G  proportional 
mit  dem  Quadrat  dieser  kleinen  Zahl.  —  Unter  der  gleichen 
Voraussetzung  geht  (79)  über  in: 

Ist  das  Feld  Z)  nicht  in  Strenge  gleichförmig,  aber  merk- 
lich gleichförmig  in  t,  so  folgt  aus  diesem  Ausdruck  eine 
translatorische  Kraft  F  auf  das  EUipsoid,  deren  x-Com- 
ponente  ist: 


e—e 


0 


d(D») 


Cobn,  elektromagn.  Feld.  8 
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f-^o 


Diese  Kraft  enthält  nur  die  erste  Potenz  von        -,  und 


«a 


sie  kann  daher,  selbst  bei  langsam  variirendem  Feld,  merk- 
lich sein,  während  das  Drehungsmoment  unmessbar  klein  ist.  — 
Die  Kraft  F  ist  femer  unabhängig  von  A,  B,  C,  d.  h.  von  der 
Form  des  EUipsoids.  Sie  kann  betrachtet  werden  als  die 
Resultante  von  Elementarkräften  f-  dt,  welche  auf  die  einzelnen 
Volumelemente  dr  wirken,  wo  dann 

f^~  '2        hx 

zu  setzen  ist.  Durch  diese  Ausführungen  werden  die  allge- 
meinen Bemerkungen  S.  104  bestätigt. 

Wir  wollen  jetzt  specialisiren:  es  sei  a  =  ft  =  c,  der  Körper 
eine  Kugel.  Da  jetzt  die  Lage  des  Coordinatensystems  gegen 
den  Kor  per  keine  Bedeutung  mehr  hat,  nehmen  wir  x  parallel 
dem  Feld  D.  Dann  wird  aus  (77)  nach  (27)  und  (28) 
(S.  54): 

in  der  Kugel:  x  =  zröf  Dx 

„,  \  (82) 

ausserhalb  der  Kugel:  ;c=     lo^^-^*  3 

wo  r  =  'y^x^-fy^-\-z~^j 
—  und  aus  (79) : 

We  -  Weo  =  —  J  e,  ^^  Dh .  (83) 

Nehmen  wir  wieder  an,  das  Feld  D  sei  nicht  in  Strenge 
gleichförmig,  so  folgt  aus  diesem  Ausdruck  eine  auf  die  Kugel 
wirkende  Kraft  i?',  welche  in  die  Richtung  /  fällt,  in  der  das 
Feld  D  am  schnellsten  variirt,  —  deren  Werth,  nach 
wachsenden  /  geschätzt,  ist 

und  welche  daher  thatsächlich  zu  Stellen  gi'össerer  oder 
kleinerer  Feldintensität  weist,  je  nachdem  b  grösser  oder 
kleiner  als  So  ist. 
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Qualitativ  bedeutet  das:  die  Kugel  sucht  diejenigen 
Stellen  auf,  in  welchen  sie  möglichst  viele  (resp.  möglichst 
wenige)  Bj-aftlinien  des  ursprünglichen  Feldes  in  sich  auf- 
nimmt. Besonders  ist  zu  bemerken,  dass  die  Richtung  der 
mechanischen  Kraft  nichts  mit  der  Richtung  der  Feldin- 
tensität  zu  thun  hat.  Es  ist  £>>fo,  wenn  so  der  Luft,  e  aber 
einem  beliebigen  festen  oder  flüssigen  Isolator  angehöi-t.  Die 
Ki'äfte  auf  eine  leitende  Kugel  finden  wir  nach  S.  107, 
wenn  wir  b  =  oo  setzen;  sie  wird  also  zu  Stellen  höchster 
Feldintensität  getrieben.  Hiermit  stimmt  die  Erfahrung  über- 
ein, dass  kleine  nicht  elektrisirte,  —  leitende  oder  isolirende,  — 
Körper  in  Luft  von  elektrisirten  Körpern  angezogen  werden: 
von  den  elektrisirten  Körpern  gehen  die  Ki-aftlinien  aus;  in 
ihrer  Nähe  sind  sie  am  stärksten  concentrirt. 

Quantitativ  ergiebt  sich,  dass  die  Kräfte  auf  eine  dielek- 
trische und  auf  eine  leitende  Kugel  vom  gleichen  Radius,  die 
in  dasselbe  Feld  gebracht  werden,  im  Verhältniss 

zu  einander  stehen.    Wird  also  q  gemessen,  so  findet  man 

E   ^  l+2q 

Auf  solche  Weise  hat  Boltzmann  die  Verhältnisse  der 
Dielektricitätsconstanten  (e)  verschiedener  Körper  zu  der- 
jenigen der  Luft  (bo)  bestimmt. 

Im  Anschluss  an  die  letzten  Betrachtungen  behandeln 
wir  noch  den  Fall  einer  Hohlkugel  von  der  Constante  e 
und  den  Radien  a^  undflr2j  welche  in  das  gleichförmige  Feld 
/;  gebracht  wird. 

Das  Potential  x  ^^^  jetzt  ausser  den  allgemeinen  Beding- 
ungen den  folgenden  Gleichungen  zu  genügen  (s.  S.  111): 

für  r=a,  -  Bo{^£)_-^  s  (g)^=  («-..)  D  ^^  , 

für  r==a,  _  e  (|)_  +  .„  g)^=  -  (^-£„)  ß  J , 

im  übrigen  im  ganzen  Raum:        Ax  =^  0. 

8* 
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Hier  sollen  die  J^  Richtungsderivirte  bezeichnen  und  die 

Indices  —  und  +  bedeuten,  dass  die  Derivirten  in  unend- 
licher Nähe  der  fraglichen  Kugelfläche  auf  der  Seite  der 
kleineren,  bezw.  grösseren  r  zu  bilden  sind. 

Nun  kann   aus   der  Lösung  (82)  leicht   entnommen   oder 
auch  direct  verificirt  werden,  dass  die  Function 


Vi 

-  X            für  r  <  öj 

V, 

—  x(-'J    für  r';>a^ 

dchu 

ngen  genügt: 

b\pl             X 

br          r  ' 

öi^t             ^  x(ai\ 

für  r  <C  ^1 
für  r  >  a| 


femer  überall,  ausser  für  r  =  a^: 


-^-  stetig  und  Jtp,  =  0. 


Ebenso  gilt  für  die  Function: 


ip2  "^  ^             fürr  <;ö2 

< 

\^tp2—x  ^^j   für  r  >  «2 

das  folgende 

für  r <Ca2 

htp2             X 

br         r  ' 

für  r'^  a<i 

hrp2            o^(^A^ 
br              ^  r\r)  ' 

■ 

und  überall. 

ausser  für  r  —  02  : 

^  stetig  und  Jtp2  —  ^• 

Bilden  wir  also 

SO   genügt   diese  Function    überall,    ausser    für  r  =  a^    und 
r==a^,  der  Gleichung:  J;^  =  0.    Und  es  ist  femer,  wenn  wir 

3 


setzen : 


G)-^ 
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für  r  =  a,    • 


für  r  = 


oj 


Diese  Function  genügt  also  auch  den  an  den  Kugelober- 
ilächen  zu  erfüllenden  Bedingungen,  wenn  noch  c,  und  Cj  aus 
den  Gleichungen: 

—  So  (ci  +  C2)  +  €  (—  2ci  +  Cj)  =  (e  —  €0)  Z> 
und  —  «  (—  2c,  /9+  c,)  +  So (—2c,  /9—  20^)  =—  (e  — f«)  /> 

bestimmt  werden. 

Wir  wollen  nur  das  im  Hohlraum  entstehende  Fi»ld  E 
näher  betrachten.  Dort  ist  es  gleichförmig,  und  gleichgerichtet 
dem  ursprünglichen  Felde  D.    Es  wird 

£=D-J^  =  Z)-(c,+C2); 

j9  ist  ein  echter  Bruch.  Das  Feld  wird  daher  durch  Umgeben 
mit  einer  Kugelschale  stets  geschwächt.  Die  Schwächung 
hängt  nur  ab  vom  Verhältniss  der  B,adien  und  dem  Ver- 

hältniss   *.    Sie  ändert  sich  auch  nicht,  wenn  s  und  «0  ver- 

tauscht  werden.  Sie  kann  bei  gegebenen  Materialien  nicht 
beliebig  weit  getrieben  werden;  denn  es  bleibt  stets 

Nur  wenn   -    unendlich   wird,    wird    £  =  0    selbst    im 

«0 
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Innern   der   dünnsten  Schale.     Dies  ist  das  bekannte  Ver- 
halten einer  leitenden  Hülle. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Gleichung  (73)  (S.  104)  auf 
einen  speciellen  Fall  anwenden: 

.  Das  Feld  Eo  sei  ein  solches,  w^ie  es  von  zwei  entgegen- 
gesetzt gleichen  Elektricitätsmengen  hervorgebracht  wird,  die 
auf  der  a:-Axe  in  gleichen  Abständen  zu  beiden  Seiten  der 
/yr-Ebene  liegen  mögen.  Aus  den  Symmetrieverhältnissen  folgt 
dann,  dass  für  kleine  Werthe  von  x,  y,  z  ist: 

JBo^  =  const  +  ah,'^  —  fe^  (^2  _|_  .  2)  ^ 

wo  a  und  h  Constanten  bedeuten. 

In  dieses  Gebiet  nun  werde  ein  dünnes  Stäbchen  von  der 
Länge  2/  und  dem  Querschnitt  q  so  gebracht,  dass  sein 
Mittelpunkt  sich  im  Coordinatenursprung  befindet,  und  es 
sich  um  diesen  in  der  iry-Ebene  drehen  kann.  Es  ist  dann 
für  ein  Element,  welches  sich  im  Abstand  s  vom  Mittelpunkt 
befindet, 

fx'dT  =  {€  —  Bo)  cL^x  •  qds 

/y  •  rfr  =  —  (e  —  £o)  hhj  •  qds, 

Ist  ferner  d-  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  der 
wachsenden  s  und  der  x-Axe,  so  ist 

^•  =  ^.008^,  t/  =  ssin^, 

und  das  Drehungsmoment  zu  wachsenden  d-: 

0=1  {x'fy  —  y-fT)dx  =  —  (e  —  £©)  ^  3"      sin  2^  •  /  s'^qds. 

ß  hat,  wenn  {^  ein  spitzer  Winkel  ist,  das  Vorzeichen 
von  — {€  —  ioj\  d.  h.  das  Stäbchen  sucht  sich  in  die  x-Axe, 
also  in  die  Richtung  der  Kraftlinien,  „axial",  zu  stellen, 
wenn  b^Bo\  dagegen  in  die  i/-Axe,  senkrecht  zu  den  Kraft- 
linien, „äquatorial",  wenn  £  <  f o.  —  Diese  Beziehung  ist  aber 
keine  allgemeingültige;  sie  ist  bedingt  durch  die  besonderen 
Symmetrie- Verhältnisse  des  von  uns   vorausgesetzten  Feldes. 

Wird   das   Stäbchen   aus   seiner  Gleichgewichtslage  um 
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einen   kleinen   Winkel   abgelenkt,    so    fuhrt   es   um   dieselbe 
Schwingungen  aus,  deren  halbe  Periode 

K 


T-.yi 


ist,  wo  K  das  Trägheitsmoment  um  die  Drehungsaxe,  L  die 
Directionskraft,  d.  h.  den  Quotienten  aus  Drehungsmoment 
und  Ablenkungswinkel  bedeutet.  Nun  ist,  wenn  d  die  Dichte 
des  Stäbchens, 

=  d  '  I  s^qds 


K=d'fi 


i 
L  =  (fc — £o)  {a^-\-h'^)  '  I  s^ds ;  also 


-/' 


T2s=  ^^ 


(€-0  {a^+b^ 


T  hängt  in  einem  gegebenen  Felde  nur  von  der  Dielek- 
tricitätsconstante  und  der  Dichte  des  Stäbchens,  —  nicht  von 
seiner  Form,  —  ab.  Hieraus  würde  eine  einfache  Methode 
folgen,  die  Werthe  e  verschiedener  Isolatoren  zu  vergleichen; 

sie  ist  jedoch  nur  anwendbar,  wenn  — —-  eine    sehr    kleine 

Zahl  ist;  nui*  für  diesen  Fall  gilt  die  Ableitung. 


Kapitel  H. 

Die  elektrische  Strömung. 

§  1.-  Allgemeine  Gesetze. 

Unsere  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  ein 
statisches  elektrisches  Feld,  d.h.  ein  solches,  welches  ohne 
Energieumsatz  unverändert  bestehen  kann.  Damit  dieser  Zu- 
stand möglich  sei,  musste  in  jedem  Leiter  eine  gewisse  Be- 
dingung erfüllt  sein.  Die  Gesammtheit  der  Erscheinungen, 
welche  auftreten,  wenn  diese  Bedingung  verletzt  ist,  nennt 
man  „elektrische  Strömung".  Diesen  Erscheinungen  wenden 
wir  uns  jetzt  zu. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  Beispiel:  es  möge  ein  Con- 
densator  gebildet  sein  aus  zwei  Leitern  La  und  Lh  mit  den 
Elektricitätsmengen  ea  und  eh  und  den  Potentialen  (pa  und  gp*. 

Es  sei  g?a>9>6.  Nun  werde  für  eine  gewisse  Zeit  zwischen 
beiden  Leitern  eine  Verbindung  hergestellt  durch  einen  Metall- 
draht. *  In  diesem  Draht  ist  dann  die  Bedingung  des  stati- 
schen Zustandes  verletzt.  Als  Folge  hiervon  finden  sich  nach 
Aufhebung  der  Verbindung  und  Wiederherstellung  eines  stati- 
schen Zustandes  die  folgenden  Veränderungen  vor: 

1)  Der  algebraische  Werth  von  ea  hat  sich  vermindert, 
derjenige  von  et  um  den  gleichen  Betrag  vermehrt. 

Hiermit  ist  eine  Abnahme  der  elektrischen  Energie  gesetz- 
mässig  verknüpft;  es  hat  sich  nun 

2)  der  Draht  erwärmt,  und  die  erzeugte  Wärmemenge, 
in  mechanischem  Mass  gemessen,  ist  gleich  der  verlorenen 
elektrischen  Energie, 
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Man  bezeichnet  den  Vorgang,  dessen  Endergebnisse 
soeben  genannt  wurden,  als  einen  „elektrischen  Strom  von 
La  durch  den  Draht  nach  L^,",  und  man  definirt  diesen  Strom 
(i)  quantitativ  als  die  in  der  Zeiteinheit  erfolgte  Abnahme 
von  ea  oder  Zunahme  von  et: 

Mit  anderen  Worten:  wenn  Sa  (resp.  Sb)  eine  Fläche  be- 
zeichnet, welche  La  (Lb)  einschliesst,  aber  Lb  (La)  ausschliesst, 
und  N  ihre  äussere  Normale,  so  ist  i  definirt  durch: 

i  =  -  IJeE^S  =  +  ^  A^;^^^ .  (a) 

Denken  wir  uns  die  leitende  Verbindung  nur  während 
des  Zeitelements  dt  bestehend  und  bezeichnen  mit  de  die 
Elektricitätsmenge,  welche  von  La  auf  Lb  übergegangen  ist, 
während  die  Körper  selbst  ruhen.  Dann  ist  die  Abnahme 
der  elektrischen  Energie  nach  Kap.  I  Gleichung  (7)  S.  56: 

de  {^a—^h)  =  —  ^  ^f  q>a  +  ^j-  q)bjdt. 

Es  ist  also  nach  dem  oben  unter  2)  angeführten  Er- 
fahrungssatz die  in  der  Zeiteinheit  erzeugte  Wärmemenge: 

!P=-2;^.p.  (b) 

Wir  gehen  nunmehr  zum  allgemeinen  Fall  über:  wir 
nehmen  an,  es  sei  in  beliebigen  Volum theilen  eines  Leiters 
von  beliebiger  Form  das  elektrische  Gleichgewicht  gestört. 
Was  dann  vorgeht,  lässt  sich  darstellen  mit  Hülfe  eines  Vectors 
(A),  dessen  Grösse  und  Richtung  im  Leiter  von  Punkt  zu  Punkt 
sich  ändert,  und  den  man  „die  elektrische  Strömung" 
in  dem  betrachteten  Punkte  nennt.  Diesem  Vector  kommen 
Eigenschaften  zu,  welche  wir  durch  eine  Verallgemeineining 
der  Gleichungen  (a)  und  (b)  erhalten.  Die  erste  derselben  lässt 
sich  am  einfachsten  mit  Hülfe  einer  geometrischen  Darstellung 
aussprechen.  Wir  ziehen  „Strömungslinien",  welche  durch 
ihre  Kichtung  und  Dichte  die  Richtung  und  Zahlgrösse  von  A 
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in  derselben  Weise  darstellen,  wie  dies  fiir  sE  durch  die 
Kraftlinien  geschah  (s.  Kap.  I,  §  6).  Dann  lautet  die  Verall- 
gemeinerung von  (a): 

Die  Anzahl  von  Strömungslinien,  welche  aus  einer  be- 
liebigen geschlossenen  Fläche  S  austreten,  ist  gleich  der  in 
der  Zeiteinheit  erfolgenden  Verminderung  des  Elektricitäts- 
inhalts  e^  von  S  (oder  der  aus  S  austretenden  Kraftlinien). 

In  Zeichen:  für  jede  geschlossene  Fläche  S  ist 

fA^dS  =  -  ^•-  =  _  Ije  E^S.  ( 1 ) 

Andere  Fonnen  von  (I)  erhalten  wir,  —  wie  in  Kapitel  I 
bei  der  Gleichung  (A),  —  durch  Specialisirung  des  von  S  um- 
spannten Raumes  als  Volumelement;  sie  lauten: 

Zmn  Zweck  der  Erweiterung  von  (b)  betrachten  wir  einen 
Raum  r,  an  dessen  Grenzen  durchweg  die  Strömung  Null  ist, 
—  ein  „vollständiges  Stromgebiet",  wie  wir  ihn  nennen 
wollen.    Wir  bilden 

=  -S%.9=^-fl^r{eE).<p.dx. 

Dies  ist  nach  (l'): 

V=fr{Ä)'q>dr, 

und  durch  partielle  Integration,  bei  welcher  das  Oberflächen- 
integral fortfällt: 


ip 


T 


=  j{AxEr  +  AyEy  +  AxEx)  dz . 


Wir  nehmen  an,  dass  diese  Grösse  ?Pauch  im  allgemeinsten 
Fall  (sofern  nur  alle  Körper  ruhen)  die  per  Zeiteinheit  in 
nicht  elektrischer  Form  auftretende  Energie  darstellt, 
und  weiter,  dass  hierbei  im  Volumelement  dz  der  Energie- 
betrag 


§  1.]  Energieumsetzung.  123 

dW=-  (Ar Er  +  AyEy  +  A^Ex)  dx  =  AE- cos  {AE)-dt  (2) 
ei-scheint.*) 

Die  Verallgemeineining  des  Ausdrucks  „Wärme"  in  „nicht- 
elektrische Energieform"  ist  nöthig,  um  den  allgemeinsten 
Erfahrungen  gerecht  zu  werden,  —  ebenso  aber  auch  die  Um- 
formung von  8^,  durch  welche  daraus  das  Potential  (p  ver- 
schwand: Wir  erhielten  (b)  aus  elektrostatischen  Sätzen, 
indem  wir  zwei  Zustände  vor  und  nach  dem  Strömungsvor- 
gang verglichen.  Unsere  jetzige  Gleichung  (2)  dagegen  bean- 
sprucht Gültigkeit  in  jedem  Zeitpunkt  des  Strömungsvor- 
gangs selbst.  Für  beliebige  nicht-statische  Zustände  aber 
existirt,  wie  wir  sehen  werden,  ein  Potential  nicht. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  A  an  jeder  Stelle  des  Feldes 
durch  E  bestimmt  ist.  Strömung  ist  vorhanden,  wo  in  einem 
Leiter  das  Gleichgewicht  gestört  ist,  und  sie  ist  nur  dort 
vorhanden.  Das  heisst  nach  Gleichung  (D):  es  ist  ^i  =  0,  wo 
E  =  0.  Die  einfachste  mögliche  Annahme  ist  also,  dass 
allfifemein  A  proportional  und  gleichgerichtet  mit  E  sei: 

Ai  =  XEi  (3a) 

wo  A  eine  durch  das  Material  des  Leiters  bestimmte,  positive 
Constante  bezeichnet.  Diese  Gleichung  bestätigt  sich  that- 
sächlich  in  demselben  Umfange,  in  welchem  die  Gleichung  (D) 
Gültigkeit  besitzt.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  sie 
ganz  allgemeine  Gültigkeit  nicht  haben  kann: 

Betrachten  wir  einen  speciellen  Fall,  den  der  stationären 
Strömung.  Das  Feld  soll  also  nicht  statisch,  wohl  aber  der 
Zeit  nach  unveränderlich  sein.  Dann  ist  auch  die  elektrische 
Energie  TT«  unveränderlich,  und  folglich  die  erzeugte  nicht- 
elektrische Energie,  welche  in  der  Abnahme  von  ir«  ihr  Aequi- 
valent  findet,  in  ihrem  Gesammtbetrage  gleich  Null.  Diese 
Energie  wird  für  ruhende  Körper  vollständig  durch  die  Grösse 
V  dargestellt.    Also  muss  sein: 

(Ar Er   +    AyEy   +    AxEx)   dT  =   0. 


/< 


Führt  man  nun  hier  die  Gleichung  (3a)  ein,  so  kommt: 

ll2 


/= 


.    dz  =  0. 


♦)  Vgl.  Schluas  von  Kap.  II. 
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Daraus  aber  würde  folgen:  ^  =  0  im  ganzen  Leiter. 
Das  heisst:  unter  unseren  Voraussetzungen  wäre  eine  statio- 
n«äre  Strömung  bei  ruhender  Materie  überhaupt  nicht  möglich. 
Thatsächlich  kennen  wir  nun  solche  Strömung;  sie  kommt 
aber  nur  vor,  wenn  chemisch  oder  physikalisch  verschiedene 
Leiter  mit  einander  in  Berührung  sind.  Wir  können  also 
unsere  Gleichungen  ohne  Widerspruch  mit  der  Erfahrung 
festhalten  für  homogene  Leiter;  wir  müssen  sie  fallen  lassen, 
wo  die  materielle  Beschaffenheit  des  Leiters  räumlich  variirt. 
Hier  genügen  wir  der  Erfahrung  durch  die  Einfuhrung  einer 
gewissen  Richtungsgrösse  —  K,  welche  wir  als  „(innere) 
elektromotorische  Intensität"  in  dem  betrachteten  Punkte 
bezeichnen,  und  w^elcher  wir  folgende  Eigenschaften  beilegen: 
sie  hat  die  Richtung,  in  welcher  die  materielle  Beschaffenheit 
des  Leiters  am  schnellsten  variirt,  und  sie  ist  um  so  grösser, 
je  schneller  dieselbe  variirt;  sie  ist  Null  für  jeden  Punkt,  in 
dessen  unmittelbarer  Umgebung  der  Leiter  homogen  ist.  All- 
gemeinste Bedingung  des  elektrischen  Gleichgewichts  ist,  dass 
im  Leiter  überall  die  Feldintensität  diesem  gegebenen  Vector 
nach  Grösse  und  Richtung  entgegengesetzt  gleich  sei: 

E,^Kr,  (D') 

ist  diese  Bedingung  verletzt,  so  ist  eine  Strömung  A  vor- 
handen, welche  der  Abweichung  des  thatsächlichen  E  von 
seinem  Gleichgewichtswerth  proportional  ist: 

Ai  =  k(E,-K;),  (3) 

.  Dies  ist  die  allgemeinste  Beziehung  zwischen  Strömung 
und  Feldintensität;  es  ist  das  „Ohm'sche  Gesetz"  in  seiner 
umfassendsten  Form. 

Wo  der  Leiter  homogen  ist,  gehen  (3)  und  (D')  in  (3a) 
und  (D)  über.  In  jedem  Punkt  eines  Leiters  ist  X  eine 
positive  Constante,  das  „specifische  elektrische  Leitungs- 
vermögen" der  dort  befindlichen  Materie.  In  jedem  Punkt 
eines  Isolators  ist  A  =  0. 

Setzt  man  den  Werth  von  E  aus  (3)  in  (2)  ein,  so  folgt: 

dV=-dJ-\-  dP,  wo  I 

dJ=  ^'  dx\  dP=  {Ar Kr  +'')dt  =  AK  cos  (AK)  dr.    f  (^) 
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Die  in  dr  auftretende  nicht-elektrische  Energie  zerfällt 
also  in  zwei  Theile.  Der  erste  dJ  ist  stets  positiv;  er  stellt 
erfahrungsmässig  stets  entwickelte  Wärme  dar,  welche  als 
„Joule' sehe  Wärme"  bezeichnet  wird;  er  macht  die  ganze 
abgegebene  Energie  aus  an  jeder  Stelle,  wo  sich  ein  homo- 
gener Leiter  befindet.  Wo  der  Leiter  inhomogen  ist,  kommt 
ein  zweiter  Betrag  dP  hinzu;  dieser  wechselt  sein  Zeichen 
mit  der  Richtung  der  Strömung.  Auch  dP  ist  ausschliesslich 
entwickelte  Wärme,  wenn  die  Zusammensetzung  der  Materie 
in  dr  während  der  Strömung  unverändert  bleibt,  und  wird  in 
diesem  Fall  „Peltier'sche  Wärme"  genannt.  Im  entgegen- 
gesetzten Fall  ist  rfPganz  oder  zum  Theil  durch  die  Veränderung 
des  materiellen  Inhalts  voneir  bedingt ;  solche  Antheile  wollen  wir 
aligemein  als  „  Aenderung  der  chemischen  Energie"  bezeichnen. 

Die  Möglichkeit  materieller  Veränderungen  ist  gegeben 
durch  die  Eigenschaften  einer  besonderen  Classe  von  Leitern: 
der  „Elektrolyte."  Ein  Elektrolyt  ist  chemisch  zerlegbar  in 
zwei  Bestandtheile,  seine  „Ionen";  elektrische  Strömung  ist 
in  ihm  nur  möglich  bei  gleichzeitiger  Zersetzung.  Die  Zer- 
setzungspro ducte  treten  nicht  im  Innern  des  homogenen  Elek- 
trolyten auf,  sondern  dort,  wo  die  Strömung  den  Elektrolyten 
verlässt,  um  in  einen  anderen  Leiter,  —  sei  dieser  nun  ein  Metall, 
ein  anderer  Elektrolyt  oder  ein  Gas,  —  überzutreten.  Die  in 
der  Zeiteinheit  zersetzten  Mengen  sind  nach  Faraday's 
Gesetz  der  Strömung  proportional,  —  also  auch  die  Aenderungen 
der  ehemischen  Energie,  wie  dies  unsere  Gleichung  aussagt. 

Den  Erfahrungssätzen,  welche  in  den  Gleichungen  (1)  bis 
<4)  formulirt  sind,  fugen  wir  noch  den  weiteren  hinzu,  dass 
auch  in  jedem  nicht- statischen  Feld  die  Grösse 


We  =  iji 


BE^dv  (B) 


die  elektrische  Energie  darstellt. 

Diese  Sätze  enthalten  allgemeine  Gesetze  der  Strömung; 
sie  gelten  insbesondere  unabhängig  vom  zeitlichen  Ver- 
lauf derselben.  Es  sind  darin  zugleich  die  einzigen  all- 
jfemein  gültigen  Eigenschaften  der  Strömung  aufgeführt.*) 

*j  Die  einzigen  nach  der  MaxwelVschen  Theorie;  nach  den  älteren 
Theorien  ist  auch  die  Beziehung  zwischen  elektrischer  Strömung  und 
magnetischem  Feld  allgemeingfiltig. 
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Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  ergiebt  sich  die  Ant- 
wort auf  die  Frage,  ob  bezw.  wann  sich  auch  im  Innern  von 
Leitern  Elektricität  befinden  kann.  In  Kapitel  I  leiteten 
wir  ab,  dass  im  Gleichgewicht  das  Innere  der  Leiter  von 
Elektricität  frei  sei.  Dies  beruhte  aber  auf  der  Annahme, 
dass  in  jedem  Leiter  E=  0  sei,  und  diese  Annahme  mussten 
wir  fallen  lassen.  Wir  erhalten  jetzt  aus  (D')  für  den  Fall 
des  Gleichgewichts 

i)  =  r^isK)  und  o  =  FsieK). 

Es  sind  dies  für  jeden  Punkt  eines  gegebenen  Leiters 
fest  vorgeschriebene  Werthe,  welche  wir  durch  Qo  und  Co  be- 
zeichnen wollen. 

Wir  fragen  nunmehr  nach  den  Aenderungen,  welche 
diese  Gleichgewichtswerthe   im  Fall    der  Strömung  erfahren. 

Indem  man  (3)  mit   y  multiplicirt   und   dann   die  Operation 

r^  ausführt,  ergiebt  sich: 

r,  (f  Aj  =  r^ieE)  -  r^ißE)  =  q-Qo. 
Schreiben  wir 

■1-  =  ^'  (5) 

so  ist 

/■.(j^)-T.r.(^,  +  (^tr+Af+<j- 

Dies  ist  unter  Benutzung  von  (l'): 

wenn  K  die  Richtung   der   schnellsten  Aenderung  von  T  be- 
zeichnet.   Also 


(^>) 


Ebenso  folgt       —  ^^  =  —  ^  {(J—Oo)  —  Ayr  tf t]  , 

wenn  N  die  eine  Flächennormale,  T  den  Werth  auf  der  Seite 
der  negativen  iY,  und  ÖT  die  Zunahme  beim  Durchgang  zur 
positiven  Seite  bezeichnet.  —  Dichte   und   Strömung   stehen 
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also   in   Zusammenhang    überall   da,   wo   T  räumlich   variirf. 
An  allen  Stellen  eines  Leiters  aber,  wo  T  nicht  variirt,  gilt 

()— (>o  =  const-ß     ^  ,      c — Oo  =  const-ß     ^  . 

An  allen  solchen  Stellen  streben  folglich  beliebig  gegebene 
Dichten  mit  vorgeschriebener  Geschwindigkeit  ihren  vollge- 
schriebenen Gleichgewi chtswerthen  zu,  die  sie  dann  für  alle 
Zeit,  in  der  Strömung  sowohl  wie  im  statischen  Zustand, 
behalten.  Das  bedeutet  praktisch:  wo  T  räumlich  nicht 
variirt,  da  haben  die  Dichten  stets  ihren  festen  Gleichge- 
wichtswerth,  unabhängig  von  vorhandener  Strömung.  Dies 
gilt  insbesondere  von  jedem  Punkt  in  einem  homogenen 
Leiter;  hier  ist  dieser  Gleichgewichtswerth  Null.  —  Die  hier 
eingeführte  Grösse  T  hat  eine  weitergehende  Bedeutung,  wie 
sich  sogleich  zeigen  wird. 


§  2.    Erlöschendes  Feld.  —  Elektrolyse. 

Wir  wurden  auf  den  Begriff  der  elektrischen  Strömung 
gefuhrt  durch  einen  Strömungsvorgang  besonderer  Art,  die 
Entladung  eines  Condensators.  Als  Resultat  der  Strömung 
Hess  sich  hier  aussprechen:  sie  führt  die  Feldintensität  im 
Leiter  ihrem  Gleichgewichtswerth  zu,  und  sie  bringt  damit 
zugleich  die  vorhandene  elektrische  Energie  zum  verschwin- 
den. Wenn  wir  aber  den  Vorgang  selbst  in  seinem  zeit- 
lichen Verlauf  experimentell  näher  untersuchen  wollten,  so 
würden  wir  auf  keineswegs  einfache  Erscheinungen  stossen. 
Es  liegt  dies  in  dem  Umstand  begründet,  dass  die  verschwin- 
dende elektrische  Energie  ihren  Sitz  im  Dielektricum  des 
Condensators  hat,  während  die  zum  Ersatz  auftretende 
thermische  Energie  in  dem  Draht  erscheint.     (Vgl.  Kap.  V). 

Es  lassen  sich  einfachere  Verhältnisse  herstellen:  wir 
denken  uns  den  Raum  x  des  Condensators  selbst  von  leiten- 
der Materie  erfüllt,  die  wir  der  Einfachheit  wegen  als  ho- 
mogen voraussetzen  wollen. 

In  T  soll  das  Feld  E  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
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haben,  und  somit  die  Bedingung  (D)  nicht  erfüllt  sein,  im 
übrigen  aber  soll  das  Feld  die  Eigenschaften  eines  statischen 
besitzen:  es  soll  sich  aus  einem  einwerthigen  Potential  (p  ab- 
leiten, welches  auf  jeder  der  „Belegungen"  La  und  Li  einen 
Constanten  Werth  hat  und  in  r  der  Gleichung  Afp  =  0  genügt. 
Man  kann  diesen  Zustand,  wie  wir  sehen  werden,  herstellen 
und  stationär  erhalten  mittels  einer  geeigneten  leitenden 
Verbindung  zwischen  L«  und  Lb  (nämlich  unter  Einschaltung 
sogenannter  galvanischer  Elemente).  Diese  Verbindung  werde 
in  einem  bestimmten  Moment  aufgehoben.  Dann  fallt  er- 
fahiningsmässig  das  Feld  E  zu  seinem  Gleichgewichtswerth  Null 
ab,  und  zwar  in  der  denkbar  einfachsten  Weise,  so  nämlich, 
das»  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  in  jedem  Moment  der 
noch  vorhandenen  Feldstärke  proportional  ist.  In  Zeichen: 
es  ist 

wo  T  eine  für  den  Leiter  charakteristische  Constante,  und 
zwar  seiner  Dimension  nach  offenbar  eine  Zeit  ist.  Wir 
wollen  sie  als  die  (elektrische)  ,.Eelaxationszeit"  des  Leiters 
bezeichnen. 

Sie  hängt  in  einfacher  Weise  zusammen  mit  den  uns 
bereits  bekannten  elektrischen  Constanten:  Es  sei  S  eine  ge- 
schlossene Fläche,  welche  die  beiden  Belegungen  von  einan- 
der trennt.  Dann  ist,  da  e  und  Ji  in  dem  homogenen  Körper 
Constanten  sind,  einerseits  nach  (l)  und  (3a): 

-  itJ'^N^^=j  '^NdS=^jE^.dS] 
andererseits  nach  (7a) : 

Also  folgt: 

^  ~  V 

T  ist  danach  dieselbe  Grösse,  welche  bereits  in  Gleichung (5) 
unter  gleicher  Bezeichnung  eingeführt  wurde. 
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Das  Integral  von  (7a)  ist 

Weiter  folgt  aus  (7a),  (5)  und  (3a) 

=  +  [Ej,'ZEjr  +  "]  dz  =  [EjrAs  +  "\dT. 

Also  nach  (2): 

-li{dWe)  =  dV.  (8) 

Während  also  die  Peldintensität  zum  Werth  Null  abfällt, 
verwandelt  sich  die  elektrische  Energie  jedes  Volumelements 
am  Ort  ihres  Verschwindens  selbst  in  Wärme.  Der  von  uns 
betrachtete  Vorgang  hat  also  dieses  wesentliche  Merkmal,  dass 
keinem  Volumelement  von  aussen  Energie  zugeführt  wird,  — 
ein  jedes,  wie  wir  sagen  können,  sich  selbst  überlassen  bleibt. 
Gerade   hierdurch  ist   er  für  imsere  Anschauung  wichtig. 

Für  jeden  Isolator  ist  ;i  =  0,  also  T  unendlich;  ein  be- 
liebig gegebenes  Feld  kann  in  ihm  ohne  Zufuhr  fremder 
Energie  unbegrenzt  fortbestehen,  —  wie  eine  elastische  De- 
formation in  einem  festen  Körper.  In  einem  Leiter  aber 
bricht  das  Feld  unter  gleichen  Verhältnissen  zusammen,  — 
wie  die  elastische  Deformation  in  einer  zähen  Flüssigkeit. 
Für  einen  jeden  Leiter  kann,  nach  später  zu  besprechenden 

Methoden,   die  Grösse    -    (wo  So  Dielektricitätsconstante  des 

Vacuums)   bestimmt   werden.    Mit  Hülfe   von    T  folgt   dann 
weiter  ^  .   Die  Dielektricitätsconstante  war  bisher  nur  definirt 


«o 


für  Isolatoren;   sie  wird  nun  eine  messbare  Grösse  auch  für 
jeden  Leiter,  dessen  T  messbar  ist. 

Damit  der  besprochene  Vorgang  der  Beobachtung  zu- 
(j^änglich  sei,  darf  die  Eelaxationszeit  des  Leiters  nicht  klein 
sein  gegenüber  den  kleinsten  messbaren  Zeiten.  Die  w^enigen 
vorliegenden  Beobachtungen  beruhen  auf  Zeitmessungen,  die 
auf  etwa  eine  milliontel  Secunde  genau  sind.  Von  dieser 
Grössenordnung  etwa  ist  das  T  destillirten  Wassers.  Für  die 
meisten    der   als    „Leiter"    angesprochenen  Substanzen   kann 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  ^^ 
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der  Vorgang  nicht  beobachtet  werden;  schon  nach  unmessbar 
kurzer  Zeit  finden  wir  in  ihnen  den  Gleichgewichtszustand. 
Wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  dass  dies  in  der  Kleinheit 
ihrer  T  begründet  ist.  Aus  dieser  Annahme  folgt  aber,  dass 
die  Dielektricitätsconstante  dieser  Leiter  eine  endliche 
Grösse  ist,  für  welche  in  jedem  einzelnen  Fall  eine  obere 
Grenze  angegeben  werden  kann.  Indirectere  Methoden,  von 
denen  in  Kapitel  VJl  die  Eede  sein  wird,  gestatten,  zu 
kleineren  Werthen  des  T  und  somit  weiter  in  das  Gebiet  der 
Leiter  vorzudringen.  Es  mag  vorweggenommen  werden,  dass 
sie  die  vorstehende  Annahme  lediglich  bestätigt  haben. 

Bezüglich  der  Prüfung  der  Gleichung  (8)  muss  folgendes 
bemerkt  werden:  die  auftretendö  Wärme  d?Pkann  experimen- 
tell localisirt  werden.  Die  elektrische  Energie  H«  als  solche 
aber  kann  nicht  wahrgenommen  werden ;  nur  ihre  Umsetzungs- 
producte,  und  damit  die  Aenderung  ihres  Gesammtwerths,  sind 
der  Messung  zugänglich.  Ihre  Vertheilung  auf  die  einzelnen  Vo- 
lumelemente, gemäss  dem  Ausdruck  dWe  =  ^aE'^dr,  ist  daher 
zunächst  nur  eine  mathematisch  mögliche  Zerlegung  des 
Gesammtwerthes.  Erscheinungen,  wie  die  jetzt  besprochene, 
sind  es,  welche  dieser  Zerlegung  physikalischen  Inhalt  und 
Werth  geben. 

Eine  naturgemässe  Erweiterung  des  Inhalts  von  (7a)  ist 
die  Annahme,  dass  das  sich  selbst  überlassene  elektrische 
Feld  im  inhomogenen  Leiter,  wo  der  Gleichgewichtswerth 
von  E  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  ist,  in  gleicher 
Weise  eben  diesem  festen  Werth  zustrebt.  In  Zeichen:  für 
einen  beliebigen  Leiter 


_  hEi  ^  Ei-^i 
oder 


(7) 


Mittels  der  Gleichungen  (5),  (3)  und  (2)  folgt  dann  wieder 
die  charakteristieche  Beziehung  (8): 
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WO  nun  dV  im  allgemeinen  thermische  und  chemische  Energie 
enthalten  kann. 

Schreiben  wir  (7)  in  der  Form: 

-\-'  =  x{e,-k;) 

und  beachten,  dass  die  rechte  Seite  ganz  allgemein  =  A^  ist, 

80  ergiebt  sich: 

Die  Strömung  durch  ein  Flächenelement  ist  allgemein 
gleich  der  Anzahl  durch  das  Element  hindurchtretender  Bj-aft- 
linien,  welche  in  der  Zeiteinheit  zerfallen  würde,  wenn  dem 
umgebenden  Leiterelement  keine  elektrische  Energie  zugeführt 
würde. 

Entsprechend  lautet  (8): 

Die  in  einem  Leiterelement  auftretende  thermisch-chemi- 
sche Energie  ist  allgemein  gleich  der  Abnahme,  welche  seine 
elektrische  Energie  erfahren  würde,  wenn  es  sich  selbst  über- 
lassen bliebe. 

Eine  naheliegende  Folgerung  ist:  „es  zerfallen  per  Zeit- 
und  normale  Flächeneinheit  thatsächlich  stets  A  Kraft- 
Unien;  —  es  verschwindet  per  Zeit-  und  Volumeinheit  that- 
sächlich stets  der  Betrag  AE  cos  (AE)  an  elektrischer 
Energie;  —  hierin  ist  das  Wesen  der  elektrischen  Strömung, 
des  Verhaltens  leitender  Materie  gegenüber  elektrischen 
Elräflen,  begriffen;  von  äusseren  Umständen  hängt  es  ab,  in 
welchem  Masse  die  zerfallenen  Kraftlinien,  und  damit  die 
elektrische  Energie  wieder  ersetzt  werden." 

Diese  Folgerung  ist  hypothetisch  nicht  nur  angesichts 
der  gegenwärtigen  Erfahrung;  sie  erscheint  überhaupt  der 
directen  experimentellen  Prüfung  nicht  zugänglich.  Sie  hat 
sich  aber  werthyoU  erwiesen  als  heuristisches  Princip;  denn 
sie  fuhrt  zu  einer  der  Grundannahmen  der  Maxwell'schen 
Theorie.    (Vgl,  Kap.  VI,  §  2  u.  5.) 

Die  gleiche  hypothetische  Annahme  ist  enthalten  in  der 
häufig  gebrauchten  Definition  der  Strömung,  welche  durch  die 
Nomenclatur  den  Anschein  einer  Identität  gewinnt: 

„Strömung  durch  ein  Flächenelement  ist  gleich  der  in 
der  Zeiteinheit  hindurchtretenden  Elektricitätsmenge."   Aber 

9* 
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die  in  dieser  Definition  enthaltene  Annahme  ist  specieller, 
als  die  unsrige:  da  die  Endpunkte  jeder  Kraftlinie  durch 
zwei  Elektricitätsmengen  +  1  bezeichnet  werden,  so  kann  zwar 
der  Zerfall  jeder  zwischen  zwei  Endpunkten  sich  ausspannen- 
den Kraftlinie  aufgefasst  werden  als  Wanderung  der  Elektrici- 
tätsmenge  1  vom  Ursprung  zur  Mündung;  — aber,  wae  schon  er- 
wähnt, nicht  jede  Kj-aftlinie  besitzt  Endpunkte,  In  einem  Felde, 
das  nur  in  sich  zurücklaufende  Kraftlinien  enthält,  befindet  sich 
nirgends  Elektricität.  Will  man  hier  die  obige  Definition 
aufrecht  erhalten,  so  bedarf  man  der  weiteren  Annahme,  dass 
sich  in  jedem  Kaumelement  entgegengesetzt  gleiche  Elektrici- 
tätsmengen zu  Null  Summiren.  Zu  dieser  Hülfshypothese  waren 
die  älteren  Darstellungen  genöthigt;  die  unsrige  bedarf  der- 
selben nicht. 

Als  Hauptstütze  der  soeben  erwähnten  älteren  Anschau- 
ung, als  Hauptschwierigkeit  für  die  neuere,  pflegt  man  die 
Erscheinungen  der  Elektrolyse  anzuführen.  Wir  gehen 
auf  dieselben  soweit  ein,  wie  es  die  vorliegende  Frage  ver- 
langt: 

Wir  denken  einen  homogenen  Elektrolyten  von  elektri- 
scher Strömung  durchsetzt;  eine  gewisse  Anzahl  von  Strö- 
mungslinien möge  an  einer  Fläche  S^,  der  „Anode",  aus  einem 

metallischen  Leiter  in  den  Elektrolyten  eintreten;  dieselbe 
Anzahl  von  Strömungslinien  möge  an  einer  Fläche  Sf^,  der 
„Kathode",  in  einen  metallischen  Leiter  austreten.  Wir  be- 
zeichnen: 


—  fAj^dS  =  fAjfdS  =  i. 


^% 


Dann  lehrt  die Erfahining  („Faraday's  Gesetz"):  An  5^ 
erscheint  der  eine  Bestandtheil  des  Elektrolyten,  das„Anion", 
an  Sf^.  der  andere  Bestandtheil,  das  „Kation".  Die  Masse  M 
der  in  der  Zeit  t  auftretenden  Zersetzungsproducte  ist  pro- 
portional mit  t,  mit  i  und  mit  dem  Aequivalentgewicht  a  des 
Ions,  —  und  ist  von  nichts  anderem  abhängig.     In  Zeichen: 

M=  rjait  (9) 

wo  ri  eine  lediglich   von   den  Masseinheiten   abhängige,   uni- 
vereelle  Constante  bedeutet. 
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Aus  diesem  Erfahrungssatz  ist  zu  folgern:  in  der  Richtung 
der  Strömung  findet  eine  relative  Bewegung  der  beiden  Ionen 
statt,  deren  Geschwindigkeit  der  Strömung  proportional  ist. 
Genauer:  es  sei  u^  die  Geschwindigkeit  des  Kations  in  der 
Richtung  von  A,  tc^  die  Geschwindigkeit  des  Anions  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  und  es  seien  C  Aequivalente  des 
Elektrolyten,  also  auch  jedes  Ions,  in  der  Volumeinheit  ent- 
halten. Dann  treten  in  der  Zeiteinheit  durch  ein  Flächen- 
element dS  nach  der  Seite  seiner  Normalen  N 

Cui  'dS'  cos  (A  N)  Aequivalente  des  Kations 
und  —  Cu^'dS'Gos{AN)  Aequivalente  des  Anions. 

Dies  gilt  für  jedes  Flächenelement  im  Innern  des  Elek- 
trolyten. Ist  dagegen  dS  ein  Element  der  Oberfläche, 
N  die  äussere  Normale,  so  findet  die  Bewegung  nur  statt  auf 
der  Seite  der  negativen  iV,  sie  fehlt  dagegen  auf  der  Seite 
der  positiven  iV,  und  die  obigen  Beträge  von  Kation  und 
Anion  sammeln  sich  daher  in  der  Zeiteinheit  an  dS.  Dies 
ergiebt  in  der  Zeiteinheit  an  der  Kathode  einen  Ueber- 
schuss  von 

C7  /  (w,  +  «2)  ^^8  {A  N)  dS    freien  Kation- Aequivalenten 

(und  an  der  Anode  einen  Ueberschuss  von  ebensoviel  freien 
Anion- Aequivalenten.)    Diese  Zahl  -^  ist  aber  nach  (9): 


^rii  =  ril  A  cos  {A  N)  dS. 


Da  dies  für  jede  Fläche  S  gilt,  so  folgt: 

C(w,  +  U2)==riA. 

Es  sei  nun  der  Elektrolyt  eine  Lösung,  —  etwa  eines 
Salzes  in  Wasser,  —  dann  zeigt  die  Erfahrung  weiter:  die 
Concentration  der  Lösung  an  den  beiden  „Elektroden"  wird 
durch  die  Elektrolyse  verändert.  Das  Kation  eines  Salzes 
ist  sein  Metallbestandtheil;  aus  dem  gleichen  Metall  möge 
Anode  und  Kathode  bestehen.  Dann  wird  auf  der  Kathode 
das  frei  werdende  Kation  niedergeschlagen,  —  aus  der  Anode 
aber  werden  gleichviel  Aequivalente  durch  das  frei  werdende 
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Anion  gelöst.  Der  gesammte  Salzgehalt  der  Lösung  also 
bleibt  ungeändert.  Aber:  der  zur  Strömung  normalen  Flächen- 
einheit der  Kathode  werden  dui-ch  die  Bewegung  („Wanderung") 
der  Ionen  in  der  Zeit  Eins  zugeführt  Cu^  Aequivalente  des 
Kations;  es  verschwinden  durch  Niederschlag  C{ux  +  w^) 
Aequivalente;  die  Lösung  wird  also  ärmer  um  C112  Aequiva- 
lente Kation;  —  desgleichen  durch  „Wanderung**  um  Cu2 
Aequivalente  Anion;  —  im  ganzen  um  (7^2  Aequivalente  des 
Elektrolyten.  —  (Um  denselben  Betrag  nimmt  der  Salzgehalt 
an  der  normalen  Flächeneinheit  der  Anode  zu.)  Die  an  der 
Kathode  aus  der  Lösung  verschwundene  Anzahl  von  Aequi- 
valenten  des  Elektrolyten  steht  also  zu  der  Anzahl  der  auf  der 
Kathode  niedergeschlagenen  Aequivalente  des  Kations  in  dem 
Verhältniss 

«2=«.?^^-  (Hittorf.) 

Wir  setzen  noch 

^       wi  +  wj 

n,  und  n.^  sind  experimentell  bestimmbare  Grössen.  Indem 
man  diese  und  zugleich  A^=  XE  in  die  letzte  Gleichung 
einfuhrt,  kommt 

ui  =  'J,^  fiE 


u 


2 


Nun  zeigt  die  Beobachtung  an   einer  grossen  Zahl  von 
Elektrolyten  in  verdünnter  Lösung,  dass  die  Grössen 

ci  =  ^  und  c^  =  "^ 

charakteristische  Constanten  für  das  betreffende  Ion  sind, 
derart,  dass  z.  B.  das  erste  bei  der  Feldintensität  E  stets  die 
Geschwindigkeit 

Wj   ==  C|  TjE 

besitzt,  mit  welchem  andern  Ion  es  auch  im  Elektrolyten 
vereinigt  sein  mag.  (F.  Kohlrausch.)  Die  Bewegung  des 
Ions  erfolgt  gegen  den  Widerstand  der  Flüssigkeit,  in  welche 
es  eingelagert  ist.    Auf  die  mechanische  Kraft,  welche  sie 
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aufrecht  erhält,  lässt  sich  schüessen,  sobald  man  die  Bewegung 
kennt,  welche  das  Ion  in  der  gleichen  Flüssigkeit  unter  der 
Wirkung  einer  bekannten  Kraft  erhält.  Diese  Daten  werden 
geliefert  durch  die  Beobachtung  der  Diffusion  der  Elektro- 
lyte.  Die  Vergleichung  ei^ebt  (N ernst)  als  die  Kraft,  welche, 
an  einem  Aequivalent  des  Ions  wirkend ,  ihm  die  Geschwin- 
digkeit u,  ertheilen  würde: 

/■=  -^,,  also  /=     • 

Demnach  lassen  sich  die  Gesetze  der  Elektrolyse  in  den 
Satz  zusammenfassen:  in  einem  Felde  Ton  der  Intensität  E 
bewegt  sich  jedes  Aequivalent  jedes  Ions  so,  als  ob  auf  das- 
selbe eine  mechanische  Kraft       in  der  Richtung,  bezw.  ent- 

gegen  der  Richtung  von  E  wirkte.  (Aus  den  Beobachtungen 
folgt  dies  direct  freilich  nur  für  sehr  verdünnte  Lösungen, 
und  nicht  einmal  für  alle  solche.  Die  Ueberlegungen,  welche 
zu  der  obigen  Verallgemeinerung  führen,  gehören  wesentlich 
der  Thermodynamik  an;  sie  können  hier  nicht  erörtert  werden.) 
Noch  einfacher:  jedes  Aequivalent  jedes  Ions  bewegt  sich  in 
jeder  Verbindung  und  in  jedem  Felde,  wie  sich  ein  kleiner 
Leiter,  geladen  mit  der  ganz  bestimmten  Elektricitätsmenge 

+      in  einem  homogenen  Dielektricum  bewegen  würde. 

Es  drängt  sich  die  Vorstellung  auf:  jedes  Ionen- Aequi- 
valent ist  thatsächlich  der  Träger  einer  Elektricitäts- 
menge   +     ;   Strömung  im  Elektrolyten   ist  nichts  anderes 

als  Fortführung  dieser  Elektricitätsmengen  mit  ihren  mate- 
riellen Trägern.  Dann  aber*  erscheinen  die  Endpunkte  der 
Kraftlinien  an  den  kleinsten  Theilchen  der  Ionen  fixirt;  die 
Kraftlinien  haben  nothwendig  Endpunkte. 

Auf  die  Vorhaltung,  dass  damit  unsere  frühere  Be- 
hauptung hinfällig  werde,  ist  zu  erwidern,  dass  die  in  vor- 
stehenden Sätzen  zusam^engefassten  Erscheinungen  aus 
dem  Rahmen  nicht  nur  unserer,  sondern  nothwendig  jeder 
Darstellung  herausfallen  müssen,  welche  sich  bescheidet,  einen 
bestimmten  Elektrolyten  als  homogenen  Körper  zu  behandeln, 
dessen  elektrisches  Verhalten  in  jedem  Raumpunkt  durch  die- 
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selben  Constanten,  X  und  e,  definirt  ist,  —  und  allgemein 
jedes  elektrische  Feld  als  einen  Raum,  in  welchem  elektrische 
Constanten  und  Feldstärke  stetige  Functionen  der  Coordi- 
naten  sind  (abgesehen  höchstens  von  gewissen  Flächen).  Denn 
in  der  obigen  Fassung  der  elektrolytischen  Gesetze  erscheint 
der  Elektrolyt  als  Conglom^rat  mindestens  zweier  Bestand- 
theile,  deren  kleinste  Partikeln  die  Endpunkte  der  Kraft- 
linien bilden,  —  Constanten  und  Feldstärke  also  als  sprung- 
weise und  regellos  veränderlich.  Die  entsprechende,  in  die 
Detailstructur  eindringende,  Darstellung  kann  nur  eine  Mole- 
cularhypothese  liefern.  Denken  wir  sie  ausgeführt,  so  würde 
aus  ihr  die  unsrige  hervorgehen,  indem  man  für  elektrische 
Dichten,  wie  für  alle  übrigen  Grössen  räumlich  und  zeitlich 
stetige  Mittelwerthe  bildete.*) 


§  3.   Stationäre  Strömung. 

Weitaus  leichter  der  Beobachtung  zugänglich,  und  in 
Folge  dessen  weitaus  genauer  erforscht,  als  der  in  §  2  be- 
sprochene, ist  ein  anderer  specieller  Fall  der  elektrischen 
Strömung,  dem  wir  uns  jetzt  zuwenden.  Das  elektrische  Feld 
möge  überall  einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Werth  haben, 
„stationär"  sein.  (Ausserdem  sei,  —  wie  stets,  wenn  nicht 
das  Gegentheil  gesagt  wird,  —  vorausgesetzt,  dass  die  Materie 
ruhe.) 

Dann  ist  u.  A.  auch  r(£E)  von  t  unabhängig,  und  folg- 
lich nach  (1)  oder  (l'): 


/ 


A^S  =  0  für  jede  geschlossene  Fläche,  (10) 

oder  r(Ä)  =  0 .  (10') 


*)  Der  scheinbare  Vorzng  der  älteren  Anschauung  wird  dnrch  eine 
nicht  consequente  Nomenclatur  vorgetauscht.  In  diesem  Zusammenhang 
nennt  sie  „freie  Elektricität",  was  wir  „Elektricität"  schlechthin  nennen. 
Solche  „freie  Elektricit&t"  darf  auch  nach  ihr  im  Innern  eines  homo- 
genen Leiters  nicht  vorhanden  sein;  —  und  gerade  „freie  Elektricität'* 
verlangt  die  moleculare  Betrachtuj^g  der  Elektrolyse  als  an  den  Molekeln 
der  Ionen  haftend. 
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Stellen  wir  also,  —  wie  in  Kapitel  I  die  elektrische  Polari- 
sation durch  Kraftlinien,  —  die  Strömung  A  nach  Richtung  und 
Grösse  durch  Form  und  Dichte  von  Stromlinien  dar,  so  sind 
diese  Linien  im  Fall  stationärer  Strömung  durchweg  in 
sich  zurücklaufende  Curven.  Wählen  wir,  —  in  gleicher 
Weise,  wie  inKapitel  I  (S.  3S f.) Kraftfäden,  —  „Stromfäden" 
zur  Darstellung,  so  ist  das  Product  aus  Strömung  A  und  Quer- 
schnitt q  des  Fadens  eine  Constante.  Ein  solcher  Stromfaden 
ist  durch  die  Form  seiner  Leitcurve  «  und  die  Werthe  der  zu 
jedem  s  gehörigen  Querschnitte  g  praktisch  ausreichend  definirt, 
wenn  q  und  der  Krümmungsradius  der  Leitcurve  längs  $  hin- 
länglich langsam  variiren,  und  wenn  die  Lineardimensionen  von 
q  sehr  klein  sind  gegenüber  allen  sonst  in  Betracht  kommenden 
Längen.  Ist  die  Form  des  Leiters  so  beschaffen,  dass  er  in 
seiner  Qesammtheit  als  ein  solcher  Faden  betrachtet  werden 
kann,  so  bezeichnet  man  ihn  als  „linearen  Leiter.^  Einen 
solchen  wollen  wir  zunächst  betrachten.  Die  materielle  Be- 
schaffenheit, und  somit  Z  und  K,  soll  längs  s  beliebig  variiren 
dürfen.  Auch  q  darf  es,  sofern  nur  der  obigen  Bedingung 
genügt  wird.    Der  längs  s  constante  Werth 

Aq  =  i  (11) 

ist  der  „Strom"  in  dem  linearen  Leiter.  — 

Da  der  elektrische  Zustand  stationär  sein  soll,  muss  die 
gesammte  in  der  Zeiteinheit  in  nicht-elektrische  Form  über- 
geführte Energie,  d.  h.  das  Integral  von  dV,  über  das  ganze 
Volumen  des  linearen  Leiters  erstreckt,  Null  sein.  Es  ist 
aber  dz  =*  q-ds  und  A  ||  «,  also 


o 

oder 


V  =  fAq '  E^ds  ^  i  Cs^ds  =  0 


f 


E^ds  =  0. 


o 

Wir  können  folglich  setzen 


^*  — ~  bi 


wo  fp  eine  einwerthige  Function  seines  Arguments  s  ist 
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Grenzen  wir  ein  Stück  des  Leiters  ab  durch  zwei  Quer- 
schnitte bei  s  =  e  (Eintrittsstelle)  und  ä  =  a  (Austrittsstelle 
des  Stromes),  so  ist  die  in  diesem  Stück  abgegebene  Energie: 

a 


•P- ifE.ä.-i  (_,(.) -,ia-,). 


Es  ist  femer  nach  (3): 


J  =  XiE,  -  K.) 


und  folglich 


a  a 


Die  beiden  Integrale  sind  Constanten  des  zwischen  e  und  a 
liegenden  Leiterstücks.    Der  Werth 


a 


■/' 


Kß8  =  €,  (I2a) 


das  Linienintegral  der  (inneren)  elektromotorischen  Intensität, 
oder  die  von  e  nach  a  wirkende  „(innere)  elektromotorische 
Kraft",  ist  vollständig  bestimmt  dui'ch  die  physikalisch-che- 
mische Natur  der  auf  einander  folgenden  Substanzen;  es  ist 
Null  für  jedes  homogene  Leiterstück.  —  Das  Integral 


a 

■J  =  t.  (I2b) 


0 


hängt  von  der  materiellen  Beschaffenheit  und  von  der  Form 
des  Leiters  ab  und  heisst  sein  „Widerstand".  Mit  diesen 
Bezeichnungen  können  wir  schreiben: 

iw  =  (p{e)  —  (p{d)  +  £.  (12c) 

Die  Gleichungen  (12)  enthalten  das  Ohm'sche  Gesetz 
für  einen  linearen  Leiter. 

Für  den  ganzen  Leiter  gilt: 

iw  =  £, 


r—    £.         ) 


I 


Wir  ▼-•—'3.  ina«  ria.  t-ni*  'r»t:l:t-'r  i^f  Zj^LI  lu-t^ÄiY-r  LtiTsT 

-  •  - 

unser*^    Sj^i^ans  kl^xii^n    t^rlir'Mr*   elritr:*zi:::..r:>:ht'   Kräfte 

ei.;LÄjrrz.  a-eir-  —  in  d^n  Terror  :nirir>T  »rAtc  i;  j^Kt  ii:üs>tii 

wir.  ^ZL  drii-irtiair^  TeÜiIrLi>?-e  xc-r  i:z:>  rs  LÄr»ri;.  dit  M^ktirto 

üäss   in  jedön  Zvri^e    dt-r   St3M»iii    t-ir^   OnUf^uiiite   s-ti:    t^r 
tei«^>e  i\  f^  den  Zweir  l\    Sie  forden  ferner,  d.%Sö;  lur  alle 

in  einenj  Yeix^eirairsi'imtt  znsauLmenlaiiftnden  Zwtijre 

^i,  wenn  aJle  n^K-h  dem  Punkt  hingerichteten  i  positiv,  alle 
Ton  ihm  fiirt^erichteten  negativ  gezählt  werden. 

Wir  nehmen,  als  Erweitemng  unseres  früheren  Ke^ult^tes 
und  in  Uebereinstimmiing  mit  der  Erfahrung,  an,  da^  auch 
jetzt  für  jeden  vollständigen  Umlauf  in   unserm  System  gilt: 


/ 


ö 

Dann  lasst  sich  wieder  schreiben 

r  _^r 

WO  y  (abgesehen  von  einer  willkürlichen  additiven  Oonst^into) 
für  jeden  Punkt  des  Netzwerks  einen  bestimmten  Werth 
hat.  Bezeichnen  wir  die  Integrale  tr  und  6*,  erstreckt  ülu»r 
den  Zweig  A-,  durch  w^^  und  Sj^j  die  Verzweigungspunkte,  welche 


/ 
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den  Zweig  /••  begrenzen,  durch  c^^  und  a^. ,  so  erhalten  wir  also 
wie  oben: 

h^k  =  ^ih)  -  ^fi^k)  +  ^k  • 

Addiren  wir  alle  Gleichungen,  welche  sich  auf  die  ver- 
schiedenen Zweige  eines  vollen  Umlaufs  beziehen,  so  wird 
wegen  der  genannten  Eigenschaft  von  q> 

Si,w,  =  2€,,  (I4b) 

Die  Gleichungen  (14a)  und  (14b)  heissen  die  „Kirch- 
hoff'schen  Regeln";  man  erhält  ihrer  in  jedem  Fall  so 
viele  von  einander  unabhängige,  wie  Zweige  vorhanden  sind*). 
Sie  bestimmen  also  die  Grössen  i  aus  den  Constanten  w 
und  €, 

oMm,   i,  SO 


Q 

C.    o 


4=4  = 


Fig.  14. 


Fig.  16. 


Als  Beispiele  mögen  die  durch  die  Figuren  14,  15,  16 
dargestellten  Leitersysteme  dienen.  Die  Pfeile  bezeichnen 
die  Richtungen,  in  welchen  die  £  und  i  positiv  gerechnet  sind, 
die  Zahlen  die  Indices  der  i  und  w. 


a)  Einfache  Verzweigung  (s.  Fig.  14): 

^  =  «i  +  h ;  ^o'^'o  +  *l^l  =*0^0  +  h^2 

Daraus  i^,  tj,  i^.    Insbesondere: 


=  €, 


0 


h^i 


%^iW^.  — 


b)  „Wheatstone'sche  Brücke"  (s.  Fig.  15).   Man  for 
dert:   ^  =  0.    Dann  muss  sein: 


*)  s.  Kirchhoff,  Qes.  Abhdlgn.  S.  22. 


§3.] 


Zweite  Form  derselben. 
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h 

h 

tiWi  — 

*s«^ 

• 

»4 

»2W2  — 

»4  «'4- 

Daraus : 

Die  Anordnung  dient  zur  Vergleichung  zweier  w.  Praktisch 
wichtig  ist,  dass  in  die  Gleichung  £q  und  t^^o  nicht  ein- 
gehen. — 

c)  Man  fordert  (s.  Fig.  16):  »2  =  0.    Dann  muss  sein: 

Daraus  |^  =  -  7  -  -  • 

Hat  man  also   durch  Abgleichung  der  w  erreicht,   dass 
f  j  =  0  wurde,  so  ist  die  Vergleichung  zweier  £  auf  diejenige 
zweier  w   zurückgeführt.    Praktisch   wichtig  ist,    dass  durch 
den  Zweig   (das  „galva- 
nische Element")  mit  der 
elektromotorischen  Kraft 
£2  kein  Strom  geht. 


^^ 


o 

Fig.  16. 


Fig.  17 


Man  kann  die  zur  Bestimmung  der  t  nothwendigen  Glei- 
chungen noch  in  eine  andere  Form  bringen,  welche  für  ge- 
wisse Anwendungen  Vorzüge  besitzt*).  Das  System  sei  der- 
artig beschaffen,  dass  es  nach  Durchschneidung  von  h  passend 
gewählten  Zweigen   keinen   vollständigen  Umlauf  mehr  auf- 


*)  8.  Helmholtz,  Wissensch.  Abhdlgn.  1,  S.  435  u.  unten  in  Kap.  V. 


c 


ele  mi 

ieiters^  -~ 
in  vf&l  * 
Indien  ö 

Insbö' 

tstone'^ 
Dann  mX^ 


F,  Ges.  AbJ» 


•   •  »  "     ••»Ö      X        -  ^  *tfls  d»»» 


öJ 


'/, 


J3rü( 


••      • 

I      AT  ■  * 


.•• 


-«v*-* 


£(*) 


€<*> 


(15) 


.        •"  ^«^«.  and  di^ 


«     ■-  • .  « 


^»»•"  «»' 


. .    •.:»-••..  •5:,  t.    n     .     -^^Jcern 


j  Efü  ^  II  fBr  j  eiie  ^reschlua»«!!«  Cor^f:. 
o 
der  gleichbeäeatend :  [ 

Dies  ist  nichts  anderes  als  die  Bedin^rtmg  iCi.  »uu  d« 
T  bereits  wnssten,  daas  sie  för  statische  Felder  gilt. 
nennen  wir  aach  jetzt  das  elektrische  Potential.  E  setzen 
-■-  als  überall  endlich  TOraos.  Dann  können  und  wollen  wir 
;l3  eine  überall  stetige  Fnuction  der  Coordinaten  bestimmen. 
rUglich  E  folgt:  es  können  wohl  Flächen  existiren,  an 
hen  die  Kormalcomponente  E^  unstetig  ist;  die  tangen- 
n  Componenten  £.-  aber  sind  durchweg  stetig  (a.  Kap.  I, 

'ii  den  beiden  Bedingungen  (lO')  und  (C)  für  den  Mta- 
ren  Zustand  gesellt  sich  als  allgemeines  (jn-Mfli  der 
mg  das  Ohm'sche  Gesetz  (Gleichung  (3)): 
A,-X{E,-Ki. 
haben  die  Folgerungen  aus  den  drei  Oleicliung«^»  ■/.» 

-leichnng  (K)')  nimmt  für  eine  Ua<4t«ti|{kf^itHtI^r:Ii*-  rll<- 

"dium  2  ein  Isj>Ut<.r.  d,  h.  i.^  -   >r.  t,  hT  .i,  .  -  •> 
b  .li>-='r.  '-d-r  »^:.-  >,r  -:,>  .-.    ;--.  t^.--^ 
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weisen  würde.  Dann  können  wir  es  uns  entstanden  denken 
durch  Superposition  von  h  einfachen  Umläufen.  In  diese 
lösen  wir  es  auf  (s.  Figur  17).    Einem  jeden  dieser  h  Umläufe 

gehört  dann  ein  bestimmter  Werth  von  i  zu  {j^^\  ^^^ .  .  t^*^); 
das  thatsächliche  i^  irgend  eines  Zweiges  k  ergiebt  sich,  indem 

man  die  i^^^  derjenigen  Umläufe,  denen  k  angehört,  algebraisch 
summirt.  Wir  bezeichnen  noch  durch  £^^\  <f^*^  . .  £^^^  die 
elektromotorischen  Kräfte,  durch  uf^\  w^^^  .  .  w^^^  die  Wider- 
stände der  h  Umläufe.  Endlich  bedeute  +  u/^*^  den  Widerstand 
eines  Zweiges,  welcher  dem  p^  und  m*^  Umlauf  zugleich  an- 
gehört, und  zwar  +  oder  — ,  je  nachdem  ^^^  und  ^^^  in  diesem 
Zweige  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind;  —  es  be- 
deute den  Werth  Null,  wenn  die  beiden  Umläufe  keinen  ge- 
meinsamen Zweig  besitzen. 

Dann  giebt  die  Gleichung 

integrirt  über  den  vollen  Umlauf  (l): 
Ebenso 

,<  V' ' + i<«y*)  + . .  +  *<  V'  *  =  f  <'>  1      (15) 

Hierin  sind  die  €^\  w^^^  und  ti/'*"  =  w""'^  gegebene  Con- 
stanten. Die  h  Gleichungen  bestimmen  also  die  h  Grössen 
i^p\  (Sie  entstehen,  wenn  man  in  den  h  Gleichungen  (14  b)  so 
viele  i^  eliminirt,  wie  die  Gleichungen  (14  a)  gestatten,  und  die 

neue  Bezeichnungsweise  einführt.)  — 

Wir  gehen  über  zur  stationären  Strömung  in  Leitern 
beliebiger  Form.  Als  eine  Bedingung  für  dieselbe  fanden  wir 
bereits  in  Gleichung  (10'): 

IXÄ)  =  0. 

Als  zweite  Bedingung'nehmen  wir  nunmehr,  die  an  linearen 
Strömen  gewonnene  Erfahrung  verallgemeinemd,  hinzu: 
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f' 


E^l=  0  für  jede  geschlossene  Curve, 

oder  gleichbedeutend: 

£^  =  -  ^^?,  g,  einwerthig. 


(C) 


Dies  ist  nichts  anderes  als  die  Bedingung  (C) ,  von  der 
wir  bereits  wussten,  dass  sie  für  statische  Felder  gilt. 
^  nennen  wir  auch  jetzt  das  elektrische  Potential.  E  setzen 
"wir  als  überall  endlich  voraus.  Dann  können  und  wollen  wir 
(p  als  eine  tiberall  stetige  Function  der  Coordinaten  bestimmen. 
Bezüglich  E  folgt:  es  können  wohl  Flächen  existiren,  an 
welchen  die  Normalcomponente  E^  unstetig  ist;  die  tangen- 
tialen Componenten  E^  aber  sind  durchweg  stetig  (s.  Kap.  I, 
S.  18). 

Zu  den  beiden  Bedingungen  (10')  und  (C)  für  den  sta- 
tionären Zustand  gesellt  sich  als  allgemeines  Gesetz  der 
Strömung  das  Ohm'sche  Gesetz  (Gleichung  (3)): 

a,  =  x{e,-k;). 

Wir  haben  die  Folgerungen  aus  den  drei  Gleichungen  zu 
entwickeln. 

Die  Gleichung  (lO')  nimmt  für  eine  Unstetigkeitsfläche  die 
Form  an: 

An=An'  (10  a) 

Ist  das  Medium  2  ein  Isolator,  d.  h.  k.^  =  0,  so  ist  A^y  =  0 
und  folglich  auch  A^^=0\  oder  wenn  wir  die  in  den  Leiter 
hinein  errichtete  Normale  jetzt  durch  n  bezeichnen, 

A  =  0,  (10b) 

d.  h.  an  der  Grenze  gegen  einen  Isolator  verläuft  die  Strö- 
mung stets  parallel  der  Grenzfläche.    Es  folgt  weiter  aus  (3) : 

n  n  ■ 

und  für  die  Grenze  eines  homogenen  Leiters: 

Die  Normalcomponente  des  Feldes  also  hat  an  solchen 
Grenzflächen  im  Leiter  vorgeschriebene  Werthe. 
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Ist  hingegen  die  Unstetigkeitsfiäche  Grenze  zwischen  zwei 
längs  ihr  homogenen  Leitern,  so  ist  beiderseits:  jfiT.^  =  0,  wenn 
S  eine  beliebige  zur  Grenzfläche  tangentiale  Richtung  bezeich- 
net, und  aus  (0)  folgt  (s.  oben): 

Aus  (3)  ergiebt  sich  also  für  solche  Grenzflächen: 

(10a)  und  (16)  enthalten  zusammen  das  „Brechungsgesetz*' 
der  Strömungslinien: 

1)  Ai  und  A2  liegen  mit  der  Normalen  der  Grenzfläche 
in  einer  Ebene. 

2)  sind  a^  und  «2  die  Winkel  von  ^,  und  A2  mit  der 
Normalen,  so  ist 

tg  tti  =  7^  und  tg  «.,  =  - .—  ,  also 
tga2         ^ 

Es  giebt  also  keine  „totale  Reflexion"  für  die  stationäre 
Strömung. 

Es  sei  speciell  —  ^^^^  verschwindend  kleine  Zahl.    Dann 

folgt  das  gleiche  für  !^"^-      Der    Bedingung    wird    genügt, 

a)  wenn  tg  «1  unendlich,  tg  «2  endlich  ist.  Dies  bedingt:  ^^^,^=0, 

und  weiter  A^^=  0  wegen  (loa);  daraus  wieder  A^,j  ==  0.    Die 

Strömung  dringt  also  in  2  gar  nicht  ein,  und  ist  in  1  parallel 
der  Grenze.  Alles  verhält  sich,  wie  wenn  2  ein  Isolator  wäre ; 
es  ist  der  oben  schon  behandelte  Fall.    Es  kann  aber  auch 

b)  tg  «2  verschwindend  klein  sein.    Dies  bedingt    .  -  =  0  und 

Ei  8 

weiter -^-=0.    Das   heisst:    Strömung   und   Feld   sind   im 

J0J2N 

zweiten  Medium  merklich  normal  zur  Grenzfläche;  oder 
auch:    die  Aequipotentialflächen   sind  im  zweiten  Medium 
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unmerklich  gegen  die   Grenzfläche  geneigt.     lieber  die  Ver- 
hältnisse im  ersten  Medium  lässt  sich  nichts  aussagen. 

Bezüglich  der  Elektricitätsvertheilung  im  stationären 
Strömungszustand  folgt  aus  den  Gleichungen  (6)  S.  126: 

Die  Abweichungen  der  Dichte  von  den  Gleichgewichts- 
werthen  sind  also  durch  die  Strömung  bestimmt,  und  können 
angegeben  werden,  sofern  die  Relaxationszeit  T  bekannt  ist. 
Das  letztere  trifft  zu  für  verdünnte  Lösungen  von  Salzen  in 
Wasser;  T  ist  für  dieselben  sehr  nahe  dem  Salzgehalt  um- 
gekehrt proportional.  Wo  also  die  Concentration  der  Lösung 
variirt,  da  besitzt  der  Elektrolyt  eine  angebbare,  von  der 
Strömung  abhängige,  innere  elektrische  Ladung.  Es  sind 
daher  an  solchen  Stellen  die  Ionen  nicht  in  äquivalenten 
Mengen  vorhanden.  —  Unabhängig  von  jeder  Kenntniss  der 
T  folgt  aus  den  Gleichungen,  dass  sich  im  homogenen  Leiter 
bei  stationärem  Zustand  keine  Elektricität  befinden  kann.  — 

Das  Leitungsvermögen  X  und  die  elektromotorische  In- 
tensität K  sind  in  jedem  Punkt  eines  Leiters  gegebene  Con- 
stanten. Wir  wollen  zeigen,  dass  in  einem  zusammenhängen- 
den Leitersystem  (Eaum  t),  welches  vollständig  von  Isolatoren 
umschlossen  ist,  —  einem  „vollständigen  Stromgebiet**,  — 
die  stationäre  Strömung  eindeutig  bestimmt  ist,  sobald  man  in 
T  überall  die  Werthe  >l,  und  femer  für  jede  in  sich  zurück- 
laufende Curve  den  Werth  von  /  JST^  dl  kennt. 

Dazu  beweisen  wir  zunächst  den  Hülfssatz,  dass  die 
Strömung  überall  Null  ist,   wenn   für  jede  in  r  verlaufende 


geschlossene  Curve  1  Kidl  =  0  ist. 


Dies  folgt  sogleich  aus  dem  am  Ende  des  §  6,  Kap.  T, 
bewiesenen  Satze  (S.  42).  Aus  der  Annahme  über  K  und  der 
Gleichung  (C)  ergiebt  sich  nämlich  nach  (3): 

Cobn,  elektromagn.  Feld.  ^0 
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f 


A 


für  jede  geschlossene  Curve  in  t. 

Die  Bedingung,  dass  die  Grenze  S  von  r  durch  Isolatoren 
gebildet  sein  soll,  giebt: 

A^  =  0  an  S. 

Die  Forderung,   dass   die  Strömung  stationär  sei,   giebt 

nach  (10'):' 

r(A)  =  0  in  r. 

Dann  aber  ist  (1.  c): 

^  ==  0  in  r. 

Durch  das  bekannte  Verfahren  (s.  Kap.  I,  §  7,  unter  b)  folgt 
aus  diesem  Hülfssatz  die  ursprüngliche  Behauptung.  —  Unser 
Hülfssatz  aber  lässt  sich  so  aussprechen:  ein  stationäres  Feld  in 

ruhenden  Körpern,   für  welches  allgemein  l  Kidl  =  0  ist,  ist 

O 
nothwendig  ein  statisches  Feld. 

Ist  der  betrachtete  Eaum  t  kein  vollständiges  Strom- 
gebiet, so  lässt  sich  über  die  Werthe  von  A^  an  seiner  Ober- 
fläche a  priori  nichts  sagen.  Schreibt  man  aber  vor,  dass 
sie  Null  sein  sollen,  so  bleibt  der  Beweis  unseres  Hülfssatzes 
bestehen.  Daraus  folgt:  die  stationäre  Strömung  in  einem 
beliebigen  Leiter  stück  ist  eindeutig  bestimmt  durch  die 
Einströmung  an  der  Oberfläche   und    durch  die  Werthe  der 


f' 


Kl  dl  für  alle  vollständigen  Umläufe  in  seinem  Innern. 

o 

Aus  der  Strömung  A  folgt  dann  das  elektrische  Feld  E 

nach  (3),  wenn  die  Werthe  der  K  selbst  gegeben  sind. 

Es   ergiebt   sich   femer  das  folgende  Superpositions- 

princip:  Sind  in  einem  vollständigen  Stromgebiet  die  Werthe 

X  fest  gegeben,  und  ist  die  Strömung  (das  Feld)  bekannt  für 

zwei  verschiedene  Systeme  der  JST,  Ä|   und  JSTj  >  so  findet  man 

die  Strömung  (das  Feld)  für  den  Fall,  dass  K^  und  K^  com- 

binirt  werden,  durch  Superposition.   Der  Beweis  ist  zu  führen 

nach  dem  Muster  von  Kap.  I,  §  7,  unter  d. 
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Die  stationäre  Strömung  in  einem  vollständigen  Strom- 
gebiet T  ist  (s.  oben)  durch  gewisse  in  t  gegebene  Grössen 
eindeutig  bestimmt,  also  unabhängig  von  allen  Vorgängen 
ausserhalb  t.  Das  Energieprincip  fordert  daher,  dass  die 
gesammte  bei  dem  Strömungsvorgang  in  t  erzeugte  Energie 
für  sich  Null  sei,  oder,  da  die  elektrische  Energie  stationär 
ist,  dass  die  gesammte  in  t  auftretende  nicht -elektrische 
Energie  V  gleich  Null  sei.  Wir  wollen  zeigen,  dass  dies  zu- 
trifft: es  ist 


?P 


=       /  (AjJE^  +  .  .)  dz,  oder  nach  (0) : 

r 

^-^  —  /  (Aj.  ^  +  ..)dT,   oder  durch  partielle  Integration 


über  t: 


fq>^r{A)dt+ffp^AJS, 


s 
also  wegen  (lO'): 

V=lg>A^dS.  (17) 


=  fg>A^dS. 


Diese  Gleichung  gilt  für  die  in  einem  beliebigen  Raum 
T  bei  stationärer  Strömung  abgegebene  Energie.  Ist  aber  r 
ein  vollständiges  Stromgebiet,  so  ist  nach  (10b):   A^  =  0, 

und  folglich 

!P=0. 

§  4.   Geschichtete  Leiter. 

Wir  machen  jetzt  über  die  Anordnung  der  Leiter  eine 
Voraussetzung,  welche  bei  allen  messenden  Versuchen  sowohl, 
wie  bei  allen  praktischen  Anwendungen  erfüllt  ist. 

Es  ist  im  allgemeinen  möglich,  dass  an  einer  Stelle  des 
Leiters  etwa  in  einer  Richtung  die  Temperatur,  in  einer 
anderen  die  materielle  Zusammensetzung  sich  ändert.  Eine 
^Richtung  der  schnellsten  Aenderung  der  Beschaffenheit"  ist 
dann  nicht  definirbar,  also  die  Richtung  von  K  a  priori  nicht 

10* 
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angebbar.  Unsere  jetzige  Voraussetzung  aber  ist:  es  soll  sich 
in  dem  Leiter  eine  Schaar  von  Flächen  constanter  Be- 
schaffenheit legen  lassen;  der  Leiter  soll,  wie  wir  sagen  wollen, 
„geschichtet^'  sein.  Dann  fällt  die  Eichtung  von  K  noth- 
wendig  überall  in  die  Normale  der  Schichten. 

Bezüglich  der  Grösse  von  K  bedarf  der  Fall  einer  be- 
sonderen Betrachtung,  welcher  häufig  als  der  typische  Fall 
behandelt  wird,  —  der  Fall,  wo  in  einer  Fläche  S  mit  der 
Normale  N  zwei  verschiedene  Körper,  wie  etwa  Kupfer  und 
Zink,  zusammenstossen.  Man  pflegt  anzunehmen,  dass  dann 
K=  Ky  unendlich  ist,  und  ebenso  E^,  derart  jedoch,   dass 

sowohl  Ey  —  Kyy  wie  auch  K^öX  endliche  Grössen  bleiben, 

wo  6N  die  unendlich  kleine  Dicke  der  Uebergangsschicht  be- 
zeichnet. Hieraus  folgt  an  S  eine  unstetige  Aenderung  des 
Potentials  vom  Betrage  Ey6N==  K^öN.  Dieser  Potential- 
sprung hat  also  einen  durch  die  Natur  der  beiden  Leiter 
fest  gegebenen  Werth,  welchen  man  die  „elektrische 
Differenz"  derselben  nennt.  Die  Fläche  Sheisst  „elektro- 
motorische Fläche."  Es  folgt  ferner  nach  (3),  dass  A 
endlich  bleibt,  und  dass  auch  der  durch  die  Strömung  be- 
dingte Energieumsatz  an  der  Fläche  S 


-ß 


V=l  EdN'Aj^dS 


endlich  ist.    Es   wird   aber   die   elektrische  Energie  für  die 
Flächeneinheit  von  S: 

also  unendlich  wie  E\  d.  h.  es  würde  einen  unendlichen 
Energieaufwand  erfordern,  den  vorausgesetzten  Zustand: 
Berührung  der  beiden  heterogenen  Leiter,  hervorzurufen. 
Diese  unzulässige  Consequenz  vermeiden  wir,  wenn  wir  die 
auch  sonst  wahrscheinliche  Annahme  machen,  dass  der  Ueber- 
gang  von  einem  Leiter  zum  andern  stets  in  einer  Schicht  von 
endlicher,  wenn  auch  sehr  kleiner,  Dicke  erfolgt,  in  welcher 
die  physikalischen  Constanten  sich  schnell,  aber  stetig  ändern. 
Tn  dieser  Schicht  ist  dann  K  gross,  aber  endlich.  Wir 
werden  also  K  und  E  als  überall  endlich  voraussetzen.  — 
Es  sei  nun  a  der  Parameter  der  Fläch enschaar,  welche 
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die  Schichtung  unseres  Leiters  charakterisirt;  die  Gleichung 
einer  Schicht  etwa 

und  N  ihre  Normale  im  Punkte  /a 
Dann  ist 

Ä,  =  /'.Jf  und  K=f-l%. 

K  soll  wachsen  mit  ^^.      Macht    man    die    einfachste    An- 
nahme, dass  es  mit  ^^  proportional,  und  im  ührigen  nur  von 

der  Beschaffenheit   der  Materie   in  p  abhängig  ist,   so  ist  f 
lediglich  Function  von  a.    Also  wird 

Äi  =  /la)^^  ="0/"  — ST"'  (^^^ 

Wenn  sich  noch  zeigen  liesse,  dass  t;  eine  einwerthige 
Function  von  x,t/,«i8l,  so  wären  die  Voraussetzungen  des  Hülfs- 
satzes  auf  S.  145  erfüllt,  und  es  ergäbe 
sich,  dass  in  einem  geschichteten  Leiter 
eine  stationäre  Strömung  nicht  möglich 
ist.  Es  fragt  sich  also:  ist  v  noth- 
w endig  einwerthig,  wenn  Ki  eine  ein- 
deutig definirte  Grösse  ist?  i  i      v   y 

Wir  bilden  das  Linienintegi^al  von  a.    djr    k 

K  um    die  Begrenzung    des    unendlich  ^'  ^^' 

kleinen  Rechtecks  dx  dy.    Zu  demselben 
tragen  bei,  wenn  a:,  y  die  Coordinaten  von  a  sind,  (s.  Fig.  18) 

die  Strecke  ah:       {Kßx)^ 

„         „        cd:  —  {Kj^)y  +  dy 
„         „        da :  —  {Kydy)^  . 

Das  Integral  ist  daher: 

^   ^-^^yxdy. 
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Es  ist  aber 

öÄy  _  _    b^v    _  IKx 
bx  bx.by  by  ' 

also   der  Factor  von   dx  dy  gleich   Null.     Die   Coordinaten- 
richtungen  sind  willkürlich;  also  ergiebt  sich:  Die  Gleichung 

Kl  ==  -  j,y  (a) 

ist  gleichbedeutend  mit: 

fKß 

wo  dJj  ein  rechtwinkliges  Flächenelement  und  o  seine  Rand- 
curve  bedeutet.  — 

Andrerseits:  die  Beziehung 

Äi  =  — vv,  V  einwerthig,  (a') 

ist  gleichbedeutend  mit: 

Kidl==  0  für  jede  geschlossene  Curve.  (V) 


/ 


o 

Die  Frage:  folgt  (a')  aus  (a)?  ist  also  identisch  mit  der 
Frage:  folgt  (b')  aus  (b)?  Die  Antwort  hängt  ab  von  der 
geometrischen  Beschaffenheit  des  Baumes  r,  für 
welchen  die  Prämisse  gelten  soll. 

Man  nennt  einen  Kaum  r  zusammenhängend,  wenn 
sich  jeder  seiner  Punkte  mit  jedem  andern  durch  eine  ganz 
in  T  liegende  Linie  verbinden  lässt;  —  einfach  zusammen- 
hängend, wenn  diese  Eigenschaft  durch  einen  Querschnitt 
(d.  h.  eine  Schnittfläche,  deren  Randcurve  ganz  auf  der  Ober- 
fläche von  T  liegt)  verloren  geht;  —  mehrfach  zusammen- 
hängend, wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Uns  interessiren  nur  einfach  und  zweifach  zusammen- 
hängende Räume.  Zweifach  zusammenhängend  heisst  ein  Raum, 
wenn  er  durch  einen  Querschnitt  in  einen  einfach  zusammen- 
hängenden verwandelt  werden  kann. 

Einfach  zusammenhängend  ist  der  ganze  unendliche  Raum, 
der  Raum  einer  Kugel,  der  Raum  ausserhalb  einer  Kugel,  der 
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Raum  einer  Hohlkugel.  Zweifach  zusammenhängend  ist  a)  ein 
ringartiges  Gebilde,  b)  der  Raum,  welcher  übrig  bleibt,  nach- 
dem ein  solches  aus  einem  einfach  zusammenhängenden  Raum 
herausgeschnitten  ist. 

Ein  einfach  zusammenhängender  Raum  r  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  sich  durch  jede  geschlossene  Curve  Z,  welche 
ganz  in  r  verläuft,  stets  eine  Fläche  L  legen  lässt,  welche 
ebenfalls  ganz  in  t  liegt,  und  /  zur  vollständigen  Begrenzung 
hat.  Für  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  gilt 
dies  nicht: 

a)  durch  eine  geschlossene  Curve  im  Ringkörper,  welche 
den  Ring  durchläuft,  lässt  sich  keine  Fläche  begrenzen, 
welche  ganz  im  Ringkörper  liegt.  Jede  geschlossene  Curve 
aber,  welche  im  aufgeschnittenen  Ringkörper  noch  möglich 
ist,  lässt  sich  durch  eine  ganz  in  ihm  gelegene  Fläche  aus- 
füllen. — 

b)  Eine  Curve,  welche  den  Ring  umschlingt,  lässt  sich 
durch  keine  Fläche  ausfüllen,  welche  nicht  den  Ringkörper 
durchbricht.  Wenn  aber  der  Aussenraum  durch  einen  Quer- 
schnitt, —  er  hat  die  Form  einer  dem  Ring  angehefteten 
Membran,  —  einfach  zusammenhängend  gemacht  ist,  so  sind 
in  dem  auf  solche  Weise  neu  begrenzten  Raum  keine  den 
Ring  umschlingenden  Curven  mehr  möglich. 

Können  wir  nun  durch  eine  in  t  gegebene,  geschlossene 
Curve  eine  ganz  in  r  liegende  Fläche  begrenzen,  so  zerlegen 
wir  diese  durch  zwei  Ciurenschaaren  in  rechtwinklige  Elemente ; 
für  die  Randcurve  jedes  Flächenelements  gilt  (b).  Wir  ad- 
diren  alle  Gleichungen  von  der  Form: 

fK^dl^O'dL 

o 

und  beachten,  dass  jedes  Linienelement  (s.Fig.  19  a.  f.  S.),  welches 
zwei  Flächenelemente  trennt,  zweimal  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufen  wird,  dass  also  links  nur  das  Integral 
über  die  vorgelegte  Curve  übrig  bleibt.  So  folgt  (b').  Also: 
(b')  folgt  aus  (b),  wenn  die  Construction  für  jede  geschlossene 
Curve  in  r  möglich  ist,  —  d.  h.  wenn  r  einfach  zusammen- 
hängend ist.    Ist  T   mehrfach   zusammenhängend,   so  ist  die 
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Gleichung  (b')  nicht  die  geometriscli  nothwendige  Folge  unserer 
Prämissen;  eie  kann  aber  selbstverständlich  auch  dann  erfüllt 
aein.  Das  letztere  trifft  erfahrungsmässig  zu  für  jede  ring- 
artig geschlossene  Schichtenfolge  aus  nicht-elektrolytischen 
(metallischen)  Leitern  von  gleichförmiger  Temperatur.  Für 
jeden  solchen  Ring   ist   der   durch   die   ganze  Schichtenfolge 

erstreckte  Werth  von  /  K,(ll,  oder  in  andrer  Äusdrucksweise : 

die  Summe  aller  elektrischen  Differenzen,  gleich  Null.  Es 
ist  in  ihm  ein  stationärer  Strom  nicht  möglich.  Dieser  Satz  ist 
das  „Volta'sche  Gesetz  der  Spannungsreihe."  Die  theo- 
retische Begründung  aus  allgemeinen  physikalischen  (thermo- 
djnamischen)  Frincipien,  welche  man  ihm  gehen  kann,  liegt 
ausserhalb  des  Kahmens  unserer  Untersuchung. 


s. 


s. 


ng.  U.  Fig.  M. 

Unser  geschichteter  Leiter  erfülle  zunächst  einen  einfach 
zusammenhängenden  Raum  r.  Wenn  dann  eine  stationäre 
Strömung  in  ihm  möglich  sein  soll,  so  kann  diese  nur  einen 
Theil  eines  vollständigen  Stromsystems  bilden;  r  muss  mit 
einem  TheÜ  seiner  Oberfläche  an  andere  Leiter  grenzen. 
Dieser  Theil  bestehe  aus  zwei  getrennten  Flächen  5,  und  S^, 
deren  jede  in  homogener  Leitersubstanz  verläuft,  also  einen 
Constanten  Werth  von  v  besitzt,  und  zugleich  eine  Fläche 
constanten  Potentials  ist.  (Die  letztere  Forderung  ist  z.  6. 
stets  erfüllt,  wenn  unser  Leiter  an  einen  andern  von  sehr  viel 
grösserem  Leitungavermögen  grenzt;  s,  S.  144.)  Den  Rest 
der  Oberfläche  bilde  die  „Mantelfläche"  S„,  mit  welcher  r  an 
Isolatoren  grenzt  (s.  Fig.  20). 

Wir  führen  ein 

?>'=y  — u,  (19) 
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so  dass  nach  (C)  und  (IS)  aus  {'X)  wird: 

A^-X"^.  (20) 

Die  Strömungslinien  bilden  die  normalen  Trajectorien 
der  Flächen  qp'  =  const.  und  haben  die  Richtung  von  grösseren 
zu  kleineren  ^-Werthen.  Sie  durchsetzen  insbesondere  nor- 
mal die  Grenzflächen  S^  und  S^. 


e 


Die  Function  g>'  ist  einwerthig  und  stetig  in  r,  und  hat 
nach  (10'),  (10b)  und  unseren  speciellen  Annahmen  den  fol- 
genden Bedingungen  zu  genügen: 


4(^*ä!')+4(^a:)+a^'f)-» 


imertiallr;    ,-   i-,'!^    +  "  U"''    +  "U 


an  5.:    ^'  -  0 

an  S/.    <p'  =  <p^  =  const. 
an  S^i    (p  =  <Pa  ^^  const. 

Diese  Bedingungen  bestimmen  q)   eindeutig  (s.  Kapitel  I,  §  7, 
unter  h),  und  somit  auch  A. 

Nun  bezeichne  man  durch  #  eine  Function,  welche  in  r 
und  an  S^  denselben  Gleichungen  genügt,  wie  (p\  an  S^  und 

S^  aber  den  specielleren: 

an  iS^:    *^1;    an  Ä^:    *  =  o. 

Ist  diese  Function  gefunden,  so  ist 

<P  =  9a  +  i^i  —  <Pa)  * ; 
denn  dieses  g>   genügt  dann  allen  Bedingungen.    Es  folgt 

oder,  w^enn  wir  wie  in  (12a)  schreiben: 


a 


A  =  -[%-9>a+^^^*-  (21) 
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In  den  Bestimmungsgleichungen  für  4^  kommen  weder  tp^ 

und  (p^  noch  die  K  vor;    sie   enthalten  ausser  geometrischen 

Daten  nur  noch  die  Werthe  der  X   und,   falls   X   eine  Con- 
stante  in  t  ist,  auch  diese  nicht. 

Die  Strömung  hängt  also  von  den  Grössen  K  nur  insoweit 
ab,  als  diese  die  gesammte  elektromotorische  Kraft  6  be- 
stimmen. Aus  der  Strömung  folgt  die  Feldintensität  nach  (3) 
an  jeder  Stelle,  wo  K  bekannt  ist.  Also  ergiebt  sich:  wenn 
innerhalb  einer  gewissen  Schicht  die  Grössen ^  K  geändert 
werden,  so  bleiben  davon  alle  elektrischen  Erscheinungen 
ausserhalb  der  Schicht  unberührt,  sofern  nur  das  durch  die 
Schicht  erstreckte  Linienintegral  von  K  unverändert  blieb. 
Handelt  es  sich  insbesondere  um  die  Grenzschicht  zweier 
heterogener  Leiter,  so  macht  es  für  die  Erscheinungen  ausser- 
halb dieser  Schicht  keinen  Unterschied,  ob  man,  wie  dies  in 
der  Regel  geschieht,  in  ihr  eine  endliche  „elektrische  Differenz" 
an  einer  Fläche  oder,  wie  wir  es  thaten,  endliche  Werthe  von 
K  annimmt,  falls  nur  das  Linienintegral  von  K  mit  jener 
elektrischen  Differenz  übereinstimmt. 

Wir  denken  nun  (vgl.  Fig.  20)  durch  den  Leiter  eine  be- 
liebige Fläche  S  gelegt,  deren  vollständige  Begrenzung  auf  der 
Mantelfläche  S^  liegt;  N  sei  diejenige  Normale  von  dS^  welche 

von  S^  nach  Anweist.   Durch  5^,  treten  keine  Stromlinien;  also 

ist  nach  (10)  die  Grösse 


/ 


A^^dS  =  i ,  (22) 

d.  h.  die  Anzahl  der  in  der  Richtung  von  S^  nach  S^  dui-ch  S 

hindurchtretenden   Stromlinien,   unabhängig  von   der  beson- 
deren Wahl   der  Fläche   S.    Die  Grösse  i  heisst  der  von  S^ 

nach  5^  durch  den  Leiter  fliessende  „elektrische  Strom." 

Es  ist  nach  (21) 


{<Pe-<Pa+S)f^^^N^^' 


Setzen  wir 


f'  It  '^^-l'  (23) 
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so  wird 

w  =  9,  —  gp^  +  £. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  tiberein  mit  der 
für  lineare  Leiter  gefundenen  Gleichung  (12c).  Die  Zeichen 
h  Si  %i  9>a  haben  hier  genau  die  gleiche  Bedeutung  wie  dort. 
w  ist  hier  wie  dort  eine  Grösse,  welche  durch  die  Wertlie 
von  jL  und  geometrische  Daten  bestimmt  ist;  sie  heisst  auch 
hier  der  „Widerstand"  des  Leiters.  Es  ist  aber  zu  beachten, 
dass  für  ein  gegebenes  Stück  leitender  Substanz  der  Wider- 
stand erst  dann  eine  definirte  Grösse  ist,  wenn  die  Oberfläche 
in  bestimmter  Weise  in  drei  Theile  zerlegt  ist,  nämlich  S^  und 

iS^,  dui-ch  welche  die  Strömung  normal  eintritt,  bezw.  austritt,  und 
S^,  durch  welche  keine  Strömung  hindurchtritt.    Aus  den  Be- 

dingungen  für  #  folgt,  dass  ^j^  überall  negativ  ist;  also  ist  w 

stets  eine  positive  Grosse.    Ist  X  constant  in  r,  so  ist  4^  un- 
abhängig von  Jl,  und  folglich  w  umgekehrt  proportional  mit  X. 

wird  auch  als  „specifischer  Widerstand**  des  homogenen 

Leiters  bezeichnet. 

Denken  wir,  es  sei  r  ein  schalenförmiger  Raum,  dessen 
vollstän  dige  Begrenzung  die  Flächen  ^9^  und  iS^  bilden.   Dann 

ist  4>  vollkommen  bestimmt  durch  die  Bedingungen  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  und  die  Gleichungen: 

an  S^ :    *  =-=  1 

an  S^:    *  --=  0. 

Diese  Forderungen  sind  identisch  mit  denjenigen  für  das 
elektrostatische  Potential  in  einem  Condensator,  wenn  die 
Werthe  der  Dielektricitätsconstante  s  im  letzteren  Fall  überall 
den  Werthen  von  X  in  der  Strömungsaufgabe  proportional 
sind.  Es  würde  also  die  Lösung  einer  jeden  derartigen 
Strömungsaufgabe  zugleich  die  Lösung  einer  Condensatorauf- 
gabe  enthalten  und  umgekehrt.  — 

Sei  im  Condensator  t  constant,  im  geometrisch  gleichen 
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Leiter  X  constant,  dann  ist  ^  in  beiden  Fällen  dui'cli  die 
gleichen  Bedingungen  bestimmt.  S  ist  jetzt  eine  beliebige 
geschlossene  Fläche,  welche  S^  von  S^^  trennt.  Die  Capacität 

des  Condensators   ist,   wenn  e  die  Elektricitätsmenge  auf  S^ 

bezeichnet: 

e  Tö* 


Der  Widerstand  w  des  Leiters  ist  gegeben  durch: 

—  =  —  X  I  -.^rdS,  also 
w  J  oN 

0^=1'  (24) 

Nun  ist  zwar  der  vorausgesetzte  Fall  in  Strenge  nicht 
realisirbar;  denn  die  von  S^  durch  r  nach  S^  führenden  Strom- 
linien müssen  nothwendig  ausserhalb  t  nach  S^  zurückkehren; 
es  kann  also  thatsächlich  die  Fläche  S^  in  der  Strömungs- 
aufgabe nie  fehlen.  Andrerseits  lässt  sich  das  genaue  Ana- 
logen von  S^  in  der  elektrostatischen  Aufgabe  nicht  her- 
stellen; denn  es  giebt  zwar  Körper,  für  welche  >l  =  0  ist 
(die  Isolatoren),  aber  nicht  solche,  für  welche  6  =  0  ist.  Das 
folgende  wird  zeigen,  dass  die  hervorgehobene  Analogie  gleich- 
wohl von  Werth  ist. 

Der  Leiter  sei  homogen  und  habe  die  Form  eines  Hohl- 
cylinders  von  der  Länge  /  und  den  Eadien  r,  und  rj  >>  r, . 

S^  sei  die  Fläche  r  =  r^j 

S^  sei  gebildet  von  den  zwei  zur  Axe  nor- 
malen Schnitten.    Nach  Kapitel  I,  S.  70  haben  wir 

Während  aber  die  Lösung  in  Kapitel  I  nur  galt  für  die  von  den 
Enden  unendlich  entfernten  Theile  eines  unendlich  langen 
Cylinders  (praktisch  also  für  die  Differenz  der  Capacitäten 
zweier  langen  Cylinder),  gilt  die  jetzige  Lösung  in  Strenge 
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für  beliebige  Dimensionen.    Denn  die  an  den  Endflächen  S^ 

neu   hinzukommende    Bedingung:    ^    =0  wird  durch  unser 

0  befriedigt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  in  Kap.  I  für  nicht-co- 
axiale  Cylinderflächen  erhaltenen  Resultate  übertragen.  — 

Die  Grenzfläche  S^  eines  homogenen  Leiters  sei  ein  Theil 

eines  Kegelmantels  von  beliebiger  Form  und  dem  Oeffnungs- 
winkel  a,  während  die  Flächen  S^  und  S^  Theile  von  Kugel- 
flächen um  die  Spitze  des  Kegels  mit  denEadien  r^  und  rj  '^r^ 
sein  sollen.  Die  Anschauung  führt  darauf,  dass  die  Strömung 
radial  und  mit  nach  allen  Richtungen  gleichförmiger  Dichte 
verläuft.    Dies  giebt 

J  =  -« ,  also  ^  =      -\-  B. 

111 
4^  Renüfft  thatsächlich  allen  Bedingungen,  wenn    .  =    — 
°       ^  o     o  A        Vy^        r.j 

gesetzt  und  B  passend  bestimmt  wird. 

Es  wird: 

1    /l        1 
w=      -  ( 

1 
Dieses  w  geht  in  den  Werth  von      für  den  Kugelcondensator, 

Gleichung  (40)  S.  69,  über,  sobald  wir  a  =  4^  setzen  (und  X  ==  f ). 
Auch  hier  ist  in  der  Strömungs  aufgäbe  die  Verallgemeinerung 
auf  einen  beliebigen  Oeffnungswinkel  möglich,  weil  die  neue 
Grenzfläche  aus  Strömungslinien  gebildet  ist.  — 

Diese  Bemerkung  lässt  sich  verallgemeinem:  Wenn  das 
Strömungsproblem  für  einen  Leiter  gelöst  ist,  den  die  Flächen 
S^  und  S^  allein  begrenzen  (was  nie  einer  realisirbaren  An- 
ordnung entspricht),  so  stelle  man  eine  Grenzfläche  S^  aus 
Stromlinien  her.  Auch  in  dem  neu  begrenzten  Raum  genügt 
das  frühere  *  allen  Bedingungen  und  ist  folglich  die  Lösung. 
Aus  ihm  berechnet  sich  w  nach  (23);  w  ist  durch  die  Be- 
grenzung grösser  geworden,  weil  *Si  sich  verkleinert  hat.  — 

Es  sei  der  Leiter  ein  homogener  Oy linder,  die  Flächen 
S^  und  S^  seien  zwei  zur  Axe  senkrechte  Ebenen;  dann  ist. 
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wie   leicht  ersichtlich,   die  Strömung   parallel   der  Axe  und 
über  den  Querschnitt  gleichfönnig  vertheilt.  — 

Habe  endlich  der  Leiter  eine  Form,  welche  gestattet,  ihn 
als  „linearen  Leiter"  (s.  S.  137)  mit  der  Leitcurve  s  und  dem 
variablen  Querschnitt  q  zu  behandeln.  Dann  werden  die 
Bedingungen  (tOb)  und  (10)  dadurch  befriedigt,  dass  A  paral- 
lel s  und  qA  unabhängig  von  s  ist.    Da  nun  allgemein 

Ai  =  const.  ^  2\7  y 
80  folgen  daraus  als  Bedingungen  für  ^: 

^  nur  Function  von  s,  und  a>t  -.  -  =  c, 

OS 

Daraus  4^  =  c  i    -   und,  da  *^  =  1 ,    *^  =  0  sein  muss : 

a 

—  \  =c  I    .  ,  wodurch  c  bestimmt  ist. 


Cds 


e 


Es  wird  aber  die  allgemeine  Definitionsgleichung  (23)  für  w 
in  unsemi  Fall 

1,8*  I 

==  —  X  ^    0  =  —  c\   also 

W  CS 


w 


a 


Hiermit  ist   die  specielle  Definitionsgleichung  (t2b)  wieder- 
gewonnen. — 

Wenn  man  w  nach  der  allgemeinen  Definition  (23)  be- 
stimmt, so  sind  die  früher  entwickelten  Sätze  über  verzweigte 
lineare  Leiter  ohne  Aenderung  ihrer  Form  auf  beliebige 
Leiter  übertragbar,  sofern  diese  nur  in  derNähe  der  Ver- 
zweigungspunkte als  lineare  betrachtet  werden  können. 

Bisher  behandelten  wir  ein,  aus  einem  geschichteten 
Leiter  gebildetes,  unvollständiges  Stromgebiet.  Wir  gehen 
über  zur  Behandlung  eines  vollständigen  Stromgebietes. 
Dieses  muss   (s.  S.  152)   nothwendig  mehrfach  zusammen- 
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hängend  sein.  AVir  beschränken  ans  auf  tleu  FjÜI  eines  rinj;- 
aiiigen.  also  zweifach  zusamnienfaSngenden  Gebietes  t.  Eine 
ytrönmng  kann,  wie  oben  gezeigt,  in  üuu  existiren,  wenn  r 
in  r  niehrwerthig  ist.  Sie  esistirt  dann  aber  auch  stets;  denn 
da  >f  einverthig  ist,  so  kann  in  diesem  Fall  y  —  v  nicht  con- 
ätant,  and  folglich  .1  nicht  Xull  sein. 

Die  Oberfläche  des  Leiters  heisse  Sg\  dann  ist  (s.S.  I-I5f.) 
A  voUkonunen  bestimmt  dnrch  die  Bedingungen: 

in  t:    /■{J)  =  0,   nnd    f-,   H fStdl, 


sobald  die  X  und  die  'Werthe  \oai  Kß   tur  jede  geschlossene 

Curve  gegeben  sind. 

In  unserm  Fall  ist  das  Integral  gleich  Kuli  für  jede 
Curve  der  Art  a  {s.  Fig.  21);  denn  durch  diese  liisst  sich 
eine  in  t  verlaufende  Fläche  S  begrenzen. 

Für  eine  Curve  der  Art  b 
ist  es  nicht  Null.  Ziehen  wir 
aber  zwei  derartige  Curven,  h 
und  h',  und  verbinden  sie  durch 
eine  Linie  /,  so  haben  wir  eine 
in  T  liegende  Fläche  S  abge- 
grenzt. Wir  umkreisen  dieselbe, 
indem  wir  h  in  einem,  b'  im 
andern  Sinn  und  /  zweimal  in 
entgegengesetztem  Sinn  durcli- 
laufen.  Da  das  Integral  Null 
sein  muss  für  die  ganze  Uni- 
kreiaung  von  S,   so    folgt,   dass  Fig.  si. 

es  gleiche  Werthe    hat    für   b 

und  6',  wenn  beide  in  gleichem  Sinn  durchlaufen  werden. 
Also:  das  Integral  ist  Null  für  alle  Curven  a,  und  hat  den- 
selben Werth  für  alle  Curven  b. 

Es  werde  bezeichnet 


-/ 


160  Energieumsetzung  [Kap.  11. 

wenn  der  Weg  in  einem  bestimmten,  von  uns  als  positiv  be- 
zeichneten, Sinn  um  den  King  führt. 

Man  schneide  nun  den  Ring  an  einer  beliebigen  Stelle 
auf,  nenne  S^  die  positive,  S^  die  negative  Seite  der  Schnitt- 
fläche und  bestimme  eine  in  dem  neubegrenzten  einfach 
zusammenhängenden  Eaume  einwerthige  und  stetige  Func- 
tion *  durch  genau  dieselben  Bedingungen,  wie  oben  S.  1 53. 
Dann  ist  die  Strömung 

Ai=-£X^-  (21a) 

Denn  für  dieses  A  ist  r(A)  =  0 ,  und  an  Ä^J :  A^  =  0. 
Es  wird  femer 

/  ^€11=—  €  I  ^    dl  =  0  fnr  jede  Curve  a,  und 

o  o 

a 

C^idl  =  —  <f  P*(//=  £'(*^  — <^J  =  £  für  jede  Cui^e  b. 

Definiren  wir  den  Strom  i  und  den  Widerstand  w  wie 
früher  aus  (22)  und  (23),  so  folgt  aus  (21a): 

iw  =  £f 

übereinstimmend  mit  der  fiir  einen  geschlossenen  linearen 
Leiter  gefundenen  Gleichung.  — 

Die  in  einem  beliebigen  Leiter  auftretende  thermisch- 
chemische Energie  ist  nach  (17): 


8 


?P=  Iw.AJS. 


Für  einen  geschichteten  Leiter,  der  mit  der  Mantelfläche 
iSl,  an  Isolatoren,  mit  den  Aequipotentialflächen  S^  {(p^   und 

^a  (^Pa)  ^^  andere  Leiter  grenzt,  wird 

V=  (pjA^dS  +  <p,fA,dS=  {(p,  -  <p,)  i 


^e  ^a 
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oder  auch, 

da  q>^-^q)^  =  iw  —  6, 

Die  Jonle'sche  Wärme  ist  nach  (4): 
—  dr  oder  nach  (20): 

=  —   /  f -4^  ^  -  H — jdr,  also  wegen  (10')  durch  partielle 

Integration: 

=  /  A^.(p\dS={(p^  —  (p^) %  =  (9>,  —  (p^  +  €)  i,  oder 

J  =  Pw. 

Ebenso  folgt  der  umkehrbare  Energiebetrag 

P  =  f{A^K^  +  ..)  dx  =JA^.v.dS=  {v,  -vji  =  -  €i. 

Die  Umformungen  von  J  und  P,  durch  welche  die  Raum- 
integrale in  Flächenintegrale  tibergehen,  setzen  voraus,  dass 
^>  bezw.  V  einwerthig  ist  in  t,  also  dass  r  einfach  zusammen- 
hängend ist.  Betrachten  wir  nun  den  ganzen,  ringförmigen 
Leiter.    Dann  gilt  noch: 

P^JA^vdS, 

sofern  man  den  Ring  aufschneidet,  und  die  beiden  Seiten  des 
Querschnitts  ebenfalls  zu  S  rechnet. 

Es  folgt  dann  wieder: 

J  =  t^  w 

wo  nun  w  den  gesammten  Widerstand  des  Ringes  bedeutet, 
£  die  gesammte  elektromotorische  Kraft,  d.  h.  —  f  das  im  Sinn 
von  i  rings  um  den  Ring  erstreckte  Linienintegral  von  K. 
Die  Ausdrücke  für  V,  «/,  P  stimmen  überein  mit  den  in  (13) 
für  lineare  Leiter  gefundenen. 

CohOp  elakiromagD.  Feld.  ^^ 


dS 
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§  5.   Massmethoden.  —  Erweiterung  derElektrostatik. 

Die  Messung  der  in  diesem  Kapitel  neu  aufgetretenen 
Grössen  lässt  sich,  wie  das  auch  fiir  die  Grössen  der  Elektro- 
statik gilt,  zurückführen  auf  die  Masse  der  Mechanik  und 
das  Mass  einer  elektrischen  Grösse.  Als  diese  wählen  wir 
wiederum  die  Dielektricitätsconstante  des  Vacuums  £o  I  unsere 
Gleichungen  gehen  dann  in  die  für  das  „absolute  elektrische 
Masssystem **  gültigen  über,  wenn  wir  4jteQ  =  1  setzen.  Nur 
eine  der  bisher  betrachteten  elektrischen  Grössen  ist  (ausser 
der    elektrischen  Energie)    ohne    weiteres   in  mechanischem 

Masse  messbar.    Es  ist  die  Relaxationszeit  '^^^^i  eine  Zeit- 

grösse.  Zum  Unterschied  von  den  übrigen  elektrischen  Con- 
stanten, welche  nur  als  Verhältnisszahlen  definirbar  sind,  kann 
man  sie  als  „innere  Constante"  des  Mediums  bezeichnen. 

In  Kapitel  I,  §  10  wurde  gezeigt,  wie  man  Potential- 
diflerenzen  9)^  —  q>ß  mit  einander  vergleichen,  und  wie  man 

(9?^  —  q)^  Ys  in  mechanischem  Mass  (von  den  Dimensionen 

^V«  jj\z  2^-1^  messen  kann,  wenn  ^^  und  g)^  die  Potentialwerthe 

auf  den  Organen  Ä  und  B  eines  geeigneten  Elektrometers 
sind  (die  wir  aus  dem  gleichen  Metall  hergestellt  denken),  und 
f  die  Dielektricitätsconstante  des  das  Elektrometer  füllenden 
Isolators,  als  welchen  wir  im  folgenden  Luft  voraussetzen. 
Verbinden  wir  mit  A  und  B  durch  metallische  Leiter  zwei 
Punkte  e  und  a  eines  andern  Leiters,  so  dürfen  wir  nach 
unserer  jetzigen  Annahme  nicht  mehr  setzen  9>j  =  9?^,  ^a'^^^B' 
Wohl  aber  ist  (p^  —  ^a  "^  ^ä  —  ^b^  wenn  auch  in  c  und  a 
sich  gleichartige  Leitersubstanz  befindet.  Unter  dieser 
Bedingung  also  können  wir  die  Potentialdifferenz  zwischen 
zwei  Punkten  eines  Leiters  elektrometrisch  bestimmen. 

Sie  ist  zunächst  erfüllt  für  die  entsprechenden  Punkte 
der  Endflächen,  die  durch  Aufschneiden  eines  Ringes  entstehen. 
Im  aufgeschnittenen  Ring  ist  {vor  setzen  wieder  einen  ge- 
schichteten Leiter  voraus)  ^  =  0  und  folglich  nach  (12  c) 


§  5.]  Vergleichang  von  Widerständen  and  Strömen.  ]g3 

Unsere  Methode  gestattet  also,  das  £"  |AeQ,  —  die  elek- 
tromotorische Kraft,  —  für  jedes  vollständige  Stromgebiet 
der  betrachteten  Art  zu  messen.  Da  einer  bestimmten 
Folge  von  Substanzen  ein  bestimmtes  6  zukommt,  so  genügt 

es,  das  €  ^£q  für  eine  wohl  definirte  Anordnung  ein  fiu* 
allemal  zu  messen,  um  dann  durch  blosse  vergleichende 
Messung  dieselbe  Grösse  für  eine  beliebige  Anordnung  zu 
erhalten.  Eine  geeignete  Normal-Anordnung  ist  die  des 
.,Clark'schen  Elements"  :  Hg,  Hg^SO^,  ZnSO^,  Zn,  Hg.  Für 
diese  ist  gefunden  (bei  15^  C.) 

€, .  Y4^o  =  ^gfo"  «r'''  «"»''•  s««~'  •  (25) 

Auf  die  Messung  von  Potentialdifferenzen  ist  auch  die 
Messung. der  übrigen  Stromgrössen  zurückzuführen: 

Wir  betrachten  femer  ein  durströmtes  homogenes  Leiter- 
stück. Die  Bedingung  der  Messbarkeit  von  9>^  —  (p^  ist  er- 
füllt, und  nach  (12  c)  ist 

%  —  <Pa  =  *"'• 

Man  denke  sich  die  Messung  ausgeführt  für  zwei  homogene 
Strecken  des  gleichen  Stromkreises,  deren  Widerstände  i4\ 
und  W2   seien;  i  hat  für  beide  denselben  Werth;  also  erhält 

man  -i«  Das  heisst:  Widerstände  von  homogenen  Leitern  sind 

elektrometrisch  vergleichbar. 

V  Hier  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Strömung  in  dem  unter- 
suchten Leiter  durch  die  Verbindung  zweier  Punkte,  e  und  a, 
mit  den  Elektrometerorganen  A  und  B  nicht  verändert  wird, 
und  dass  trotz  der  Strömung  im  Leiter  9)^  =  rp^,  g)^  =  q)ß  ist. 

Beide  Voraussetzungen  sind  erfüllt,  wenn  in  den  Verbindungs- 
stücken eA  und  aB  keine  Strömung  vorhanden  ist.  Strom- 
linien, die  bei  e  in  das  Stück  eA  eintreten,  könnten  nur  bei 
e  wieder  austreten;  um  diese  Stromverzweigimg auszuschliessen, 
muss  bei  e  imd  ebenso  bei  a  pimktformige  Berührung  gefordert 
werden. 

Der  Widerstand  iv  etwa  eines  Metalldrahtes  ist  eine  Con- 
stante  dieses  Körpers;  man  kann  also  auch  Drähte  von  gleichem 

11* 
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w  oder  von  bestimmtem  VerhäJtniss  der  t^;-Werthe  ein  für 
allemal  herstellen.  Mit  Hülfe  solcher  lassen  sich  nach  der 
Gleichung 

<Pe  —  9a  =  ^^ 

Ströme  i  elektrometrisch  vergleichen.  — 

Es  ist  femer  für  einen  homogenen  Leiter  w  =  '  ^   wo  7 

eine  durch  die  Form  des  Leiters  bestimmte  Grösse  (von  den 
Dimensionen  einer  reciproken  Länge),  die  sogenannte  „Wider- 
standscapacität",  bezeichnet,  welche  oben  für  einige  Leiter- 
formen berechnet  wurde.  Die  Vergleichung  zweier  w  führt 
also  zur  Vergleichung  zweier  X^  wenn  beide  Leiter  gleiche 
Form  haben,  oder  wenn  für  beide  die  Grösse  7  bekannt  ist. 

Um  Grössen  «,  m?,  X  nicht  nur  zu  vergleichen,  sondern  in 
der  oben  erläuterten  Weise  absolut  zu  messen,  müssen  wir 
die  Energieumsetzungen  benutzen: 

Die  in  einem  homogenen  Leiter  in  der  Zeit  /  entwickelte 
Wärme  ist: 

Diese  Wärme  kann  gemessen  und  mit  Hülfe  des  „mecha- 
nischen Wärmeäquivalents**  in  Arbeitsmass  ausgedrückt  werden. 

Verbindet  man  mit  dieser  Messung  diejenige  von  {(p^  —  (p^  "y^^o 

(s.   oben),   so    erhält   man  w^.    Die  Dimensionen   sind,   da 


(y.  — yj'  ^' 


=fEnergie]=  MÜ T  ^und[(g),  —  q>^H^]==MLT 


-2 


w 

ist, 

Die  Messung  braucht  nur  einmal  ausgeführt  zu  werden 
für  einen  stets  reproducirbaren  Leiter  von  wohldefinirtem 
Widerstand.  Dann  genügt  später  die  Vergleichung  mit 
diesem  Grundmass,  um  w^  für  jeden  homogenen  Leiter  zu 
erhalten. 

Das  praktische  Grundmass  bildet  die  „Siemens' sehe  Ein- 
heit**, d.h.  der  Widerstand  t/;^  einer  Quecksilber-Säule   von 
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1  qmm  Querschnitt  zwischen  zwei  um  1  m  von  einander  ent- 
fernten noimalen  Querschnitten  bei  0*^  C.  Für  diesen  ist 
gefunden 

,  10«         1        sec 

Daraus  e^ebt  sich  für  das  specifische  LeitungSTermögen  Jl| 
des  Quecksilbers: 

/-'-  -  =  '-^^-  =  1.063  •  10-  .  9  •  10«  JL.        r20) 

Weiter  folgt  dann     -        für    einen    beliebigen    Leiter 

durch  Vergleichung  mit  Quecksilber. 

Ist  w€q  für  einen  bestimmten  homogenen  Leiter  bekannt, 

so  messe  man  die  Potentialdifferenz  (gp^  —  (p^)  ^s^y   zwischen 

seinen  Enden,  während  er  vom  Strom  %  durchflössen  wird. 
Die  Gleichung  iw  =  <p^  —  g>^  liefert  dann 

'-==.= und 

■ 

Ein  anderes  Mittel,  — ^^  zu  bestimmen,  bietet  die  Elektro- 

lyse.  Nach  Gleichung  (9)  wird  durch  den  Strom  %  in  der 
Zeit  t  die  Masse 

eines  Ions  vom  Aequivalentgewicht  a  ausgeschieden.  Hier 
ist  iy  eine  universelle  Constante,  welche  wir  die  „elektro- 
chemische Constante"  nennen  wollen. 

Es  werde  also  einmal  - —  und  gleichzeitig,  in  der  soeben 

*  •  cc 

angegebenen  Weise,  —^:—.  gemessen.  Dann  ist  i]  \f^o  bekannt. 

y«o 

Man  hat  gefunden: 

-r.  0,0001036     ./.      -./        i  ...v 
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wenn  a^^  das  Aequivalentgewicht  des  Wasserstoffs  bezeichnet, 

welches  man  =  1  zu  setzen  pflegt. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  und  der  Gleichung  (9)   kann 

jedes  -  ^      aus  der  in  der  Zeit  i  zersetzten  Menge  eines  in 

den  Stromkreis  eingeschalteten  Elektrolyten  bestimmt  werden. 
Voraussetzung  der  Messung  ist,  dass  während  ihrer  Dauer  * 
eonstant  bleibt;  dies  kann  nach  dem  obigen  controlirt  werden 
mit  Hülfe  eines  Elektrometers,  welches  nur  empfindlich, 
aber  kein  Messinstrument  zu  sein  braucht.*) 

Bestimmt  man  den  Widerstand,  welchen  eine  Flüssigkeit 
von  bekanntem  Leitungsvermögen  zwischen  zwei  Flächen  be- 
sitzt, die  mit  ausreichender  Näherung  einen  „geschlossenen 
Condensator"  begrenzen,  so  folgt  aus  Gleichung  (24)  für 
diesen  Condensator: 

c  ^   1 
s       wX 

Dieses  indirekte  Verfahren  zur  Bestimmung  von  Condensator- 
capacitäten  kann  unter  Umständen  vortheilhaft  sein  gegenüber 
den  in  Kapitel  I  angegebenen  Methoden.  — 

Die  oben  angeführte  elektrometrische  Methode  zur  Messung 
der  6  unterlag  der  Beschränkung,  dass  die  beiden  End- 
flächen des  Leiters  gleichartig  sein  müssen.  Diese  Be- 
schränkung ist  ohne  Bedeutung,  solange  wir  nm-  nach  den 
Werthen  der  Strömung  fragen;  denn  die  letztere  ist  völlig 
bestimmt  durch  die  Werthe  der  €  für  alle  geschlossenen 
Curven.  Die  Werthe  der  £  zwischen  beliebigen  Grenzen, 
und  somit  die  Grössen  K,  bedingen  lediglich  die  umkehrbaren 
Energieumsetzungen  und  können  daher  auch  nur  aus  Energie- 
messungen gewonnen  werden.  Es  werde  durch  eine  bestimmte 
Anordnung  von  Leitern,  welcher  der  Werth  £  und  der  Wider- 
stand w  zukommt,   in   zwei  Versuchen   der  gleiche  Strom   i 


*)  Vorstehende  Darstellang  ist  bedingt  durch  die  Anforderungen  der 
Systematik.  Thatsächlich  sind  die  angeführten  absoluten  Werthe  zum 
Theil  durch  andere  indirecte  Methoden  gewonnen,  die  erst  an  späterer 
Stelle  beschrieben  werden  können.  Diesem  Sachverhalt  entspricht  die 
Zerlegung  der  Zahlwerthe  in  Factoren. 
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in  entgegengesetzter  Richtung  gesandt.  Dann  ist  die  wäh- 
rend der  Zeit  Eins  in  nicht-elektrischer  Fonn  auftretende 
Energie : 

?Pj  --=  ufi^  —  €i,  bezw.   ¥^2  =''  ^^  +  ^*>    ^^^^ 

V^  —  V,  =2£V. 

W  ist,  falls  der  fragliche  Leiter  materielle  Verändeningen 
nicht  erleidet,  Wärme,  die  ohne  weiteres  in  Arbeitsmass  aus- 
gedrückt werden  kann.  Handelt  es  sich  um  einen  Elektrolyten, 
so  gehen  neben  der  Erwärmung  chemische  Umsetzungen  und 
Concentrationsänderungen  her;  die  Energieänderung,  welche 
diesen  materiellen  Veränderungen  entspricht,  ist  'nach  dem 
Energieprincip  eine  durch  Anfangs-  und  Endzustand  völlig  be- 
stimmte Grösse,  welche  bei  einem  beliebigen  andern  XJeber- 
tührungsprocess,  im  allgemeinen  in  der  Form  von  Arbeit 
und  Wärme,  gemessen  werden  kann.  —  Neben  V^  und  ÜP^ 
denke  man  noch  die  gleichzeitig  in  einem  homogenen  Leiter- 
stück (Endpunkte  e  und  a,  Widerstand  w^)  entwickelte  Wärme  J 

gemessen.    Es  ist 

J,  =  J2  ■--=  wp  -^  (cp,  —  q)J  i. 

Man  kann  so  £  mit  {<p^  —  g)J  und  sonach  mit  der  elektro- 
motorischen Kraft  irgend  eines  „Elements",  etwa  des  Clark'- 
schen   (f^)   vergleichen.      Besonderes    Interesse    haben    die 

Werthe  £  erregt,  welche  dem  Uebergang  von  einem  Metall 
zu  einem  andern  bei  gegebener  gleichförmiger  Temperatur 
entsprechen.  Diese  „elektrischen  Diflferenzen"  zwischen  den 
verschiedensten  Metallen  haben  sich,  in  vorstehender  Weise 
aus  der  Peltier'schen  Wäime  bestimmt,  alle  von  der  Grössen- 
ordnung  y^^  £^  ergeben.  — 

Ganz  andere  Werthe,  von  der  Grössenordnung  f^,  hat 
man  durch  elektrostatische  Messungen  zu  erhalten  geglaubt. 

Um  dieselben  beurtheilen  zu  können,  müssen  wir  zunächst 
in  die  Grundlagen  der  Elektrostatik  die  allgemeineren  An- 
nahmen einführen,  zu  welchen  uns  die  Erscheinungen  der 
Strömung  genöthigt  haben.  Es  bleiben  bestehen  die  folgen- 
den drei  unserer  früher  in  Kapitel  I  gemachten  Grundan- 
nahmen: 
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1)  Die  elektrische  Energie  des  Kaumes  t  ist: 

Bmdx.  (B) 


"  • = */' 


2fe, 


2)  Der  Elektricitätsinhalt  des  Raumes  r  ist: 

^l'sEj.dS,  (A) 

(S  Oberfläche  von  r,  ^V  äussere  Normale); 

e^  ist  unveränderlich  für  jedes  Element  eines  Isolators,  und 
für  jeden  Leiter  im  ganzen. 

3)  Für  jede  geschlossene  Curve  ist: 


/ 


E^l==0.  (C) 

O 

An  Stelle  der  früheren  Annahme  (D):  „E=0  in  jedem 
Leiter",  tritt  jedoch  jetzt  die  folgende  (vgl.  S.  124): 

4)  In  jedem  Leiter  ist: 

El- Kl,  (D') 

WO  K  ein  durch  die  Anordnung  der  Materie  nach  Grösse  und 
Richtung  gegebener  Vector. 

Damit  die  Bedingungen  verträglich  seien,  muss  in  jedem 

Kfill=0  sein,  oder  Ki  =  —  ^^,    wo   v   für   jeden 

o 

einzelnen  Leiter  eine  bis  auf  eine  additive  Constante  gegebene, 
eindeutige  Function  bezeichnet. 

Aus  diesen  Grundannahmen  ziehen  wir  zunächst  die  all- 
gemeinsten Folgerungen: 

Zum  Werthe  der  Energie  trägt  jetzt  auch  das  Innere 
der  Leiter  bei.    Derselbe  kann  geschrieben  werden 


TF,  =  I  CeK^dt  +  i  feE^dr , 


^a 


wo  T^.  das  Innere  der  Leiter,  r^  den  Aussenraum  bezeichnen 
soll.  Das  erste  Integral  weist  darauf  hin,  dass  Deformationen 
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eines  inhomogenen  Leiters,  insbesondere  Deformationen  der 
Grenzschicht  heterogener  Leiter,  mit  Aenderungen  der  elek- 
trischen Energie  verknüpft  sind;  diese  tritt  dadurch  in  Be- 
ziehung zur  Energie  der  Capillarkräfte.  Wir  wollen  aber  im 
folgenden  voraussetzen,  dass  die  Leiter  oder  wenigstens  deren 
inhomogene  Theile  sich  nur  als  starre  Körper  bewegen;  dann 
ist  nur  das  zweite  Litegral 'eine  veränderliche  Grösse, 

Das  Feld  in  r^  ist  unmittelbar  gegeben,  damit  sind  wegen 
der  aus  (C)  folgenden  Stetigkeit  von  E^  auch  die  tangentialen 
Componenten  an  der  Begrenzung  von  r^  gegeben.  Hieraus 
folgt  nach  den  Methoden  von  Kapitel  I,  §  7: 

Das  Feld  in  t^  ist  auch  jetzt  noch  bestimmt,  wenn  ausser 

der  Elektricitätsvertheilung  (q,  o)  im  Dielektricum  entweder 
die  gesammte  Elektricitätsmenge  (e^  jedes  einzelnen  Leiters, 

oder  das  Potential  ^  für  je  einen  Punkt  eines  jeden  Leiters 
gegeben  ist. 

Das  Superpositionsprincip  gilt  insofern  nicht  mehr,  als 
jetzt  ein  elektrisches  Feld   auch  besteht,   wenn   alle  q,  ö,  e^ 

gleich  Null  sind.  Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  dieses 
Feld  sich  einfach  demjenigen  superponirt,  welches  bei  ge- 
gebenen p,  <J,  e^  und  homogenen  Leitern  besteht. 

Die  Potentialdifferenzen  zwischen  verschiedenen  Leitern,  ' 
welche  man  mit  Hülfe  von  Elektrisirmaschinen  hervorbringt, 
sind  im  allgemeinen  sehr  gross  gegenüber  den  Potential- 
differenzen innerhalb  desselben  Leiters,  welche  aus  dessen 
Inhomogenität  entspringen.  Wir  dürfen  daher  bei  der  Be- 
trachtung der  ersteren  in  der  Regel  alle  Leiter  als  homogen 
betrachten,  —  wie  wir  dies  in  Kapitel  I  thaten. 

Im  folgenden  setzen  wir  umgekehrt  voraus,  dass  unser 
Feld  nur  durch  die  Inhomogenität  der  Leiter  zu  Stande 
kommt.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  sich  im  Dielektricum  nirgends 
Elektricität  befindet,  und  das  Feld  vollständig  diu'ch  einen 
zusammenhängenden  Leiter  begrenzt  wird.  (In  den  unten  zu 
besprechenden  Versuchen  ist  die  Begrenzung  mit  ausreichen- 
der Näherung  durchgeführt.)  Es  ist  dann  für  jeden  Punkt  p 
auf  der  Oberfläche  S  des  Leiters  9  =  9>o  +  ^  >  wenn  g)^  den 
Werth   von  g)  in   einem  beliebigen  Punkt  p^  des  Leiters  be- 
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p 
deutet,  und  r  =  —  /  Kidl  gesetzt  wird.    Der  Werth  von  gp^ 


Po 


ist  ohne  Bedeutung,  wir  setzen  g)^  =  0. 

Zur  Vereinfachung  der  Darstellung  und  wiederum  in 
ausreichender  Uebereinstimmung  ijiit  den  Versuchsbedingungen 
nehmen  wir  an,  dass  S  nur  von  einer  endlichen  Zahl  in  sich 
homogener  Leiter  gebildet  wird.  Wir  bezeichnen  die  Theile 
von  S  durch  aS,  ,  iS'2  .  .  ,  nennen   V^   den  Werth   von  v  auf  S^ 

und  setzen  /  eE.dS  =^  ej. 


fsEy 


""i 


Durch   die   vorgeschriebenen  Werthe  ^  =  I^  auf  den  S^ 

ist  das  Potential  im  Dielektricum  vollständig  bestimmt,  und 
zwar  wie  in  Kapitel  I  als  lineare  homogene  Function  der  V^, 

Das  gleiche  gilt  daher  auch  für  die  Componenten  von  E,  und 
insbesondere  für  die  Componenten  Ey  an  S, 

Es  wird  daher 

WO,  wie  in  Kapitel  I,  §  8,  die  a  durch  Form  und  physikalische 
Beschaffenheit  des  Isolators  bestimmte  Constanten  sind  und 
aik  =  ccjci  ist.   e/  bedeutet  zwar  nicht  allgemein  die  Elektricitäts- 

menge  auf  S^,  wohl  aber  die  Zahl  der  von  S^  in  den  Isolator 

austretenden  Kraftlinien,  also  —  da  die  Componenten  JP^  auf 

der  Innenseite  fest  vorgeschriebene  Werthe  haben  —  den 
veränderlichen  Theil  jener  Elektricitätsmenge. 

Der  veränderliche  Theil  von  W^  lässt  sich  unter  unseren 

Voraussetzungen  schreiben: 

Die  mechanischen  Kräfte  auf  die  Leiter  sind  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  für  jede  Verschiebung  eine  dem  Energie- 
princip  entsprechende  Arbeit  ergeben  müssen.  Wir  wollen  zeigen, 


§5] 
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dass  dies  die  aus  Kapitel  I,  Gleichung  (37^')  zu  entnehmenden 
Kräfte  leisten.  Es  mögen  die  Theile  des  Leiters  unendlich 
wenig  Terschoben  werden.    Dabei  bleiben  die   V.  ungeändert; 

es  ändern  sich  aber  die  a,^  und  damit  die  r/.   Dies  geschieht 

durch  Strömung  innerhalb  des  Leiters.  Hierbei  tritt  ther- 
mische und  chemische  Energie  auf,  und  zwar  (s.  S.  122)  im 
Gesammtbetrage 

—  Sde'q>==-  —2del '  ^\  ==  —  \^n'  ^\  *^  +  2 </«,2  •  l'i  ^'2  +  •  •] 
Die  elektrische  Energie  vermehrt  sich  um 

Die  geleistete  Arbeit  ist  nach  Kapitel  I,  (37"): 

Die  Summe  der  drei  Posten  ist  Null,  wie  es  sein  muss. 

Aus  dem  soeben  entwickelten  ergeben  sich  zwei  Methoden 
zur  Vergleichung  von  elektromotorischen  Kräften  6,  Wir 
wollen  annehmen,  es  handle  sich  jedesmal  darum,  die  „elek- 
trische Differenz**    6^,^   zwischen  Zink  und  Kupfer  mit  der 

elektromotorischen  Kraft  £^  eines  Clark-Elements  zu  ver- 
gleichen. 

1)  Methode  des  sogenannten  „Volta'schen  Fundamen- 
talver-suchs".  Eine  Zinkplatte  a  bilde  mit 
einer  Kupferplatte  h  einen  Condensator  von 
der  Capacität  c  (s.  Fig.  22).  Zwischen  a  und  h 
sei  eine  leitende  Verbindung  hergestellt,  die 
zwischen  a  und  d  aus  beliebigen  Substanzen, 
auf  der  Strecke  dh  aber  aus  Kupferdraht 
besteht.    Es   sei   tp^  —  9^^  =  <?•    Die   Pimkte 

d  und  h  seien  mit  den  Organen  eines  Elektro- 
meters von  der  Capacität  y  verbunden.  Durch 
die  Angaben  dieses  Instruments  wird  q>^ — g)^=  V 

in   relativem    Mass    gemessen.      Die    Grösse 


/ 


eEydS,    für    die    Oberfläche    der    Zinkplatte    genommen. 
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heisse  e/,  dieselbe  Grösse  für  das  mit  der  Zinkplatte  ver- 
bundene Elektrometerorgan  heisse  c^'.    Dann  ist 

Es  sei  zunächst  d  mit  h  verbunden;  dann  ist  7=0.  Die 
Verbindung  werde  gelöst,  und  dann  durch  Verschiebung  der 
Zinkplatte  die  Capacität  c  in  c  geändert.  Dann  erhält  V 
einen  Werth  V^ ,  der  dadurch  bestimmt  ist,  dass  e/  +  e^'  un- 
verändert geblieben  ist.    Es  folgt 

c£  =  ei£+  Fj  +  yFi, 
oder  (c  —  c)  6  =  {c  +  y)  l\  . 

Nun  möge  in  einem  ersten  Versuche  ad  durch  einen  Kupfer- 
draht gebildet  sein,  während  in  einem  zweiten  Versuch  bei 
sonst  gleicher  Ausführung  in  diese  Verbindung  ein  Clark'sches 
Element  eingeschaltet  sei.    Dann  ist  das  eine  Mal  €=  £^^ 

das  andere  Mal  <f  =  f"^  +  £^ .    Man  erhält  also  ^^jS^  • 

2)  Methode  von  W.  Thomson.  In  einem  Quadrantelek- 
trometer mögen  (vgl.  für  die  Bezeichnungen  Kap.  B,  §  10)  A 
und  G  aus  Kupfer,  B  dagegen  aus  Zink  bestehen.  Zwischen 
A  und  6'  sei  eine  Combination  von  Leitern,  —  „galvanische 
Kette,"  —  eingeschaltet,  welche  der  Differenz  A — G  einen 
Constanten  und  gegen  .4 — B  grossen,  übrigens  unbekannten 
Werth  ertheilt.  Auf  die  Nadel  wirkt  dann  ein  Drehungs- 
moment (siehe  Gleichung  (48b)  S.  80) 

e  =  k{A  —  B){G—Ä). 

Nun  werde  wiederum  die  Verbindung  zwischen  A  und  B 
einmal  direkt  durch  einen  Kupferdraht,  das  andere  Mal  unter 
Einschaltung  eines  Olark'schen  Elements  hergestellt.  Dann 
verhalten  sich  die  Ausschläge  wie  £^  zu  6^-\-  6^' 

Die  Werthe,  welche  die  Volta'sche  iind  die  Thomson'sche 
Methode    für    das   £^    der  Combination  Zink-Kupfer,    und 

ebenso  für  andere  Metallcombinationen  ergeben,  sind  in  Ueber- 
einstimmung.     Sie   widersprechen   aber,   wie   schon   erwähnt, 
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völlig  den  Resultaten,  welche  man  aus  der  Messung  der 
Peltier'schen  Wärme  erhält.  Sie  fallen  femer  sehr  verschie- 
den aus  je  nach  der  Oberflächenbeschaffenheit  der  Metalle 
und  sie  ändern  sich,  wie  es  scheint,  auch,  wenn  man  im  Con- 
densator,  bezw.  im  Elektrometer  die  atmosphärische  Luft  durch 
ein  anderes  Gas  ersetzt.  Nun  sind  für  den  Volta'schen,  wie 
für  den  Thomson'schen  Versuch  massgebend  die  Veränderungen, 
welche  das  Feld  im  Dielektricum  durch  die  Verschiebung 
der  Leiter  erfährt.  Der  Versuch  ergiebt  also  direct  nicht 
die  Potentialdifferenz  zwischen  Zink  und  Kupfer,  sondern 
zwischen  der  dem  Zink  anliegenden  und  der  dem  Kupfer  an- 
liegenden Gasschicht.  Die  soeben  erwähnten  Thatsachen  legen 
daher  den  Schluss  nahe,    dass   zu   den   gemessenen  £^  auch 

die  Uebergangsschichten  vom  Metall  zum  Gas  Beiträge,  —  und 
zwar  die  ganz  überwiegenden  Beiträge,  —  liefern.  Hängen 
diese  thatsächlich  auch  von  der  Wahl  des  Gases  ab,  so 
sind   die   Volta'schen   £^   überhaupt    keine   Constanten    der 

Metalle.  In  jedem  Fall  sind  sie  ohne  Bedeutung  für  die  Ge- 
sammtheit  der  Erscheinungen,  welche  wir  unter  dem  Namen 
elektrische  Strömung  zusammenfassen:  der  Totalwerth  der 
elektromotorischen  Kraft  in  einem  metallischen  Kreise  lässt 
sich  eindeutig  in  Summanden  zerlegen  nur  nach  Massgabe 
der  entwickelten  Peltier'schen  Wärmemengen;  jede  andere 
Zerlegung  ist  dem  Strömungsvorgang  gegenüber  vollkommen 
willkürlich  und  bedeutungslos.  — 

Ln  Falle  eines  zum  Theil  aus  Elektrolyten  bestehenden 
Kreises  bleibt  auch  die  Zerlegung  nach  Massgabe  der  Energie- 
abgabe in  gewissen  Grenzen  willkürlich :  Von  einer  bestimmten 
Aenderung  der  chemischen  Energie  kann  nur  bei  unveränder- 
lich gegebenen  Massen  gesprochen  werden;  bei  der  Strömung 
aber  sind  die  Aenderungen  der  chemischen  Energie  an  Be- 
wegung von  Materie  in  der  Stromrichtung  gebunden  und 
können  daher  innerhalb  eines  zusammenhängenden  Elektro- 
Ivten  nicht  localisirt  werden. 


Kapitel  IH. 

Das  statische  magnetische  Feld. 

§  1.   Magnetische  Mengen.     Coulomb's  Gesetz. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  der  magnetischen 
Erscheinungen,  und  zwar  behandeln  wir  in  diesem  Kapitel 
ausschliesslich  diejenigen,  welche  an  das  Vorhandensein 
sogenannter  permanenter  Magnete  geknüpft  sind.  Es  ist 
dies  keineswegs  das  Gebiet,  für  welches  sich  die  einfach- 
sten Gesetzmässigkeiten  ergeben  haben;  ja,  man  muss  zugeben, 
dass  die  Theorie  gerade  hier  den  Thatsachen  nur  in  unvoll- 
kommener Weise  gerecht  wird.  (Siehe  Kap.  VIII,  A.)  Aber 
auf  diesem  Gebiet  sind  die  ersten  Beobachtungen  und  messen- 
den Versuche  gemacht  worden,  an  denen  die  physikalischen 
BegriflFe  zunächst  entwickelt  wurden.  Dazu  kommt,  dass  die 
Beziehungen  zwischen  den  hier  auftretendeii  Grössen  sehr 
weitgehende  Analogie  zeigen  zu  den  Grundgleichungen  der 
Elektrostatik. 

Als  Eigenschaften,  welche  einen  „Magneten"  charakteri- 
siren,  sind  vor  allem  die  folgenden  bekannt:  1)  wenn  er,  um 
seinen  Schwerpunkt  frei  drehbar,  aufgehängt  wird,  so  stellt 
sich  eine  in  ihm  feste  Richtung  pai*allel  einer  im  Raum  festen 
Richtung;  —  2)  ein  Magnet  übt  bewegende  Kräfte  auf  einen 
andern  aus;  —  3)  er  thut  das  Gleiche  gegenüber  einem  Stück 
weichen  Eisens.  —  Als  Körper  dieser  Art  finden  sich  in  der 
Natur  Stücke  eines  eisenhaltigen  Minerals,  des  Magneteisen- 
steins; wir  können  aber  auch  durch  geeignete  Behandlung,  auf 
welche  hier  nicht  eingegangen  werden  soll,  beliebige  Stücke 
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von  Eisen,  Kobalt,  Nickel  und  einigen  ihrer  Verbindungen  und 
Legirungen  in  einen  Zustand  überführen,  in  welchem  sie  sich 
als  Magnete  verhalten,  d.  h.  die  erwähnten  Eigenschaften 
zeigen.  Dieselben  können  von  Fall  zu  Fall  quantitativ 
noch  ausserordentlich  verschieden  sein;  diese  Unterschiede 
drücken  wir  aus,  indem  wir  den  Körpern  verschiedene  Magne- 
tisirung  zuschreiben.  Um  zunächst  die  einfachsten  Verhält-  . 
nisse  zu  haben,  denken  wir  uns  einige  lange  und  dünne, 
„der  Länge  nach  gleichförmig  magnetisirte"  Stahlnadeln  ge- 
geben. Man  nennt  sie  so,  wenn  sie  folgende  Eigenschaften 
zeigen: 

Zu  1):  eine  jede  von  ihnen,  fern  von  den  übrigen  frei 
drehbar  aufgehängt,  stellt  sich  in  eine  bestimmte,  ungefähr 
nord-südliche  Richtung  ein.  Das  Ende  der  Nadel,  welches 
nach  Norden  weist,  nennen  wir  ihren  „Nordpol",  das  andere 
ihren  „Südpol". 

Zu  2):  wenn  wir  der  ersten  Nadel  eine  zweite  nähern, 
so  wird  sie  aus  dieser  Lage  abgelenkt,  und  falls  sie  genügende 
Bewegungsfreiheit  besitzt,  auch  als  Ganzes  verschoben.  Die 
stattfindenden  mechanischen  Wirkungen  lassen  sich  darstellen 
durch  Centralkräfte  zwischen  den  Polen  der  beiden  Nadeln; 
—  sie  sind  Abstossungen  für  gleichartige,  Anziehungen  für  un- 
gleichartige Pole,  dem  absoluten  Weiiihe  nach  aber  hängen  sie 
nicht  von  der  Wahl  der  Pole,  sondern  lediglich  von  deren 
Entfernung  ab;  dem  Quadrat  der  Entfernung  sind  sie  um- 
gekehrt proportional.  In  Zeichen:  die  Abstossung  zwischen 
je  zwei  Polen  ist 

c 

f=^-^    ., ,  wo  c  eine  Constante. 
J.J. 

Vertauscht  man  nun  den  ersten  der  beiden  Magnete  mit 
einem  dritten,  vierten,  .  .  und  dann  ebenso  den  zweiten,  so 
zeigt  sich,  dass  c  das  Product  zweier  Factoren  ist,  von  denen 
einer  den  ersten,  der  andere  den  zweiten  Magneten  charak- 
terisirt.     Wir  können  daher  für  die  Abstossung  schreiben 

wenn  wir  unter  //  eine  beliebige  positive  Constante  verstehen. 
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unter  4-  w,  (+  m^  Grössen,  welche  die  Pole  des  ersten 
(zweiten)  Magneten  charakterisiren;  und  zwar  müssen  ent- 
weder alle  positiven  m  den  Nordpolen,  alle  negativen  m  den 
Südpolen  zugeordnet  werden,  oder  umgekehrt.  Es  ist  her- 
kömmlich, den  auf  den  Nordpol  bezüglichen  Grössen  m  posi- 
tives Vorzeichen  zu  geben. 

Man  nennt  die  Grössen  m  „magnetische  Mengen"  (oder 
„Polstärken").  Solange  wir  den  Werth  von  (i  unbestimmt 
lassen,  ist  durch  die  Gleichung (1)  nur  das  Verhältniss  zweier 
magnetischen  Mengen  definirt.  Lediglich  das  Vorzeichen  ist 
durch  unsere  Convention  für  jede  einzelne  Menge  festgelegt. 
Im  sogenannten  „absoluten  magnetischen  Masssystem" 
setzt  man  Ajtfi  =  1.  Von  diesem  Masssystem  gilt  das  gleiche, 
was  in  Kap.  I,  §  1  über  das  absolute  elektrische  Mass- 
system bemerkt  wurde.  Wir  werden  es  in  unsere  Gleichungen 
nicht  einführen. 

Die  hier  angedeuteten  Versuche  sind  von  Coulomb  aus- 
geführt; das  Gesetz  (l)  trägt  seinen  Namen. 

Die  oben  unter  3)  aufgeführten  Kraftäusserungen  der 
Magnete  waren  von  unseren  bisherigen  Betrachtungen  ausge- 
schlossen; es  wurde  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  in  der 
Umgebung  der  Magnete  sich  ausschliesslich  atmosphärische 
Luft  befindet.  Diese  Voraussetzung  behalten  wir  bis  auf 
weiteres  (in  §§  1  und  2)  bei.  —  Eine  weitere  Voraussetzung 
bezog  sich  auf  die  Form  unserer  Magnete  und  auf  die  Be- 
handlung, durch  welche  sie  zu  Magneten  geworden  waren. 
Diese  Voraussetzung  wollen  wir  jetzt  fallen  lassen.  Für 
beliebige  Magnete  lassen  sich  „Pole"  —  mit  der  Eigen- 
schaft, dass  die  mechanischen  "Wirkungen  je  zweier  Magnete 
aufeinander  allgemein  durch  vier  Kräfte  von  der  Form  (1) 
dargestellt  würden,  —  nicht  angeben.  Die  obige  Darstellung 
entspricht  aber  auch  jetzt  den  Thatsachen,  erstens  wenn  die 
Entfernung  der  beiden  Magnete  sehr  gross  ist  gegenüber  ihren 
Dimensionen,  —  und  zw^eitens  bei  gegebener  Entfernung 
für  genügend  kleine  Bruchstücke  der  beiden  Magnete.  Dies 
veranlasst  uns,  das  Gesetz  allgemein  als  gültig  zu  betrachten 
für  die  kleinsten  Elemente  zweier  Magnete.  Daraus  folgt 
dann: 
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Es  lässt  sich  stets  eine  Verth eilung  magnetischer 
Mengen  m  angeben,  deren  je  zwei  nach  dein  Gesetz  (1)  auf 
einander  wirken,  und  deren  algebraische  Summe  für  jeden 
ganzen  Magneten  Xull  ist.  Die  mechanischen  Wirkungen 
eines  Magneten  auf  einen  andern  erhalten  wir,  wenn  wir 
diese  Elementarki-äfte  nach  den  Regeln  der  Statik  zusammen- 
setzen. 

Diese  Annalime  ist  von  Gauss  experimentell  geprüft  und 
bestätigt  worden. 

Unsere  Voraussetzungen  also  lassen  sich  so  formuliren: 

dm*  'dnui       ,.  „ 
^f-^-iL-f^^^f"^'  \  (la) 

fdm^'O  für  jeden  Magneten. 


Aus  dem  Kraftgesetz  (I)  lassen  sich  eine  Reihe  von 
Folgerungen  ziehen,  welche  völlig  übereinstimmen  mit  den 
Folgeningen  aus  der  Gleichung  (1)  des  Kapitel  I.  Wir  stellen 
sie  daher  ohne  erneuten  Beweis  zusammen.  Mit  M  bezeichnen 
wir  die  Kraft,  welche  im  Punkt  />  auf  den  Träger  einer  dort 
gedachten  magnetischen  Menge  Eins  wirken  würde,  und 
nennen  3/ die  „magnetische  Feldintensität"  im  Punkte  jt?. 
Die  (Jomponenten  von  M  lassen  sich  dann  ausdrücken  mit 
Hülfe  einer  Function  y,  des  „magnetischen  Potentials": 

wo  m^  die  magnetische  Menge  im  Punkte  p^ ,  und  r^  die  Ent- 
fernung 2)p^  bedeutet.     Es  ist  nämlich 

M.  —  t-  (3) 

Bilden  wir  weiter  die  Function 

TF„  =  i2Jn,V*,  .   (4) 

WO  y^f.  der  Wei*th  von  tp  am  Orte  von  m^ ,  so  findet  sich  die 

mechanische  Arbeit,  welche  die  Ki'äfte  (1)  bei  irgend  welchen 
virtuellen  Verschiebungen  der  Magnete  gegen  einander  leisten, 
gleich   der   dieser  Lagenänderung   entsprechenden  Abnahme 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  ^^ 
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der  Grösse  W^.  Die  Kräfte  (1)  nun,  welche  für  ruhende 
Magnete  gelten,  bleiben  auch  gültig  für  sehr  langsame  Ver- 
schiebungen derselben;  und  weiter  zeigt  die  Erfahrung*),  dass 
für  sehr  langsame  Verschiebungen  mechanische  Arbeit  die 
einzige  Form  ist,  in  welcher  unser  System  Energie  nach 
aussen  abgiebt.  Wir  sind  daher  berechtigt,  den  Werth, 
welchen  Tf^  für  irgend  eine  Configuration  der  Magnete  be- 
sitzt, als  die  „magnetische  Energie"  unseres  Systems  in 
eben  dieser  Configuration  zu  bezeichnen. 

Das  Feld  M  ist  eine  überall  endliche,  das  Potential  ip 
eine  durchweg  endliche  und  stetige  Grösse,  sobald  wir  voraus- 
setzen, dass  die  magnetischen  Mengen  überall  mit  endlicher 
Raumdichte  q,  oder  doch  mit  endlicher  Flächendichte  a  ver- 
breitet sind.     Wir  machen  diese  Annahme;  dann  wird 


/dm 


(2') 
und 


ijy> '  dm ,  (4') 


wo  jedes  dm  sich  als  q  dz  oder  als  o  dS  ausdrückt. 

Das  Feld  Mnnd  die  Energie  W^  sind  gemäss  den  obigen 
Gleichungen  bestimmt  durch  die  Vertheilung  der  magnetischen 
Mengen  im  Raum.  Diese  magnetischen  Mengen  ihrerseits  aber 
haften  an  bestimmten  Volum-  oder  Flächenelementen  der  Mag- 
nete. Ist  also  die  Zuordnung  der  m  zu  den  materiellen  Elemen- 
ten gegeben,  so  ist  unser  System  in  magnetischer  Be- 
ziehung vollständig  charakterisirt  füi*  jede  gegebene  Lage  der 
Körper. 

Es  mögen  für  einen  bestimmten  Magneten  die  magnetischen 
Mengen  durch  Wj ,  das  Potential  durch  % ,  die  Energie  durch 
W^^  bezeichnet  sein;  für  einen  zweiten  Magneten  durch  w.^, 

fpii   ^m%*    ^^^^  d^Xin  beide  Magnete  gleichzeitig  vorhanden, 
so  ist  das  Potential 

V  =  V^i  +  V^i 
und  die  Energie 

*)  Für  harten  Stahl  und  in  erster  Näherung;  s,  Kap.  Vm,  A  amSchlußs, 
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IF.  =  IT^  +  W^  +  Ä,     wo 

i?möge  die  „wechselseitige  Energie*'  der  beiden  Magnete 
heissen. 

Werden  beide  als  starre  Körper  gegen  einander  ver- 
schoben, so  bleiben  dabei  IT^'^^  nnd  TT'^^  unverändert,   es  ist 

also  die  geleistete  Arbeit 

A=—iW^  =  —  iR.  (5a) 

Jeder  der  beiden  Magnete  befindet   sich  daher  im  stabilen 
Gleichgewicht  in  der  Lage,  für  welche  R  ein  Minimum  ist. 

Es  sei  das  Feld  M^  gleichförmig  innerhalb  des  vom  ei*sten 
Magneten  eingenommenen  Baumes  T|.  Bezeichnet  dann 
Po  (-'0  ?  M»  I  *o)  einen  festen,  p^  (x, ,  y^ ,  ii )  einen  variablen  Punkt 
in  r,,  so  ist 

und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  -S»w,  =0: 

Wir  definiren  nun  einen  Vector  Ki  durch  die  Gleichungen: 

'K,y  =  I!fn,(y,-y^\  (6a) 

Kj^  =  -SfWj  (»j  —  Zq) 

Dann  wird 
ff  =  -  (.V,,  K,,  +  M^  «.,  +  3/ ,  «„) = -  Jf,  K.  cos  {M,  K,)  (7) 

Der  Vector  Ki  heisst  das  „magnetische  Moment", 
seine  Richtung  die  „magnetische  Axe^  des  ersten  Mag- 
neten. 

Wegen  -Sw,  =0  können  wir  einfacher  schreiben: 

'i{,^  =  Sm,yA  (6) 

12* 
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Der  Werth  von  Kj  hängt  also  nicht  von  der  Wahl  des 
Punktes  pq  ab. 

Es  seien  ferner  g, ,  jy^ ,  gj  die  Coordinaten  des  Punktes  p, 
in  Bezug  auf  ein  im  Magneten  festes  System  mit  dem 
Anfangspunkt  p^.    Dann  ist 

x^—x^^^^  cos  (gic)  +  ^1  cos  (fix)  +  g,  cos  (^x) 
und  folglich 
^ix  =  ^^s  (grr)  Sm^  gj  +  cos  (tjx)  Sm^^  ^i  +  cos  (gj^)  ^w^  g^u.  s.  w., 

d.  h.  die  Componenten  von  Kj  nach  den  Axen  der  g,  tj^  g  sind 

Diese  ändern  sich  nicht  bei  einer  Bewegung  des  Mag- 
neten. Die  „magnetische  Axe"  ist  daher  eine  im  Magneten 
feste  Richtung;  —  sie  ist  aber  nicht  eine  bestimmte  Gerade. 

Aus  (7)  folgt:  R  ist  ein  Minimum  und  der  Magnet  be- 
findet sich  folglich  in  dem  gleichförmigen  Felde  M.^  in  stabilem 
Gleichgewicht,  wenn  ^seine  Axe  dem  Felde  parallel  und  mit 
ihm  gleichgerichtet  ist.  Es  wirkt  auf  ihn  ein  Drehungsmoment 
in  jeder  anderen  Lage.  Bei  einer  Parallel  Verschiebung  ändert 
sich  Ä  nicht;  also  wirkt  auf  den  Magneten  keine  translatorische 
Kraft.  Dies  erscheint  in  unserer  Darstellung  als  eine  Folge 
der  Gleichung  2m^  =  0.  T^mgekehrt  liegt  in  der  Thatsache, 
dass  ein  beliebiger  Magnet  in  einem  gleichförmigen  Felde 
niemals  translatorische  Kräfte  erfährt,  der  strengste  Beweis 
dafür,  dass  in  jedem  Magneten  die  Gesammtmenge  aller  m 
gleich  Null  ist. 

Das  soeben  charakterisirte  Verhalten  zeigt  u.  A.  (s.  oben) 
jeder  Magnet,  in  dessen  Nähe  sich  weder  andere  Magnete 
noch  Eisenmassen  befinden.  Wir  schreiben  das  Feld  J/,, 
welches  dann  auf  ihn  wirkt,  der  Nähe  der  Erde  zu  und 
nennen  es  das  „erdmagnetische  Feld".  Dieses  Feld  erweist 
sich  als  zeitlich  und  räumlich  veränderlich,  aber  als  gleich- 
förmig innerhalb  der  Räume,  welche  unsere  Magnete  ein- 
nehmen. 

Es  möge  das  gleichförmige  Feld  M^  herrühren  von  einem 

Einheitspol  in  dem  sehr  fernen  Punkt  p^-   Wird  dann  pQp<i  =  r 
gesetzt,  so  hat  einerseits  M^  die  Grösse 
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i>/j  =s  - —   .^  und  die   zu  r   entgegengesetzte  Richtung; 

andererseits  ist  nach  (5) 

Ä  =  Vi  (P2)  • 
Also  ist  nach  (7)  für  alle  sehr  fernen  Punkte  Pj: 

,    ,  _1(lCosO:K,)  .„. 

Im  folgenden  lassen  wir  die  Indices  fort.  — 

Das  Potential  tp  eines  Magneten 
für  äussere  Punkte  /?  in  endlicher 
Entfernung  wollen  wir  unter  gewissen 
vereinfachenden  Voraussetzungen  ent- 
wickeln. Der  Magnet  möge,  wie  es 
praktisch  der  Fall  zu  sein  pflegt,  eine 
gestreckte  Foim  haben  (Fig.  23) ;  seine  Fi«-  »s- 

Länge  sei  2/,  seine  Querschnittsdimen- 
sionen seien  verschwindend  klein  gegenüber  der  Entfernung  R 

seines  Mittelpunktes  von />;  endlich  sei      <1.     Dann  wird: 

l 

4jr//tp  =  ^  —  =  1   —  ,woÄ:  eine  Function  von  x. 

Hier  ist 

r^  =  R^  -f  a;'2  —  2xRu ,  wo  m  =  cos  ß-  =  cos  (x'R) , 
folglich 


/\21-V. 


Den  Factor  von        können  wir  nach  steigenden  Potenzen 

X 

von    ,  in  eine  convergente  Reihe  entwickeln.     Das  Resultat 
ist*) 

*)  8.  z.  B.  Dirichlet-Grube,  Vorlesungen  über  die  im  umgekelirten 
Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte,  S.  70 f. 
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1  •    a:"* 


2 


nW-1.2..      „        [«        2.(2n-l)" 


Also  wird 


oder  wenn  wir 


n.(n-l)-(n— 2Hn— 3)    ,_4  _    , 
"^    2-4-(2n  — 1)-(2»— 3)  "^ 


^(wix*)  ==  A  a;'"  <fc'  =  Zn:„  schreiben, 


i»»-2ir. 


ijtfi'tp  =  I! 


n  =  0       i2*+^ 

Alle  -P^(w)  sind  echte  Brüche  (1.  c);  das  Glied  -  ^+7" 

ist  daher  höchstens  eine  kleine  Zahl  von  der  Ordnung  (  -,  j . 

Von  den   Grössen  XIT^  ist  zunächst  VX^  gleich  der  ge- 

sammten  magnetischen  Menge  des  Magneten,  also  Null.  Es 
möge  ferner,  —  wie  dies  mit  grosser  Annäherung  praktisch 
stets  eiTcicht  wird,  —  die  magnetische  Vertheilung,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  die  gleiche  sein  in  je  zwei  Querschnitten, 
die  von  den  Stabenden  gleich  weit  entfernt  sind,  d.  h.  k  ( — x) 
=  —  k{x)]   dann  ist  ZIT2  =  ^t  =  .  .  =  0,  und  wir  erhalten: 

Hier  ist 

i>(w)c=:w 

P^M  =  i  (63  «5  —  70  «*»  +  15  w)  u.  8.  w. 
Also  giebt  die  erste  Annäherung 

4       ^      2Tt,  cos  0-  v*»  O/     '\ 

ijtfitp  '^^  —^i ,  wo  tn,  =  ^  (fwa: ). 
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Dies  ist  nach  (8)  das  Potential  eines  Magneten,  welcher 
mit  dem  vorliegenden  Magneten  das  magnetische  Moment  ZlTi 
gemein  hat,  und  dessen  Dimensionen  gegen  R  verschwindend 
klein  sind. 

Wir  denken  uns  femer  einen  ideellen  Magneten  gebildet 
aus  zwei  einzelnen  magnetischen  Mengen  ±m  in  den  Punkten 
x  =3  4-  5 .    Für  diesen  wird 

TXli  =  2m$]    2JT3  —  2ms^. 

Der  ideelle  Magnet  ist  also  dem  vorliegenden  in  zweiter 
Annäherung  äquivalent,  wenn  sein  Moment  gleich  dem  that- 
sächlichen  Moment  Xtli  und  ausserdem 


V 


TXU 


gewählt  wird.  Mit  andern  Worten:  unser  Magnet  kann  in 
zweiter  Näherung  durch  ein  Paar  „Pole"  von  bestimmter 
Stärke  und  Lage  ersetzt  werden.  Das  gleiche  gilt  noch,  wie  sich 
auf  demselben  Wege  zeigen  lässt,  wenn  man  auch  die  Querdimen- 
sionen (a)  des  Magneten  bis  zur  Ordnung  (-j  berücksichtigt, 

sofern  nur  die  magnetische  Vertheilung  symmetrisch  um 
die  Längsaxe,  und,  wie  schon  angenommen  wurde,  in  beiden 
Magnethälften  entgegengesetzt  gleich  ist. 

So  definirt,  hat  der  Ausdruck  „Pole  eines  Magneten"  eine 
bestimmte  physikalische  Bedeutung.  Gegenüber  der  häufigen 
missbräuchlichen  Benutzung  des  Wortes  ist  zu  bemerken: 
für  einen  beliebigen  Magneten  können  sie  überhaupt  nicht 
definirt  werden.  Für  unsern  Magneten  bleiben  sie  in  erster 
Näherung  unbestimmt;  diese  enthält  nur  das  Product:  Pol- 
stärke mal  Abstand.  In  beliebiger  Näherung  wären  sie  über- 
bestimmt; allgemein  äquivalente  Pole  giebt  es  nicht.  — 

Thatsächlich  hat  sich  gezeigt,  —  was  ohne  theoretische 
Bedeutung,  aber  von  praktischem  Werth  ist,  —  dass  für  die 
am  meisten  benutzten  Magnetformen  imd  Magnetisirungsai*ten 
das  Polpaar,  welches  2TTi  und  ZIT3  den  verlangten  Werth  giebt, 
dies  sehr  nahe  auch  für  TXlf,  leistet.  (F.  Kohlrausch.) 

Um  den  Magneten  für  einen  bestimmten  Entfemungsbereich 
zu  charakterisiren,   müssen  je  nach  der  verlangten  Genauig- 
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keit  die  Grössen  JTTi  7X1^  JTTs  .  .  bis  zu  einer  bestimmten 
Ordnungszahl  ein  für  allemal  ausgewerthet  werden.  Dies  ge- 
schieht durch  Ausmessung  des  Feldes  in  verschiedenen  Ent- 
fernungen R  oder  Azimuthen  9^. 

Da  die  Werthe  von  xf)  symmetrisch  um  die  x^Lxe  des 
Magneten  vertheilt  sind,  so  liegt  im  Punkte  p  die  Feldrich- 
tung in  der  durch  p  gehenden  Meridianebene. 

Die  radiale  Componente  zu  wachsenden  i?  ist: 

die  tangentiale  zu  wachsenden  d-  ist: 

Speciell:  1)  es  liege  p  in  der  verlängerten  Axe  des  Mag- 
neten („erste  Hauptlage**).    Dann  ist:  i^  =  0,  w  =  l. 

Folglich   i»f,=.0,    i»f^  =  7»f,  =  -  (^1)  .^^ 

Für    tt  =  1  ist  aber:    />  («)  ==  /»,(«)  =  P^(u)  =  .  . .  =  1 . 
Also 

2)  Es  liege  p  in  der  durch  den  Mittelpunkt  normal  zum 
Magneten  gelegten  Ebene  („zweite  Hauptlage").  Dann  ist: 

*  =  ?,      M  =  0,       P,(u)  =  i'j(M)  =  ..  =  0. 

Folglich    M,  =  0  und  iV, ^.  =  -^-  (1^)^.^^ 

Also: 
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§  2.  Magnetisirung. 

Die  Annahme  einer  bestimmten  Vertheilung  magnetischer 
Mengen  m  in  jedem  Magneten  liefert  eine  mögliche  Dar- 
stellung des  magnetischen  Feldes.  Aber  diese  Darstellung 
ist  nicht  die  einfachste  mögliche  und  deshalb  nicht  die 
angemessenste.  Der  Grund  liegt  darin,  dass  diese  Vertheilung 
einer  Bedingung  untenvorfen  ist:  2?rw  =  0.  Das  mathe- 
matische Elementargebilde,  die  einzelne  magnetische  Menge, 
kann  physikalisch  auch  durch  die  weitestgehende  Zer- 
stückelung eines  Magneten  nicht  isolirt  werden.  Denken  wir 
uns  der  Einfachheit  wegen  einen  dünnen  Stab,  wie  wir  ihn 
zuerst  betrachteten,  charakterisirt  durch  zwei  punktförmige 
Pole  4-  w  an  den  Enden.  Brechen  wir  diesen  Stab  durch, 
so  ist  nun  jeder  Theil  ein  vollständiger  Magnet  mit  Polen 
+  m.  Wenn  wir  also  den  m  feste  Lage  im  Körper  zuschreiben 
wollen,  so  müssen  wir  an  der  Bruchstelle  schon  vor  der  Zer- 
legung zwei  entgegengesetzt  gleiche  Mengen  annehmen.  Von 
solchen  Hülfsannahmen  bleiben  wir  frei,  wenn  wir  als  Ele- 
mentargebilde die  Combination  zweier  entgegengesetzt  gleicher 
Mengen  wählen,  die  wdr  für  den  Augenblick  eine  „magnetische 
Molekel"  nennen  wollen.  Die  Beziehung  zwischen  der  Ver- 
theilung dieser  Molekeln  und  der  Vertheilung  der  magne- 
tischen Mengen  ist  eine  rein  geometrische.  Wir  wollen  sie 
daher  auch  geometrisch  ableiten. 

Wir  denken  uns  im  Körper  des  Magneten  ein  beliebig 
gelegenes  Flächenelement  dS.  Dasselbe  wird  von  einer  ge- 
wissen Anzahl  magnetischer  Molekeln  geschnitten.  Wir  fragen 
nach  der  algebraischen  Summe  derjenigen  magnetischen 
Mengen  dieser  Molekeln,  welche  auf  der  Seite  der  positiven 
Normale  N  von  dS  liegen.  Die  magnetischen  Mengen  einer 
Molekel  bezeichnen  wir  durch  -h  m,  ihren  Abstand  mit  ds; 
die  Bichtung  von  ds,  positiv  gerechnet  von  —  m  nach  -{-  m, 
heisse  die  „magnetische  Axe"  der  Molekel.  Alle  Molekeln, 
deren  Axenmittelpunkte  in  einem  Volumelement  dz  liegen, 
denken  wir  uns  in  Gruppen  zerlegt  nach  den  Grössen  der  m 
und  den  Grössen  und  Richtungen  der  ds.     n^dr  sei  die  Zahl 
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deijenigen  Molekeln,  deren  Axen  mit  N  den  Winkel  a^  ein- 

schliessen,   deren  magnetische  Mengen  +  m^  sind,  und  deren 

Polabstand  ds^  ist.   Damit  eine  solche  Molekel  die  Fläche  dS 

schneide,  muss  ihr  Mittelpunkt  sich  innerhalb  eines  Parallel- 
epipeds  befinden,  dessen  Grundfläche  dS  und  dessen  Höhe 
ds^  cos  a^  ist.    Die  Zahl  dieser  Molekeln  ist  also 

n^  •  ds^  cos  a^  •  dS , 

und  die  Summe  der  magnetischen  Mengen  auf  der  Seite  von 
+  N,  die  von  Molekeln  dieser  Gruppe  herrühren,  ist  nach 
Grösse  und  Vorzeichen  gegeben  durch: 

n^ ' m^ ds^  cos  a^'dS. 

Also  ist  die  Gesammtsumme  für  alle  Molekelgruppen 

dS.  JSmds  cos  a, 

wo  die  Summe  über  alle  Molekeln  zu  erstrecken  ist,  die  ihren 
Mittelpunkt  in  einer  (imendlich  klein  gedachten)  Volumein- 
heit haben.    Nun  ist 

cos  a  =  cos  (Nx)  cos  (sx)  +  cos  (Ny)  cos  (sy)  +  cos  (Nx)  cos  («*), 

also 

Um  ds  cos  a  =  cos  (Nx)  Umds  cos  (sx)  +  cos  (Ny^  2mds  cos  {sy) 

+  cos(iV«)  JSmds  cos  (sz) . 

Dies   ist   die  nach  N  genommene   Componente  /^r  eines 
Vectors  /,  dessen  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  sind 

/p  =  Smds  cos  (sx) , 

/y  =  Umds  cos  (sy) , 

I^  =»  2mds  cos  {sx) . 

Diesen  Vector  bezeichnet  man  als  die  „Magnetisirung" 
an  der  betrachteten  Stelle.    Jedes  Summenglied  in    I^  kann 

geschrieben  werden:  m  {x  —  x)  =  mx-\'mx.    Also 


Genauer : 


I^  =  JSmx. 


Ij.dT  =  2mx, 

dx 

I  dt  =  Smy , 

*  dx 

I  dr  =  Smx  . 

*  dx 


(10) 


§  2.]  nnd  magnetische  Mengen.  Ig7 

d.  h.   die  soeben  definii*te  Magnetisirung  ist  nichts  anderes, 
als  das  magnetische  Moment  der  Yolumeinheit. 

Durch  den  Vector  I  sollen  nun  die  Grössen  des  mag- 
netischen Feldes  ausgedrückt  werden.  Zunächst  die  magne- 
tischen Mengen: 

Die  algebraische  Summe  der  magnetischen  Mengen  in 
dt  =  dxdydz  bezeichnen  wir,  wie  früher,  mit  Qdr,  Zu  ihr 
tragen  diejenigen  magnetischen  Molekeln,  die  ganz  in  dz 
liegen,  nichts  bei;  wir  erhalten  sie  vollständig  aus  den  Bei- 
trägen derjenigen  Molekeln,  die  von  den  sechs  Grenzflächen 
geschnitten  werden.  Diese  Beiträge  sind,  wenn  /  sich  an 
der  betrachteten  Stelle  stetig  ändert: 

iL 


I^dydx,       —\I^  +  j~  dxj  dy  dx , 


I^dxdx,       —(l^  +  j^dyjdzdx, 

I^dx  dy,       —(4  +  -^-  dxj  dx  dy . 

Indem  wir  diese  Beiträge  addiren  und  die  Summe  gleich 
Qdr  setzen,  kommt: 

Für  eine  Unstetigkeitsfläche  von  /  erhalten  wir  ebenso, 
wenn  odS  die  magnetische  Menge  auf  dS  bezeichnet: 

^  =  -  {In.  +  In)  =  -  ^'^W-  (Hb) 

Einen  besonderen  Fall  einer  solchen  Unstetigkeitsfläche 
bildet  die  Oberfläche  S  des  Magneten;  hier  ist,  wenn  N  die 
äussere,  n  die  innere  Normale  bezeichnet, 

ljf=^0  und  folglich 

c 1^.  (11c) 

Durch  die  Gleichungen  (11)  sind  jetzt  die  „magnetischen 
Mengen"  def  inirt,  und  zwar  bei  beliebigen  Werthen  der  4, 7^,  4 

stets  so  definirt^  dass  ihre  algebraische  Summe  für  den  ganzen 
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Magneten  Null  ist,   wie  es  die  Erfahrung  fordert.    Denn  es 
ist  identisch 

fgär  +  fadS  =  —  fr{I)  dt  —  fiJS  =  0 . 

Da  mit  den  /  auch  die  m  gegeben  sind,  so  genügt  die 
Angabe  der  /  ebenso,  wie  die  Angabe  der  m,  um  den  Mag- 
neten vollständig  zu  charakterisiren. 

Andererseits  können  aber,  im  Gegensatz  zu  den  w,  die 
/  ganz  willkürlich  angenommen  werden;  sie  charakterisiren 
stets  einen  möglichen  Magneten. 

Das  Potential  wird,  wenn  wir  in  (2')  die  Werthe  von  q 
und  0  aus  (11)  einführen: 


*=-4[/^^-+/^ 


dS 


(12  a) 


Oder  durch  partielle  Integration  über  r: 


tp  = 


(12) 


4jtfiJ  V*  ix 

wo  Xy  y,  %   laufende  Coordinaten  in  x  bezeichnen. 

Diese  Umformung  gilt  allgemein  auch  für  innere  Punkte 

trotz  der  Unstetigkeit  von  -  ,  vgl.  Kap.  I,  S.  98. 

T 

Die  Energie  wird  aus  (4'): 

Tn„  =  -  'kfy^I'il)  dz  -  %Jy>  I„d8, 

oder  durch  pax-tielle  Integration  und  Benutzung  von  (3): 

f^m  =  -  'kf(r,  M,  +  I^  M,j  +  7,  i»g  dx.  (13) 

Ebenso   folgt   aus  (5)    die  wechselseitige  Energie  zweier 
Magnete  von  der  Magnetisirung  /j  im  Raum  r, ,  bezw.  I^  in  T2 : 

=  —j  (I^  M^^  +  /,y  itfjj,  +  I^  MJ  dzj 


(14) 


§  2.]  Elementargeeetz.  ig9 

Aus  (10)  und  (6)  folgt: 

'ii,^=J  Ir^dt,,    1i,y=l  hydr,,    'iii^=j  I^dr,.     (15) 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  auf  eine  Eeihe  specieller 
Fälle  anwenden. 

Es  sei  erstens  das  Feld  itf^  gleichförmig  in  dem  Raum 
T, ,  welchen  der  erste  Magnet  einnimmt;  dann  entsteht  aus 
(14)  und  (15)  wiederum  die  Gleichung  (7): 

R (M,,  H,,  +  M^  K,,  +  i»/,, « J 7»f,  K,  cos  (.V,  K,) . 

Es  sei  zweitens  die  Entfernung  r  eines  Punktes  p^  von  allen 
Punkten  des  zweiten  Magneten  (Raum  x^  sehr  gross  gegen 
die  Dimensionen  des  letzteren;  dann  folgt  aus  (12)  und  (15), 
wenn  ;?2  i^-iy  Va  ^i)  eißen  Punkt  in  To  bezeichnet: 

oder,  wenn  «2  ^ic  Richtung  der  magnetischen  Axe  in  r2  be- 
zeichnet: 

Diese  Gleichung  ist  inhaltsgleich  mit  (8). 

Es  sei  endlich  ;?,   ein  Punkt  im  ersten,  p^  ein  Punkt  im 

zweiten  Magneten  und  der  Abstand  r  =  p^p.,  sehr  gross  gegen 
die  Dimensionen  des  ersten  wie  des  zweiten  Magneten,  Dann 
treffen  die  Voraussetzungen  von  (7)  und  (16)  gleichzeitig 
zu,  und  es  wird  nach  (7): 

nach  (16): 
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oder  in  anderer  Form 


R  = 


1 


l  1 


.3  (-^^ix  'i^x  +  •  •) 


-  J  [(^i  --^-i)  «1.  +  ••]  •  [i^i-^J  «8.  +  •  •]] 


Also 


A>  =  ^^2  ["cQg  (^^  j{^)  _  3  cos  (ü^r)  cos  (U^r)]  (17a) 

wo  als  Richtung  von  r  unter  beiden  cos-Zeichen  die  gleiche 
Richtung  verstanden  ist. 

Aus  den  Veränderungen,  welche  R  bei  virtuellen  Ver- 
schiebungen erfährt,  folgen  die  mechanischen  Kräfte  zwischen 
zwei  starren  Magneten.  Die  Gleichung  (17)  enthält  das 
Elementargesetz  der  mechanischen  Wirkung.  Sie  zeigt, 
da  R  neben  dem  Abstand  r  auch  Winkelgrössen  enthält,  dass 
es  sich  nicht  um  eine  rein  translatorische  Kraft,  sondern 
zugleich  um  Drehungsmomente  handelt.  Die  Wirkung  zwischen 
den  realisirbaren  Elementen  Ki ,  K2 ,  welche  Richtungsgrössen 
sind,  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  einfacheren  Wirkung, 
welche  das  Coulomb'sche  Gesetz  für  die  nur  gedachten  Ele- 
mente m^ ,  m2  formulirt,  die  blosse  Zahlengrössen  sind. 

Es  bezeichne  (g,  ij,  C)  ein  in  dem  starren  Magneten  (7,  K,  t) 
festliegendes  Coordinatensystem.  Die  wechselseitige  Energie 
des  Magneten  gegenüber  einem  äusseren  Felde  Mq  ist: 

Wird  der  Magnet  bewegt,  so  bleiben  7^,  7^,  7-  ungeändert, 

und  die  bei  einer  beliebigen,  —  unendlich  kleinen  oder 
auch  endlichen,  —  Verschiebung  geleistete  Arbeit  ist  daher 
nach  (5  a): 


§2.) 


Gauss'sche  Methode. 


A  =f(I^  •  ÖM^  +  7, .  <Jilf„,  +  I. .  6M^  dt. 
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(18) 


Ist  der  Magnet  so  klein,  dass  das  Feld  Mq  dauernd  als 
gleichförmig  in  r  betrachtet  werden  kann,  so  wird 


Ä^-K.dM,^  +  H^'ÖM,^  +  K,ÖM,^. 


(18a) 


Wir  wenden  unsere  Gleichungen  auf  die  wichtigsten 
Massmethoden  an: 

Es  sei  ein  stabformiger  Magnet  im  Erdfelde  frei  drehbar 
um  die  Verticale,  während  seine  magnetische  Axe  horizontal 
liegt.  Seine  Lage  ist  dann  bestimmt  durch  den  Winkel  g), 
welchen  seine  Axe  mit  der  horizontalen  Componente  H  des 
Erdfeldes  bildet.    Die  Arbeit  bei  einer  Drehung  um  dg)  ist: 

—  Hti  sin  q>'dg). 

Das  heisst  das  Drehungsmoment  zu  wachsenden  q)  ist: 

A  =  — HKsinip.  (19) 

S  kann   experimentell  bestimmt  werden,  sei  es  statisch  aus 

der  Directionskraft   der  Aufhängung,   sei  es   dynamisch   aus 

Trägheitsmoment  und  Schwingungsdauer.  So  erhält  man  in 
mechanischem  Mass:  üK. 


K  <■ 


■>K 


M 


Fig.  24. 


Fig.  26. 


Es  sei  femer  ein  sehr  kleiner  Htilfsmagnet  vom  Moment 
K,  drehbar  um  die  Verticale,  mit  horizontaler  Axe.  Ihm 
werde  der  Magnet  W  in  grosser  horizontaler  Entfernung  r 
gegenübergestellt  in  einer  der  beiden  folgenden  Lagen: 

1)  „erste  Hauptlage"  (Fig.  24);  die  Axe  von  K  falle  in 
die  Eichtung  r.    Dann  ist  nach  (7)  und  (9a) : 
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7?=  —  :^^*;«  2cos(K,K) 


2)  „zweite  Hauptlage"  (Fig.  25);  die  Axe  von  K  sei 
horizontal  und  senkrecht  zu  r  gerichtet.  Dann  ist  nach 
(7)  und  (9  b): 


/^=  +  -^l:^^2cos(K»K). 


Hier  bedeuten  aS^,  und  S2  die  Klammergrössen  der  Glei- 
chungen (9a)  resp.  (9b);  also  in  erster  Näherung: 

Si  =  &i  =  1; 

in  zweiter  Näherung,  w^enn  2«  den  „Polabstand"  des  Mag- 
neten K  bezeichnet, 

S|  =  1  +  2  ^^  (20a) 

Kj  ist  unter  der  Wirkung  von  K  in  stabilem  Gleichgewicht, 
wenn  seine  Axe  derjenigen  von  K  bei  1)  gleichgerichtet,  bei 
2)  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Ein  Herausdrehen  aus  der 
Gleichgewichtslage  um  den  Winkel  (h^  (bezw.  d-^)  bewirkt  ein 
rücktreibendes  Drehungsmoment 

2W^^,  ^.^  ^21  a), 

bezw.  ©2=  .^       ^  sin  ^2*  (21b). 

Auf  Kl  wirkt  gleichzeitig  das  Erdfeld  mit  einem  Drehungs- 
moment zu  wachsenden  d: 

ö  =  — //.Kl  sin^, 

wenn  i9"  den  Winkel  zwischen  H  und  Kj  bezeichnet. 

Es  sei  nun  die  Axe  von  K  jedesmal  senkrecht  zu  //  ge- 
stellt, also  im  Fall  1)  r  ±  H,  im  Fall  2)  r  ||  //,  s.  Fig. 
Dann  ist 


2.1 


GldchftnDige  Ifa^eiisdnmg. 
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bezw. 


Gleichgewicht  besteht  för  K] ,  wenn 

ö  +  ©,  =  0,  bezw,  0  +  e^  =  0,  also  wenn 

US, 


r^A^  & 


AxfiH 


^r\ig&. 


(22ä) 
(22  b) 


Die   Beobachtung   von  9-  für  zwei  verschiedene  Ent- 

femnngen  r  gestattet,  s  zu  eliminiren,  und  ergiebt  also         --. 

Combinirt  man  diesen  Werth  mit  dem  Werthe  von  JT.K  aus 

v  

(19),  so  folgt  -^y-;—^  und  ^^Tjr//.    Die  Dimensionen  sind: 


Y^^^ 


[B.U] 


L^;  also: 


=  M^  L'*  T'' 
y  4jr^J 

Im  absoluten  magnetischen  Masssystem  setzt  man  4jr//=  1 
und  erhält  also  K  und  H  (GaussX 


Wir  betrachten  einige  specielle  Arten  der  Magnetisirung: 
Es    sei   zunächst   ein    Körper    ^gleichförmig   magne- 
tisirt**,   d.  h.  die  Magnetisirung  /  constant  nach  Grösse  und 
Richtung.    Dann  folgt  aus  {\2)  für  den  Punkt  p  (x,  Vi ;?): 


ip  = 


4jra 


und  weiter  wie  in  Kap.  I,  S.  109: 


wo 


dz 


C  dx 


^ai 


(23) 


Cohn,  elektromagB.  Feld. 
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Als  gleichwerthigen  Ausdruck  erhält  man  aus  (12  a): 

^ 4^/7'^^-  (24) 

Es  sei  weiter  ein  fadenförmiger  Magnet  gegeben,  mit 
den  Endpunkten  c  und  a,  dessen  Magnetisirung  /  überall  die 
Richtung  des  Fadens  von  e  nach  a  hat  und  dem  Querschnitt 
q  desselben  umgekehrt  proportional  ist.  Es  ist  dan^  /![/)  =  0 
in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Fadens,  nur  an  den  beiden 
Enden  ist /^sj(7)  =  +  7.  Die  vorausgesetzte  Magnetisirung  ist  also 
gleichwerthig  zwei  magnetischen  Mengen  +  Iq  an  den  Faden- 
enden. Der  Faden  heisst  ein  „magnetisches  Solenoid"; 
dieser  und  nur  dieser  Magnet  besitzt  zwei  „Pole**,  welche 
ihn  allgemeingültig  vertreten  können.    Das  Potential  ist 


„_  'iCi 


'.) 


Bildet  das  Solenoid  eine  geschlossene  Curve,  so  sind 
seinej  magnetischen  Mengen,  und  somit  das  von  ihm  erzeugte 
Feld^Null. 

Ist  ein  Magnet  von  beliebiger  Form  so  magnetisirt,  dass 
er  sich  zerlegen  lässt  in  Solenoide,  welche  entweder  ge- 
schlossen sind,  oder  ihre  Endpunkte  auf  der  Oberfläche 
des  Magneten  haben,  so  nennt  man  die  Magnetisirung  „sole- 
noidal".  Die  vorausgesetzte  Zerlegung  ist  möglich,  wenn  im 
Innern  des  Magneten  überall  r{I)  =  0  ist.  Sein  Potential 
ist  dann  dasjenige  einer  reinen  Oberflächenvertheilung 
magnetischer  Mengen. 

Eine  andere  wichtige  Art  der  Magnetisirung  werden  wir 
in  §  5  eingehend  behandeln. 

§  3.  Magnetisch  inhomogenes  Medium. 

Die  mathematische  Grundlage  unserer  bisherigen  Unter- 
suchungen bildete  das  Gleichungssystem,  welches  wir  als  den 
Ausdruck  des  Coulomb'schen  Gesetzes  ansehen  können: 

(2)      tp  =  -T- — —  [mit  dem  Zusatz  :?JSw  =  0  für  jeden 

Magneten] 
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(4)       W„=%i;m,tp,. 

Aus  diesem  System  lässt  sich,  —  Tgl.  Kap.  T,  §  4  —  das 
folgende  ableiten: 

I  fiMjf  dS  =  Unif  fUr  jede  geschlossene  Fläche  S.  (E) 

w„=^l,f(imt.  (F) 

I  M^dl  =  0  für  jede  geschlossene  Curve  /.  (G) 

O 

Die  physikalische  Voraussetzung  war,  dass  die  Stahl- 
magnete, welche  das  Feld  erzeugen,  ausschliesslich  von  Luft 
umgehen  seien.  Bringen  wir  nun  ein  Stück  weiches  Eisen  in 
das  Feld,  so  zeigt  sich  zunächst  qualitativ  folgendes.  Erstens: 
das  Feld  ist  verändert;  d.  h.  auf  einen  kleinen  Probemag- 
neten wirkt  jetzt  ein  Drehungsmoment  von  anderer  Grösse 
und  Kichtung  als  zuvor.  Zweitens :  auf  das  Eisenstück  selbst 
wirken  bewegende  Kräfte.  D.  h.  alles  verhält  sich,  wie  wenn 
das  Eisen,  das  wir  als  ursprünglich  unmagnetisch  voraussetzen, 
und  das  sich  dann,  aus  der  Nachbarschaft  der  Magnete  ent- 
fernt, auch  wieder  als  unmagnetisch  erweist,  im  Felde  selbst 
zu  einem  Magneten  geworden  wäre.  Quantitativ  ist  die  ein- 
fachste Annahme,  die  man  machen  kann,  diese:  die  Mag- 
netisirung  eines  jeden  Volumth eilchens  des  Eisenkörpers  hat 
die  Richtung  des  Feldes  und  ist  proportional  der  Feldstärke 
(Poisson).  Diese  Annahme  stellt  in  ihrem  zweiten  Theil  der 
Wirklichkeit  gegenüber  nur  eine  erste  Näherung  dar;  wir 
wollen  aber  an  ihr  festhalten.*)  Die  Magnetisirung,  von  welcher 
hier  die  Rede  ist,  wird,  im  Gegensatz  zu  der  Magnetisining  eines 
permanenten  Magneten,  als  „inducirt"  bezeichnet.  Sie 
heisse  /'.    Dann  ist  der  mathematische  Ausdruck  des  obigen: 

1)  Zu   dem  vorhandenen  Feld  tritt  durch  die  Anwesen- 


*)  Die  Grandzüge  einer  Theorie,  welche  die  Propoi-tionalität  nicht 
voraosseixt,  s.  in  Kapitel  YIII  A. 
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Grundgleichungen  des 


[Kap.  m. 


heit  des  Eisens  ein  „Zusatzfeld",  dessen  Potential  ist  [vgl.  (12) 
und  (12  a)]: 


X  = 


,^r  ,V  .H 


öx' 


w 


dx 


jtfi  u 


nn 


rfr  + 


n 


dS 


wo  T  das  Volumen,  Ä  die  Obei-fläche  des  Eisenkörpers  be- 
deutet. 

2)  Das  Eisen  bewegt  sich  so,  als  ob  auf  seine  einzelnen 
Elemente  Kräfte  Mdm  wirkten,  wo  dm  bedeutet:  g'dr  =^ 
-  r^{r)  dx  oder  odS=—  Fsit)  dS  [vgl.  (n)]. 

3)  Es  ist: 

//  =  «TtfJ ,  wo  a  eine  Constante  bedeutet. 

Zu  2)  ist  zu  bemerken,  dass  die  Bjräfte  erschlossen  sind 
aus  den  Bewegungsantrieben,  welche  starre  Eisenmassen  in 
Luft  erfahren. 

Es  hat  sich  femer  ergeben  (Faraday),  dass  die  gleichen 
Sätze  auch  gelten,  wenn  an  Stelle  des  Eisens  ein  be- 
liebiger anderer  Körper  gesetzt  wird.  Die  verschiedenen 
Substanzen  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Werthe  des 
Coefficienten  a .    Derselbe  kann  positiv  oder  negativ  sein;  im 

letzteren  Fall  ist  - ,   welches   nach   den   obigen   Gleichungen 

eine  reine  Zahl  sein   muss,   stets  ein  kleiner  echter  Bruch; 

1  +  -  also  ist  für  alle  Körper  eine  positive  Zahl. 

Man  ersetze  nun  M  durch  Ej  fi  durch  Sq,  a  durch  s  —  Sq 

(also    1  H —  durch      j;  dann  gehen  die  obigen  Sätze  über  in 

die  Gleichungen  (67),  (66),  (62),  (69),  welche  in  §  12  des 
Kapitel  I  aus  den  Grundgleichungen  (A)  (B)  (C)  abgeleitet 
wurden.  Daraus  schliessen  wir:  Um  von  den  soeben  be- 
sprochenen Erfahrungsthatsachen  Rechenschaft  zu  geben,  ge- 
nügt die  folgende  Erweiterung  der  Theorie:  es  gelten  all- 
gemein die  Gleichungen   (E),  (F)  und  (G);   n;ir  bedeutet  in 


§  3.]  statischen  magnetischen  Feldes.  197 

ihnen  ii   nicht  eine  universelle   Constante,    sondern   eine 
Körper  constante. 

Unser  magnetisches  Feld  ist  ein  statisches:  es  kann, 
so  lange  die  Körper  ruhen,  ohne  Energieumsetzung  dauernd 
bestehen.  Die  allgemeinsten  Eigenschaften  eines  solchen 
Feldes  sind  nach  dem  soeben  gesagten  in  den  folgenden 
Sätzen  Yollständig  ausgesprochen: 

Ein  statisches  magnetisches  Feld  besitzt  magnetische 
Energie  im  Betrage 


W^-'h 


.  f(im  dz .  (F) 


Die  Abnahme,  welche  diese  Grösse  durch  beliebige  Ver- 
schiebungen und  Deformationen  der  Körper  erfährt,  ist,  sofern 
die  Bewegungen  hinreichend  langsam  erfolgen,  gleich  der  von 
dem  System  geleisteten  Arbeit. 

fi  bezeichnet  eine  positive  Constante,  welche  die  in  dr 
vorhandene  Materie  charakterisiii;  und  deren  magnetische 
„Permeabilität"  heisst.  Es  sei  ^o  die  Permeabilität  des 
Vacuums,  (oder  sehr  nahe  der  Luft).  Dann  giebt  es  Sub- 
stanzen für  welche  fi'!>m  ist,  diese  heissen  „paramagne- 
tisch"; und  solche,  für  welche  fi  <C  fi^^  ist,  diese  heissen 
^diamagnetisch".  — 

T^f  ist  ein  Vector,  die  „magnetische  Feldintensität"; 

er  ist  überall  endlich,  und  im  unendlichen  gleich  Null,  min- 

l 
destens  wie  -^  •    ^^^  jede  geschlossene  Curve  ist 


r 


f' 


Midl  =  0.  (G) 

o 

fiM=^3Sl  heisst  die  „magnetische  Polarisation";  be- 
züglich dieser  gilt  für  jede  geschlossene  Fläche  S: 


f 


liM^dS  =  Smi.  (E) 

Hier  sind  die  w^  die  „magnetischen  Mengen",  welche 

sich  in  dem  von  S  umspannten  Raum  befinden.    Mit   diesem 
Namen  bezeichnen  wir  Grössen,   welche  nur  in  permanenten 
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Magneten  existiren*),  welche  in  diesen  an  den  Elementen 
der  Materie  fest  haften,  und  deren  algebraische  Summe  für 
jeden  Magneten  gleich  Null  ist.  Die  Gruppe  der  Substanzen, 
aus  welchen  sich  permanente  Magnete  bilden  lassen,  soll  nach 
ihrem  Hauptrepräsentanten  „ferromagne tisch"  heissen. 

Wir  wiederholen,  dass  im  vorstehenden  unsere  Voraus- 
setzungen vollständig  enthalten  sein,  —  dass  insbesondere 
also  mit  den  Worten  „magnetische  Menge"  nur  die  Vor- 
stellungen verknüpft  werden  sollen,  welche  durch  die  Gleich- 
ungen (E)  (F)  (G)  und  die  ihnen  folgenden  Sätze  gegeben 
sind.  Alles  nun  folgende  ist  mathematische  Ableitung  aus 
den  vorstehenden  Annahmen. 

Zunächst  folgt  durch  die  geometrische  Betrachtung 
des  §  2  (S.  185 ff.): 

Es  existirt  ein  Vector  /,  die  „Magnetisirung",  welcher 
mit  den  magnetischen  Dichten 

dm       j  dm 

^        dt  dS 

verknüpft  ist  durch  die  Beziehungen  (11): 

-rx/)  =  (>,  -r5(/)  =  (T, 

und  folglich  mit  den  magnetischen  Mengen  durch  die  Gleichung: 


•/ 


ijy  dS  ==  2m^ , 

wo  S  eine  beliebige  geschlossene  Fläche  bezeichnet. 

Dieses  /ist  nur  in  Magneten  vorhanden**),  kann  aber 
andererseits  in  jedem  Punkt  eines  Magneten  beliebige 
Grösse  und  Richtung  besitzen.  Durch  Einfuhrung  dieses 
Vectors  geht  (E)  über  in: 

f/iM^dS  =  —  flj^dS  (E') 

für  jede  geschlossene  Fläche. 

*)  Nicht  in  dem  temporär  magnetisclien  weichen  Eisen,  vgl.  unten 
S.  207. 

**)  Nicht  in  den  Körpern,  welche  lediglich  eine  y^inducirte  Magneti- 
sirung*'  besitzen. 
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Die  Gleichungen  (E)  (F)  (G)  sind  von  gleicher  Form  wie 
die  Grundgleichungen  (A)(B)(C)  des  statischen  elektrischen 
Feldes.  Es  lassen  sich  also  die  in  Kapitel  I  gezogenen  Fol- 
gerungen übertragen,  sofern  man  die  folgenden  Unterschiede 
beachtet: 

a)  Es  fehlt  ein  Analogen  zur  Gleichung  (D);  es  giebt 
also  im  Gebiet  des  Magnetismus  keine  Körper,  welche  den 
Leitern  in  der  Elektrostatik  entsprechen. 

b)  Es  giebt  Grössen  m  nur  in  der  kleinen  Klasse  der 
feiTomagnetischen  Körper. 

c)  In  jedem  solchen  Körper  ist  Um  «=  0. 

d)  Ordnet  man  alle  Medien  nach  den  Werthen  ihrer 
Constanten  fi^  so  befindet  sich  das  Vacuum  nicht  am  Ende 
der  Beihe. 

Aus  a)  folgt,  dass  es  keine  „geschlossenen''  magnetischen 
Felder  giebt;  ein  „vollständiges''  Feld  ist  streng  genommen 
nur  der  unendliche  Baum.  (Die  Aufgabe,  ein  Feld  zu  be- 
grenzen, welche  der  elektrische  Leiter  in  vollkommener 
Weise  löst,  wird  aber  (s.  unten)  im  Gebiet  des  Magnetismus 
mit  grosser  Annäherung  gelöst  durch  Körper  von  den  Eigen- 
schaften des  weichen  Eisens.) 

Der  Einschränkung  unter  c)  tragen  wir  Rechnung,  indem 
wir  statt  der  m  die  /  einführen. 

Wir  stellen  nun  die  wichtigsten  Folgerungen  aus  (E)  (F) 
(G)  zusammen,  indem  wir  für  den  Beweis  auf  die  Parallel- 
sätze aus  Kapitel  T,  §§  5,  6,  7,  11,  12  vei'weisen. 

Aus  (G)  folgt  (vgl.  Kap.  I,  §  5):  Das  Feld  M  leitet 
sich  aus  einer  einwerthigen  Function  ip,  dem  „magnetischen 
Potential",  ab  gemäss  der  Gleichung 

Wir  können  und  wollen  ip  als  durchweg  stetig  annehmen 
und  für  alle  unendlich  fernen  Punkte  gleich  Null  setzen;  dann 
ist  ?p  durch  M  vollkommen  bestimmt. 

M  kann  sich  unstetig  nur  an  gewissen  Flächen  ändern 
und  auch  dort  nur  seine  Normal-Componente:  die  Tangen- 
tial-Componenten  sind  stetig. 
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Weiter  aus  (E):  es  ist 
bezw.  aus  (E'): 


(25) 


(26) 


Weiter  (vgl.  Kap.  I,  §  6):  Wir  construiren  „magnetische 
Kraftlinien",  welche  durch  ihre  Richtung  und  Dichte  in  be- 
kannter Weise  die  Richtung  und  Grösse  der  Polarisation  ^.V=SK 
darstellen.  Keine  dieser  Kraftlinien  schneidet  dann  sich  selbst 
oder  eine  andere  Kraftlinie.  Keine  läuft  in  sich  zurück;  eine  jede 

besitzt  zwei  Endpunkte.  (Wir  bemerken 
vorweg,  dass  dies  eine  Eigenschaft  sta- 
tischer magnetischer  Felder  ist;  nicht 
statische  Felder  besitzen,  wie  wir  in  Ka- 
pitel rV  sehen  werden,  geschlossene 
Kraftlinien.)  Am  Ursprung  jeder  Kraft- 
linie befindet  sich  eine  magnetische 
Menge  +  1,  an  der  Mündung  eine  Menge 
—  1 ;  die  Endpunkte  befinden  sich  also 
ausschliesslich  in  den  permanenten  Mag- 
neten. Der  Aussenraum  wird  von  den 
Kraftlinien  lediglich  durchsetzt,  und 
zwar  verlaufen  sie  dort  im  allgemeinen 
mit  stetiger  Krümmung.  Wo  aber  eine 
Kraftlinie  die  Grenzfläche  zweier  verschiedener  Medien  durch- 
dringt, ist  sie  geknickt,  und  zwar  ist,  wenn  «j  und  a»  die 
Winkel  bedeuten,   welche  sie  mit  der  Normalen  einschliesst. 


Fig.  28. 


(27) 


Sie  wird  also  in  dem  Medium  von  grösserer  Permeabilität 
von  der  Normalen  fortgebrochen.  Ein  die  Grenzfläche  durch- 
setzendes Kraftlinienbündel  hat  daher  (s.  Fig.  26)  einen 
kleineren  Querschnitt  in  dem  Medium  von  grösserem  (i.  Mit 
anderen  Worten:  beim  Uebergang  in  dieses  Medium  nimmt 
die  Dichte  der  Kraftlinien  zu. 

Wir    constniiren     zufjleich    „Magnetisirungslinien", 
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welche  /  darstellen.  Diese  verlaufen  ausschliesslich  in  den 
permanenten  Magneten;  keine  Magnetisirungslinie  kann  sich 
selbst  oder  eine  andere  schneiden;  im  übrigen  aber  kann  ihr 
Verlauf  ein  ganz  beliebiger  sein.  Insbesondere  können  in 
sich  zurücklaufende  Magnetisirungslinien  existiren;  sie  können 
sogar  alle  in  sich  zurücklaufen.  (Der  Magnet  besteht  dann 
aus  einem  System  geschlossener  Solenoide.)  Die  Endpunkte 
aller  nicht  geschlossenen  Magnetisirungslinien  fallen  nach 
(26)  mit  den  Endpunkten  der  Eraftlinien  zusammen;  nur  sind 
jedesmal  Ursprung  und  Mündung  vertauscht. 

Weiter  (vgl.  Kap.  I,  §  7):  Ein  statisches  magnetisches 
Feld  ist  vollkommen  bestimmt  durch  die  magnetische  Ver- 
tbeilung  q,  ö.  Mit  anderen  Worten:  der  ganze  Verlauf  der 
Kraftlinien,  innerhalb  wie  ausserhalb  der  Magnete,  ist  ein- 
deutig bestimmt,  sobald  ihre  Endpunkte  gegeben  sind.  (Für 
den  Beweis  ist  wesentlich,  dass  geschlossene  Kraftlinien 
nicht  existiren;  der  Satz  gilt  daher  nur  für  statische 
Felder.) 

Durch  die  /  sind  auch  die  (>,  ö  nach  (11)  gegeben;  das 
Feld  ist  also  auch  bestimmt  durch  die  Magnetisirung.  Enthält 
ein  Magnet  nur  in  sich  zurücklaufende  Magnetisirungslinien, 
so  sind  nirgends  magnetische  Mengen  vorhanden,  und  es 
existirt  folglich  kein  Feld  M,  Allgemein:  einem  gegebenen 
System  von  Magnetisirungslinien  kann  man  noch  ein  belie- 
biges System  geschlossener  Magnetisirungslinien  super- 
poniren,  ohne  an  dem  Felde  3A  etwas  zu  ändern.  Der  Ver- 
lauf der  Magnetisirungslinien  ist  durch  ihre  Endpunkte  nicht 
bestimmt. 

Für  einen  begrenzten  Baum  r  gilt:  das  Feld  in  r  ist 
vollständig  bestimmt,  wenn  in  r  die  Endpunkte  der  Kraft- 
linien, und  an  der  Obei-fläche  von  r  die  eintretenden  Kraft- 
linien (die  Grössen  SK^  =  (iMJ  gegeben  sind. 

Da  unserer  directen  Beobachtung  niu'  das  Feld  ausser- 
halb eines  Magneten  zugänglich  ist,  so  können  wir  also  auch 
nur  über  die  aus  seiner  Oberfläche  austretenden  Kraft- 
linien etwas  erfahren.  Diese,  als  auf  ein  Gebiet  von  zwei 
Dimensionenbeschränkt,lassen  für  die  dreidiraensionaleMannig- 
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faltigkeit  der  inneren  Magnetisining  unendlich  viele  gleich- 
werthige  Annahmen  zu.  Wir  können  begrifflich  gleichwohl 
der  Magnetisining  überall  bestimmte  Werthe  zuschreiben, 
indem  wir  uns  den  Magneten  aus  beliebig  kleinen  Elementen 
aufgebaut  denken,  deren  Feld  wir  einzeln  untersucht  haben.  — 

Gehört  bei  gegebener  Vertheilung  der  Materie,  also  ge- 
gebenen Werthen  ^,  zu  einer  magnetischen  Vertheilung  w/, 
(bezw.  m^)  das  Feld  ilf, ,  ip^  (bezw.  i^/j,  tpj)»  so  gehöil;  zu  der 
Veiiiheilung  m  =  m^  +  »^2  das  Feld  3/,  tp,  wo 

'%  ==  ^Ai  +  '%^   v  =  '^i  +  %' 

Gemäss  den  Gleichungen  (11)  kann  man  diesen  Satz  auch 
so  aussprechen:  superponirt  man  mehrere  Magnetisirungen 
/,  so  superponiren  sich  auch  die  zugehörigen  Felder  M.  — 

Mittels  (G)  und  (E),  bezw.  (E'),  lässt  sich  (F)  unifonnen  in 
beziehungsweise 

^^m  =  -  V2/(4  K  +  IyM^  +  4  MJ  dt. 

Damit  sind  die  Ausdrücke  (4)  und  (13)  auch  für  unsere 
jetzigen  allgemeineren  Voraussetzungen  wiedergewonnen. 

Es  lässt  sich  femer,  wenn  die  Vertheilung  m  in  m,  und 
f)h2 1  bezw.  die  Magnetisirung  I  in  7^  und  /j ,  und  demgemäss 
M  in  itf,  und  Af^ ,  tp  in  ^^  und  ipj  zerlegt  wird,  die  Energie 
W^  zerlegen  in 

Hier  sind 

W^,  =  %  Sm,n>,  =  -  %j{h^,^  +  . .)  rfr  =  'kJtiM,^dT 
und 

die  Energiewerthe  der  Theilfelder.  Für  die  wechselseitige 
Energie  R  aber  ergiebt  sich: 
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(28) 


Folgerungen  hieraus  sind: 

Das  Potential  im  Punkte  /?, ,  welches  von  einem  Einheits- 
pol  in;?.2  herrührt,  ist  gleich  dem  Potential  in  p^^  welches  von 
einem  Einheitspol  in  /?,  herrührt.    In  Zeichen: 

^i{Px)  = '^xiPt) '  (29) 

Das  Potential  '^\{P2)  einer  magnetischen  Veiiheilung  der 
m, ,  gebildet  für  den  Punkt  p^j  ist  numerisch  gleich  der 
wechselseitigen  Energie  der  m^  und  eines  Einheitspols  in  p.^. 

Das  Potential  im  Punkte  p^   ist   numerisch    gleich    der 

Vermehrung,  welche  die  magnetische  Energie  erführe,  wenn 
dem  Punkte  p^  die  (unendlich  kleine)  magnetische  Menge  1 

zugeführt  würde.    In  Zeichen: 

"^^P^-^r  (30) 

M  dl  ist  numerisch  gleich  der  Energie,  welche  das  System 
abgiebt,  wenn  die  magnetische  Menge  Eins  —  ohne  ihren 
materiellen  Träger  —  um  dl  verschoben  wird.  M  heisst  daher 
häufig  die  „auf  die  magnetische  Menge  Eins  wirkende  Kraft^. 
Diese  ist  aber  (vgl.  Kap.  I,  §  11)  im  allgemeinen  nicht 
identisch  mit  der  auf  den  Träger  dieser  Menge  wirkenden 
mechanischen  Kraft.  Das  heisst,  wenn  f-dx  die  mechanische 
Kraft  bezeichnet,  welche  auf  das  Volumelement  dr  wirkt,  so 
ist  im  allgemeinen  nicht 

f^==Q.M^  etc. 
Vielmehr  ist: 

f.  =  qM.  -  %  M^  If  etc.,  (31) 

sofern  an  der  betrachteten  Stelle  p  und  -J-  . .  endliche,  d.  h. 

ox 

I  und  /i  stetig  veränderliche  Grössen  sind. 
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Also  ZU  der  Kraft  3f-rf7?i  kommt  im  allgemeinen  eine  zweite 
hinzu,  welche  das  Element  in  der  Richtung  des  schnellsten 
Abfalls  der  Permeabilität  n  treibt. 

Addiii  man  zu  (31)  die  identische  Gleichung 
so  kommt 


wo 


^-=if+i;+if«*«- 


P^  =  V2  i«  {M,^  -  ^s,^  -  M,^  etc. 

Pyx  =Pxy  =  t^  ^y  K   etC 


(32) 


D.  h.  der  allgemeinste  Ausdruck  für  die  Kräfte  ist:  zwischen 
je  zwei  aneinander  grenzendenKörpertheilchen  wirken  die  durch 
(32)  gegebenen  Spannungen  p^j^]  oder:  auf  die  Flächeneinheit 

berechnet,  wirkt  in  der  Richtung  der  Kraftlinien  ein  normaler 
Zug  vom  Betrage  V2  i"  -^^>  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  ein 
normaler  Druck  von  gleichem  Betrage«  — 

Insbesondere:  befinde  sich  ein  Körper  von  der  Permea- 
bilität /E/|,  der  kein  Magnet  ist,  in  einer  Umgebung  von  der 
Permeabilität  fi^.  Dann  wirken  auf  ihn  Kräfte  nur  an  seiner 
Oberfläche  S\  und  zwar  wirkt  auf  das  Element  dS  normal 
nach  aussen: 

dv  =  72  (//i  -  n)  ^'  fl  -  - -~^  cos  2  (MN)]  dS.     (33) 

Ist  -'  -   -      sehr  klein,  so  wird  hieraus: 

dp  =  1/2  (^i  —  ^0)  ^V2  dS.  —  (33  a) 

Weiter  (aus  Kap.  I,  §  7  unter  c):  ist  im  ganzen  Raum 
fi  =  const.  =  fiQ,  so  lässt  sich  das  Feld  durch  die  w,  bezw.  7, 
explicite  darstellen.    Es  ist  nämlich  in  diesem  Fall 


§3.] 


Darstellang  des  Feldes. 


205 


tp^S 


^^f^o  U     r  J  r 


4:?r//o 


ji         öA        öi 

/   -Za-T       '■.4-7-'" 


(^T 


(34) 


WO   über   das  Volumeii,   bezw.  Volumen  und  Oberfläche  der 
Magnete  zu  summiren  ist. 

Ist  fi  nicht  constant,  so  kann  tp  gleichwohl  auf  diese 
Form  gebracht  werden  (vgl.  Kap.  I,  §  12).  Man  bezeichne 
nämlich  durch  ^  die  Permeabilität  eines  bestimmten  „Normal- 
mediums", —  durch  Mq,  xpQ  das  Feld,  welches  einer  gegebenen 
magnetischen  Vertheilung  (m,  q,  T)  entspricht  unter  der  Vor- 
aussetzung fi  =  fiQ  (d.  h.  also  durch  V'o  die  Function,  welche 
in  (34)  tp  genannt  ist),  —  durch  ^V,  rp  das  Feld,  welches  der- 
selben Vertheilung  (wi,  q,  I)  entspricht,  wenn  im  Räume  r 
^0  durch  das  beliebige  ft  ersetzt  wird;  man  setze  dann 


V  =  V^  +  Z    1 
^' hl' 


(35) 


Dann  lässt  sich  das  „Zusatzpotential"  x  darstellen  in  der 

Form: 

7.' 
dS 


*  ixfto  U      r  '  J   r 


1 


8;r 


'  "^  ^y  V  +  -^^' 


öl' 


dt , 


(36) 


wo  r ,  die  „inducirte  Magnetisirung",  definirt  ist  durch  die 
Gleichung 

j;  =  {(i-(io)^,  (37) 

[?gL  Kap.  I,  (61),  (62),  (66),  (67)].  Man  kann  also  die  Form 
der  Gleichung  (34)  aufrecht  erhalten,  sofern  man  neben  der 
gegebenen,  „wahren"  Magnetisirung  I  noch  die  inducirte  Mag- 
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netisirung  /'  einführt.  Die  letztere  ist  nui*  in  denjenigen 
Körpern  vorhanden,  deren  Permeabilität  von  der  des  Normal- 
mediums  abweicht;  sie  muss  im  übrigen  in  jedem  Fall  erst 
gefunden  werden. 

Sie  sei  in  einem  bestimmten  Fall  gefunden;  dann  lassen 
sich  in  gewissem  Umfange  auch  die  mechanischen  Kräfte 
durch  sie  darstellen.    Man  bezeichne  noch 

—  r,(/')  dz  und  —  r^il')  dS  durch  dm 

entsprechend  den  Bezeichnungen  in  (11).  Dann  erhält  man 
die  Arbeit  bei  der  Bewegung  starrer  Körper,  welche  in 
das  Normalmedium  eingebettet  sind,  in  richtigem  Ge- 
sammtbetrage  aus  der  folgenden  Annahme:  auf  jedes  Volum- 
element des  Körpers  wirkt  eine  -Kraft,  welche  die  Richtung 
des  Feldes  M  und  die  Grösse 

df=  Md{m  +  m)  (38) 

hat  [vgl.  Kap.  I,  (69)].  Die  Bedeutung  der  hervorgehobenen 
Bedingung  ist:  deformirt  werden  darf  bei  der  Bewegung 
nur  das  Normalmedium,  —  von  den  Spannungen  im  Innern 
des  magnetisch  inducirten  oder  „polarisirten"  Körpers  geben 
die  Kräfte  (38)  keine  Rechenschaft.  — 

Die  Gleichungen  (34)  bildeten  die  Grundlage  für  die  ele- 
mentare Theorie  der  §§  1  und  2  dieses  Kapitels.  Der  Inhalt 
der  Gleichungen  (35)  bis  (38)  aber  bildete  den  Ausgangs- 
punkt  für   die  Erweiterung  der  Theorie  (s.  S.  195f.). 

Das  Normalmedium,  welches  theil weise  durch  Eisen  etc. 
ersetzt  wurde,  war  die  atmosphärische  Luft.  In  den  §§  1  und 
2  bedeutet  also  fi  die  Permeabilität  der  Luft.  Wir  präcisiren 
demnach  unsere  frühere  Angabe  (S.  176)  jetzt  dahin,  dass  das 
absolute  magnetische  Masssystem 

4x^  =  1 

setzt,  wo  11^  die  Permeabilität  der  atmosphärischen  Luft,  — 
genauer,  aber  praktisch  gleichbedeutend,  des  Vacuums,  — 
bezeichnet. 

Die  Grösse,   welche  im  allgemeinen  durch  die  Versuche 
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genannt).   Man  hat  eine  Grösse  x   eingeführt  und  als  „Sus- 
ceptibilität*'  bezeichnet,  welche  definirt  ist  durch 


^_^  — ^ 


oder  ^^^0 


(39) 


Dieses  x  ergiebt  sich  negativ  und  sehr  klein  für  die  über- 
wiegende Mehrzahl  aller  Substanzen,  die  „diamagnetischen". 
Unter  den  „paramagnetischen**  Substanzen,  für  welche  x  positiv 
ist,  befindet  sich  eine  kleine  Anzahl,  für  welche  es  beträcht- 
liche Werthe  besitzt.  Diese  gehören  zu  derselben  Körpergruppe, 
aus  welcher  sich  zugleich  permanente  Magnete  herstellen 
lassen  und  welche  als  „ferromagnetisch**   bezeichnet  wurde.*) 

Für  gewisse  Eisensorten  kann  ^  mehrere  Tausende  betragen. 

Für  alle  nicht-ferromagnetischen  Körper  aber  unterscheidet 

sich    "-    von   der  Einheit  höchstens  um   einige  Tausendstel 

—  ist  also  für  alle  Körper  positiv,  wie  bereits  S.  196  ange- 
führt wurde). 

Die  Grössen  m  werden  von  Hertz  als  „wahre**,  die  Grössen 
(m  +  m)  als  „freie**  magnetische  Mengen  bezeichnet.  Ent- 
sprechend wäre  /  als  die  „wahre  Magnetisirung**,  und  die 
Resultante  aus  /  und  der  „inducirten  Magnetisirung**  l'  als 
die  „freie**  zu  bezeichnen.  Diese  Resultante  heisst  häufig 
„Magnetisirung**  schlechthin;  wir  werden  aber  unter  diesem 
Xamen  nach  wie  vor  den  Vector  /  verstehen.  Dieses  /  ist 
dann  in  jedem  Volumelement  eines  Magneten  fest,  „permanent**, 
und  überall  ausserhalb  permanenter  Magnete  Null. 

Bezüglich  der  beiden  Theorien,  von  welchen  die  eine  von  der 
freien,  die  andere  von  der  wahren  Magnetisirung  ausgeht,  —  die 
eine   das  Feld   auffasst   als   durch  das  Zusammenwirken  der 


( 


*)  Es  besteht  aber  innerhalb  dieser  Gruppe  durchaas  keine  quanti- 
tative Beziehung  zwischen  der  Fähigkeit,  permanente  Magnetisirung  an- 
zanehmeui  und  dem  Werthe  von  fi. 
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/und  der  i'  erzeugt,  die  andere  die  topographischen  Eigen- 
schaften des  einheitlichen  Gesammtfeldes  an  die  Spitze  stellt, 
—  gilt  das  gleiche,  was  von  den  entsprechenden  Theorien 
der  Elektrostatik  gesagt  ist:  Sie  sind  mathematisch  äquivalent, 
aber  für  die  Darstellung  der  allgemeinen  Gesetze  der  Elektro- 
dynamik ist  die  zweite  Auffassung  vortheilhafter  (s.  Kap. 
VniA  am  Schluss). 

Für  die  Behandlung  specieller  Aufgaben  kann  die  Ein- 
fühlung der  /'  von  Nutzen  sein. 

Allgemein  kann  man  bemerken:  Handle  es  sich  um  einen 
homogenen  Körper,  d.  h.  sei  n  =  const.,  dann  ist 

Das  heisst:  die  inducii-ten  magnetischen  Mengen  befinden  sich 
ausschliesslich  auf  der  Oberfläche  des  Körpers,  oder:  die 
inducirte  Magnetisirung  ist  solenoidal.  — 

Femer:  sind  bei  gegebener  Vertheilung  der  Materie,  also 
gegebenen  Werthen  der  //,  für  zwei  verschiedene  Felder  M^^ 
die  zugehörigen  Felder  M  und  somit  die  /  gefunden,  und 
superponirt  man  dann  die  beiden  M^^  so  superponiren  sich 
auch  die  M  und  somit  die  I*. 

Dagegen:  es  werde  bei  gegebener  (wahrer)  magnetischer 
Vertheilung  (),  o  (oder  Magnetisirung  /)  in  zwei  verschiedenen 
Raumtheilen  t,  und  t^  die  Luft  durch  einen  „polarisirbaren" 
Körper  ersetzt,  und  man  habe  in  jedem  der  beiden  Fälle  das 
entsprechende  Zusatzfeld  Z  und  somit  die  /  gefunden.  Wenn 
man  dann  die  Verändeningen  in  Tj  und  t.2  gleichzeitig 
vornimmt,  so  superponiren  sich  die  Z  und  folglich  auch  die 
l'  nicht. 

Femer:  das  Feld  M  der  Gleichung  (38)  ist  allgemein  das 
that sachliche  Feld,  welches  bestimmt  ist  durch  die  wahren 
magnetischen  Mengen  m  und  durch  die  Lage  der  polarisir- 
baren  Körper.  Sobald  die  indueirten  m  der  letzteren  be- 
kannt sind,  kann  M  nach  dem  Coulomb'schen  Gesetze  durch 
die  m  und  m  ausgediückt  werden.  Ist  nun  aber  der  starre 
Körper,  um  dessen  Bewegung  es  sich  handelt,  der  einzige 
polarisirbare  Körper  im  Raum,  sind  also  die  m  nur  in  ihm 
vorhanden,   so  wird  die  Arbeit  bei  einer  Verschiebung  nicht 


(It. 
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geändert ,  wenn  weiter  im  Ausdruck  der  Kräfte  M  durch  ^f^^ 
ersetzt  wird  [vgl.  Kap.  I,  (71)].  Unter  dieser  Voraussetzung 
also  darf  als  Elementarkraft  auch  angenommen  werden 

df=MQ  d(m  -h  m),  (40) 

Werden  durch  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  die 
einzelnen  Körperelemente  von  Raumstellen  mit  dem  Poten- 
tial tp„  zu  Stellen  mit  dem  Potential  tpQ  +  ötpQ  übergeführt, 
so  leisten  diese  Kräfte  die  Gesammtarbeit 

bA  =  —  föipo'd(m  +  m)  =16%  [r{I)  +  A/')]  dr. 

Bezeichnen  nun  g,  tf,  g  ein  im  Körper  festes  Coordinaten- 
system,  so  folgt  durch  partielle  Integration: 

Es  ist  aber 

ö%.  _^ö^o__j,y   .     also 
—  ö   je  —       o^%M     aiso 

^A  =f\(L  +  //)  ÖM,.  +  (/,  +  /,')  rf3/„,  +  (/;-!/:)  <J.¥o.J  dz .  (41 ) 

Ist  das  gegebene  Feld  Mq  gleichförmig  in  dem  vom 
polarisiiien  Körper  erfüllten  Raum  und  tC  dessen  inducirtes 
Gesammtmoment,  so  wird 

iA  =  (Kj  +  «/)  6M,^  +  OK,  +  W;)  (JJ/„,  +  CK.  +  Kj')  ÖM^.  (41  a) 

Die  Gleichungen  (41)  haben  die  Form  der  Gleichungen 
1 18).  Sie  gelten  aber  nur' für  unendlich  kleine  Verschiebungen. 
Bei  der  Berechnung  der  Arbeit  für  eine  endliche  Ver- 
schiebung ist  zu  beachten,  dass  /'  von  Mq  abhängig  ist.  — 

Besitzt  ein  in  das  Normalmedium  eingebetteter  Körper 
keine  wahre  Magnetisirung,  so  ist  die  Arbeit  bei  einer  be- 
liebigen unendlich  kleinen  oder  endlichen  Verschiebung  oder 
Defoimation  dieses  Köi-pers  (vgl.  Kap.  I,  S.  105)  gleich  der 
Abnahme  der  Function 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  14 
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also  nach  (37): 

^  =  <J  { %J(i:  M,,  +  /;  M^  +  /;  ^/,,)  dx  J .     (42) 

Ist  MJ)  gleichföiTttig  in  r,  so  kommt: 

A^ö  {",  (k;  itfo^  +  «;  A/o,  +  «;  ^u} .     (42a) 

Die  Ausdrücke  (42)  und  (42  a)  sind  von  der  Wahl  des 
Coordinatensystems  unabhängig. 

Die  Aufgabe,  für  ein  gegebenes  Feld  M^  und  eine  ge- 
gebene Form  des  polarisirbaren  Körpers  die  /'  zu  finden,  ist 
nur  für  wenige  Fälle  streng  gelöst. 

Allgemein  lösbar  ist  sie  in  erster  Näherung  dann,  wenn 
^  ^^  eine  sehr  kleine  Zahl  ist.  Dann  nämlich  ist  genähert 
[vgl.  Kap.  I,  S.  104] 

//  =  (/£  -  //,)  M^, .  (43) 

Der  Bedingung  genügen  alle  nicht-ferromagnetischen  Körper; 
sie  sind  zugleich  frei  von  wahrer  Magnetisirung.  Bringt  man 
daher  einen  solchen  Körper  von  beliebiger  Form  in  ein 
gleichförmiges  Feld,  so  sind  die  mechanischen  Kräfte  klein 

von    der   Ordnung  f'       ^"J  .    Für  die  Verhältnisse,   welche 

wir  realisiren  können,  sind  sie  stets  unmerklich  klein.  Wenn 
wir  daher  an  einem  nicht-ferromagnetischen  Körper  Bewe- 
gungsantriebe beobachten,  so  rühren  diese  stets  von  Inhomo- 
genität des  Feldes  her.  Sie  lassen  sich,  in  erster  Näherung, 
ableiten  aus  Elementarkräften  f-dr^  wo 

Sie  sind  nur  zu  beobachten  in  sehr  intensiven  Feldern.  Die 
stärksten  magnetischen  Felder,  welche  wir  herstellen  können, 
haben  die  Symmetrie-Eigenschaften  des  in  Kap.  I,  S.  118  an- 
genommenen elektrischen  Feldes.  In  diesen  Feldern  stellt 
sich  ein  paramagnetisches  Stäbchen  parallel,  ein  diamagneti- 
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sches  normal  zu  den  Kraftlinien  ein.  Dieser  Einstellung,  die 
also  ganz  specielle  Versuchsbedingungen  voraus- 
setzt, entstammt  der  Xame  „diamagnetisch."  — 

Für  die  inducirte  Magnetisirung  ferromagnetischer 
Körper  ist  die  Körper  form  wesentlich.  Ist  der  Körper  (r) 
ein  homogenes  Ellipsoid,  der  ganze  äussere  Raum  von  dem 
Normalmedium  erfüllt,  und  Mq  gleichförmig  in  r,  so  erhält 
der  Körper  eine  gleichförmige  inducirte  Magnetisirung  /, 
und  zwar  wird,  wenn  j;  y,  x  parallel  den  Hauptaxen  des 
EUipsoids  genommen  werden, 

WO  A,  B,  C  die  bekannten  Constanten  bezeichnen  [s.  (37)  und 
Kap.  T,  (76)].  Durch  die  Anwesenheit  des  Körpers  wird  das 
Potential  ip^,  des  ursprünglichen  Feldes  verwandelt  in 

V'  =  Vo  + ;: » 

^ox        hg  _^       J^'oy_  _  ö^  ^         ^^0*        üg 
'^"      ^  A^^  ^*^      +  B  ^^  ^^'^      4-  C  ^* 


l 

?0    L 


u       ^ 


"(46) 


dr 
wo    g 


Der  Körper  sei  drehbar  um  die  vertical  gedachte  x-  oder 
r-Axe.  Die  horizontale  Componente  //  des  gegebenen  Feldes 
.V„  bilde  mit  der  r/-Axe  den  variablen  Winkel  ^.     Dann  ist 

3/,,  =  ^cos^;k;  =  '"«^"^'-^-:^ 

^V„^^  =  H  sin  ^  f*      ro 

-. , ^0  ^sin  {^ •  T 

3/o,  =  con8t.      i  ^^  —  _^o    __,.^ 
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also  nach  (41a)  oder  (42a)  das  Drehungsmoment  zu  wachsen- 
den d". 


dir 


1 


1 


ß(t 


+  B 


^ 


iMo 


+  A 


(47) 


fi  —  /^ 

Aus   der  Beobachtung  von  x  ^i®  ^^n  6  kann  auf  den 

Wert  von     -    -   "  geschlossen  werden. 

Die  „magnetometrische  Methode",  welche  die  Veränderung 
des  äusseren  Feldes,  d.  h.  x  henützt,  kann  praktisch  nur  für 
grosse  AVerthe  dieses  Quotienten  angewandt  werden.  Es 
gelten  dann  die  Bemerkungen  in  Kapitel  I,  8.  112  über  die 
Foi-m  und  Orientirung  des  EUipsoids. 

Hier  soll  noch  eine  Anwendung  der  Gleichung  (29)  ge- 
macht werden.  Es  sei  im  Baum  ausser  dem  Nonnalmedium 
noch  ein  Eisenkörper  vorhanden.  Dann  ist  mit  den  Bezeich- 
nungen von  (29) 


V>2iPi)  = 


Also 


1 
4jtfiQ'r^2 


+X2iP\)' 


X\(P2)  =  XliPl) ' 

In  Worten:  Das  Zusatzpotential  des  durch  einen  Einheits- 
pol in  pj  inducirten  Eisenkörpers  für  den  Punkt  P2  ist 
gleich  dem  Zusatzpotential  des  durch  einen  Einheitspol  in 
P2  inducirten  Körpers  für  den  Punkt  2h  • 

Nun  sei  der  Eisenkörper  ein  Ellipsoid,  und  der  Punkt  p^ 
befinde  sich  in  dem  sehr  grossen  Abstände  r  von  dem  will- 
kürlichen Punkt  x\  y\  %   des  EUipsoids.     Dann  erhalten  wir 

X%{p\)  aus  (46),  indem  wir 

1 


und 


1       ^~ 
a:  =  »1   etc. 
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setzen.     Also 


XiiPi)  = 


1 


AJtfi^ 


ig 

ix. 


f^ 


+  A 


hx 


:  + 


Lf^  —  f^ 

Es  möge  andererseits  K/  das  indiicirte  Gesammtmoment 
l)ezeiclinen,  welches  das  EUipsoid  unter  der  AVirkung  des 
Einheitspoles  in  p,   erhält.    Dann  ist  nach  (16): 


Xl(P2)  = 


ijTfd^ 


K  J  + 


Also  folgt: 


Ktr    = 


Ix 


N 


etc. 


(4S) 


Z'  — ^0 


+  A 


Es  möge  K/  das  inducirte  Moment  bezeichnen,  welches 
von  einem  Einheitspol  in  p-  heriiihrt;  dann  erzeugt  eine 
beliebige  Vertheilung  von  magnetischen  Mengen  m^  in  Punkten 
p-  ein  inducirtes  Moment  K'  des  Ellipsoids,  wo 

l{;  =  2^.«;,  etc.  (49) 

Dieses  Gesammtmoment  (nicht  aber  die  inducirte  Mag- 
netisirung  der  einzelnen  Volumelemente)  kann  also  für  jede 
beliebige  magnetische  Vertheilung  angegeben  werden. 

Bringt  man  eine  Hohlkugel  mit  den  Radien  a^  und  a^  >  Uy 
und  der  Permeabilität  fi  in  ein  gleichförmiges  Feld,  für  welches 
im  übrigen  der  Werth  (l^^  gilt,  so  bleibt  (s.  Kap.  I,  S.  117) 
im  Hohlraum  das  Feld  gleichförmig.  Es  ist  aber  geschwächt 
im  Verhältniss 

1  _ 


1  + 


9      fi'fio 


(r-ß) 


wo  ß-M. 
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Ist  z.  B.    ^  =  1000 ,  so  ist  der  Grenzwerth  dieses  Ver- 

hältnisses  ^in  ^^^  j9  =  0.  Eine  Hülle  aus  weichem  Eisen 
kann  daher  bei  geeigneter  Form  ihr  Inneres  nahezu  voll- 
kommen gegen  die  Einwirkung  eines  äusseren  Feldes  schützen. 
Genau  das  gleiche  würde  aber  auch  gelten,  wenn  überall  im 
Felde  Eisen  und  Luft  mit  einander  vertauscht  würden;  die 
Lufthülle  würde  dann  ihren  eisernen  Kern  schützen. 


§  4.  Die  Permeabilität  der  Magnete. 

Die  allgemeinen  Gnindgleichungen  (E)  (F)  (G)  haben 
wir  eingeführt  als  eine  Erweiterung  der  Gleichungen  (2), 
(3),  (4).  Diese  letzteren,  die  als  Elementargesetz  der  mecha- 
nischen Kräfte  das  Coulomb*sche  Gesetz  in  sich  enthalten, 
waren  als  gültig  angenommen  für  den  Fall,  wo  wir  lediglich 
Stahlmagnete,  von  Luft  umgeben,  vor  uns  hatten. 

Wir  sehen  jetzt:  soll  wirklich  in  diesem  Fall  die 
Gleichung  (2)  und  somit  auch  (12)  gelten,  und  sollen  in  (2) 
die  w,  in  (12)  die  /^  .  .  unveränderliche,  „pennanente",  Grössen 

bedeuten,  so  muss  das  fi  der  Stahlmagnete  gleich  dem  //„  der 
Luft  sein.  (Dann  wären  die  Stahlmagnete  „permanent",  so- 
lange sie  sich  in  Luft  befänden ;  es.  träte  aber  in  ihnen  „in- 
ducirte"  Magnetisirung  auf,  sobald  sie  in  ein  anderes  Medium 
eingebettet  würden.)  Dies  trifl't  nun  keineswegs  zu,  und 
die  Gleichung  (12)  gilt  auch  selbst  als  eine  erste  Kähe- 
rung  nur  unter  gewissen  Bedingungen,  welche  allerdings  bei 
den  wichtigsten  Massmethoden  erfüllt  sind. 

Wir  behandeln  zunächst  ein  Beispiel,  für  welches  sich 
das  Feld  in  Strenge  darstellen  lässt:  Es  sei  der  Magnet  ein 
gleichförmig  magnetisirtes  Ellipsoid  (Magnetisirung  1),  Seine 
Permeabilität  sei  zunächst  gleich  der  Permeabilität  //(,  der  um- 
gebenden Luft.  Dann  hat  nach  (23)  das  Potential  ^>  denWerth: 


'^«==-^ 


(50) 


wo   ij  die   in   Kapitel   I     (ileicbiing  (21)  u.  flF.   dargestellte 
Function  bezeichnet. 
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Die  Function  lp^,  ist  das  Potential,  weil  sie  einwerthig 
und  stetig  ist,  im  unendlichen  verschwindet,  überall  ausser  an 
der  Oberfläche  S  des  Ellipsoids  der  Gleichung  J^^  =  0  ge- 
nügt, an  S  aber  ergiebt: 

'öiV,=  ^-  cos(V)  +  .. 
und  somit 

f^  1  Hl  +  In)  =  ^^  '*''  (-'»  +  •  •  =  ^^\ 

(Vgl.  Kap.  I,  S.  HO  f.  die  Eigenschaften  der  Function  x)- 

Jetzt  soll  die  Permeabilität  des  Magneten  fi^  ,  die  des 
Ausseni'aums^  sein.  Dadurch  ändeii:  sich  in  den  Bedingungen 
für  tp  nur  die  Gleichung  für  S\  diese  lautet  jetzt: 

^  ö  V-  "*"  ^^^^'  ^  ^-^  ^^^  ^'^*  *^^  "^  ^y  ^^"^  ^'^^  '^^  "^  ^'  ^^^  ^'^' ''  ' 

Offenbar  genügt  allen  übrigen  Bedingungen  der  Aus- 
druck: 

.«-  öx  +  ""y  hj  +  "^  ä^. 


»p  =  — 


(51a) 


wenn  a^,  «y,  a,  beliebige  Constanten  bedeuten. 

Der  Bedingung  für  5  wird  ebenfalls  genügt,  wenn  man 
setzt 


a. 


li,G  +  ii,{\^C) 


(51b) 


Diese  Lösung  des  allgemeineren  Falls  kann  in  doppelter 
Weise  mit  der  des  Specialfalles  in  (50)  verglichen  werden. 

Erstens  sei  ^,  ==  //o-  Dann  heisst  unser  Resultat:  wenn 
die  Permeabilität  pL^  des  Aussenraums  sich  in  //.^  verwandelt, 
so  ändert  sich  das  Feld,  selbst  unter  unseren  speciellen  Vor- 
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aussetzungen,  im  allgemeinen  so,  dass  es  sich  selbst  nicht 
ähnlich  bleibt.  Nur  wenn  die  Magnetisining  einer  Hauptaxe, 
etwa  a,  parallel  ist,  dann  verwandelt  sich  das  ursprüngliche 
Potential 

_L^_^9    jjj A  ^^. 

dann  also  wird  das  Feld  in  constantem  Verhältniss  verän- 
dert. Ist  insbesondere  die  a- Axe  des  Ellipsoids  sehr  gross  gegen- 
über mindestens  einer  der  beiden  anderen,  so  ist  ^  =  0,  und 

das  Feld  wird  folglich  im  Verhältniss  ^^  verändeii.   Ist  aber 

die  a-Axe  sehr  klein  gegenüber  den  beiden  anderen,  so  ist 
^  =  1,  und  das  Feld  wird  gar  nicht  verändert. 

Hier  tritt  ein  Unterschied  gegenüber  der  Elektrostatik 
autfällig  hervor.  Die  wichtigsten,  —  für  alle  messenden  Ver- 
suche die  einzigen,  —  Träger  der  Elektricitätsmengen  sind 
die  Leiter.  Ersetzt  man  bei  unveränderter  Ladung  den  um- 
gebenden homogenen  Isolator  durch  einen  andern,  so  wird  das 
Feld  stets  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Dielektricitätscon- 
stanten  geändert.  —  Die  einzigen  Träger  der  magnetischen 
Mengen  sind  die  Magnete.  Verändert  man  hier  die  homogene 
Umgebung,  so  lässt  sich  über  die  Veränderung  des  Feldes  etwas 
allgemeingültiges  nicht  aussagen ;  alles  hängt  von  der  Form  und 
Magnetisirung  der  Magnete  ab.  Der  Unterschied  ist  darin  be- 
gründet, dass  das  Feld  im  Leiter  selbst  Null  ist,  im  Magneten 
aber  nicht. 

Es  sei  zweitens  /^  =  jt/Q.  Dann  lässt  sich  unser  Resul- 
tat aussprechen:  das  Feld  eines  gleichfönnig  magnetisirten, 
elliptisch  geformten,  von  Luft  (//(,)  umgebenen  Magneten  von 
der  Permeabilität  //^  und  der  Magnetisirung  /  ist  dasselbe 
wie  dasjenige,  welches  einer  Permeabilität  /Mq  und  einer  Mag- 
netisining I^  entsprechen  würde,  wo 

Diese  „scheinbare  Magnetisining"  7^  ist  im  allgemeinen 
der  wirklichen  nicht  gleichgerichtet.  Sie  ist  es  nm*  dann, 
wenn  die  letztere  in  eine  der  Hauptaxen,  etwa  n,  fällt.  Ist 
dann  a  sehr  gross  mindestens  gegen  eine  der  Axen  h  oder  c, 
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so  ist  die  „scheinbare"  mit  der  wahren  ^lagnetisining  /  iden- 
tisch.    Ist  aber  a  sehr  klein  gegenüber  b  und  c,  so  wird 

Diese  Grenz werthe  von  /,  gelten  offenbar  fiir  beliebige 
selir  gestreckte,  bezw.  sehr  flache  Formen  des  Magneten. 
Denken  wir  uns  also  einen  Magneten  in  cylindrische  Elemente 
zerlegt,  deren  Axe  mit  der  Richtung  der  Magnetisirung  zu- 
sammenfällt, und  deren  Querschnittsdimensionen  sehr  klein 
sind  gegen  die  Länge.  Das  Feld  eines  solchen  Elementar- 
magneten belehrt  uns  dann  über  sein  wahres  Moment,  ohne 
dass  wir  sein  //  zu  kennen  brauchen.  Wird  aus  diesen  Ele- 
menten der  Magnet  wieder  aufgebaut,  so  kennen  wir  jetzt 
seine  wahre  Magnetisirung;  --  die  scheinbare  hängt  von 
der  Gestalt  und  dem  ^  des  Magneten  ab.  (Dies  ist  die  prä- 
cisere  Fassung  des  Satzes  auf  S.  202.) 

Was  hier  ^scheinbare  Magnetisining"  genannt  wurde,  ist 
dieselbe  Grösse,  welche  in  §  2  „Magnetisining"  hiess.  Sie 
giebt  das  Feld  des  Magneten  nach  (12),  wenn  weder  andere 
Magnete  noch  solche  Körper  in  der  Nähe  sind,  deren  /i  von 
dem  jM<)  der  Luft  wesentlich  abweicht  (und  die  wir  der  Kürze 
wegen  in  der  Folge  „Eisenkörper"  nennen  wollen).  Wir 
können  sie  betrachten  als  die  Resultante  der  wirklichen  und 
derjenigen  Magnetisirung,  welche  der  Magnet,  von  Luft  um- 
geben, selbst  in  sich  inducirt.  —  Wird  aber  der  Magnet  in  das 
Feld  eines  zweiten  Magneten  oder  in  die  Nähe  von  Eisenmassen 
gebracht,  so  reicht  die  Kenntniss  dieser  „scheinbaren  Magne- 
tisirung" nicht  mehr  aus.  Denn  die  inducirten  Magnetisirungen 
zweier  gleichzeitig  im  Felde  vorhandenen  Körper  sind  nicht 
unabhängig  von  einander  (vgl.  S.  208).  Insbesondere,  —  und 
darin  liegt  der  principielle  Fehler  der  elementaren  Theorie 
der  §§  1  und  2,  —  die  Felder  zweier  Magnete  super- 
poniren  sich  nicht. 

Die  Aufga})e,  welche  sich  hier  stellt,  kann  so  formulirt 
werden:  Es  ist  zunächst  das  fi  des  Magneten  zu  bestimmen. 
Das  kann,  wie  in  §  3  ausgeführt  ist,  entweder  durch  die  Be- 
obachtung der  Veränderungen  im  äusseren  Felde,  oder  durch 
Beobachtung  der  auf  den  Körper  selbst  wirkenden  Kräfte 
geschehen    (eine    dritte   Methode   werden  wir  in  Kapitel  V 
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kennen  lernen),  falls  für  die  Körperforra  des  Magneten  und 
irgend  ein  Feld  .>^  das  Problem  der  inducirten  Magneti- 
siining  gelöst  (das  Zusatzfeld  Z  berechnet)  ist.  Kennt  man 
80  das  fi  eines  jeden  Magneten,  so  ist  zum  zweiten  Mal  für 
die  in  Betracht  gezogene  Configuration  der  Magnete  (und 
eventuell  Eisenmassen)  dasselbe  Problem  zu  lösen. 

Die  fragliche  Aufgabe  ist  in  allgemeiner  Form  nicht  lös- 
bar. Bei  den  Aufgaben,  welche  die  magnetische  Messtechnik 
stellt,  liegen  aber  folgende  besondere  Verhältnisse  vor:  es 
wird  gesucht  das  Feld  nur  in  grosser  Entfernung  vom  Mag- 
neten, und  die  Klräfte  auf  den  Magneten  nur  in  einem  (nahezu) 
gleichförmigen  Felde.  Für  beide  Aufgaben  kommt  in  erster 
Näherung  nur  in  Frage  das  w^ahre  und  das  inducirte  Gesammt- 
moment  des  Körpers.  Es  besitzen  ferner  die  Gestalt  des  Mag- 
neten und  seine  Magnetisiiiing  einfache  Symmetrieverhältnisse. 

Sei  ?l  eine  Symmetrieaxe  für  die  Gestalt  des  Magneten; 
dann  ist  zwar  nicht  die  inducirte  Magnetisirung  jedes  Volum- 
theilchens,  wohl  aber  das  inducirte  Gesammtmoment  parallel 
dem  äusseren  Felde,  wenn  dieses  die  Richtung  von  3(  hat. 
Existiren  daher  drei  zu  einander  senkrechte  Symmetrieaxen 
?(,  85,  S,  so  ist,  wenn  wir  diese  als  Coordinatenaxen  wählen, 
nach  dem  Superpositionsprincip  (S.  208) 

wo  a,  fe,  c  Constanten  bezeichnen,  welche  von  der  Gestalt  und 
dem  [i  des  Magneten  abhängen. 

Unser  Magnet  besitze  diesen  Grad  von  Symmetrie,  und 
es  falle  femer  seine  magnetische  Axe  mit  der  Symmetrie- 
axe ?l  zusammen;  d.  h.  das  magnetische  Moment,  welches  er 
"ohne  Einwirkung  eines  fremden  Feldes  zeigt,  und  welches 
wir  wie  früher  durch  K  bezeichnen,  sei  parallel  zu  ?l.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  behandeln  wir  nochmals  die  Gauss'- 
sche  Messungsjnethode  (S.  191  ff.).  In  einem  ersten  Versuch 
mögen  die  Richtungen  %  und  il^  horizontal  liegen,  und  ?l  mit 
der  Horizontalcomponente  H  des  Erdfeldes  den  Winkel  <p  ein- 
schliessen.  Dann  hat  das  inducirte  Moment  eine  Componente 

a  =  011  cos  g)      parallel  zu  31,     und 
ß  =  hH  Bin  ip      parallel  zu  5B. 
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Auf  den  Magneten  wirkt  daher  nach  (41a)  ein  Drehiingsmo- 
ment  zu  wachsenden  g:*: 

Z=  —  (K  +  a)  /7  sin  qp  +  ßH  cos  y 
=  — TiH  sing) —  ZPsin2^. 

Bleibt  (p  sehr  klein,  so  kann  hierfür  gesetzt  werden: 


S=  —  H 


K  +  (a  — 6)  //   sin 9).  (52) 


Diese  Gleichung  tritt  an  Stelle  von  (19). 

In  einem  zweiten  Versuch  dient  derselbe  Magnet  dazu, 
einen  Hülfsmagneten  abzulenken.  Seine  Axe  befindet  sich 
dabei  normal  zu  //;  er  wirkt  daher,  wie  wenn  er  ein  Moment 
K  parallel  zu  ?l  und  ein  Moment  bll  parallel  zu  3}  besässe. 
Befindet  er  sich  also  dem  Hülfsmagneten  gegenüber  in  der 
sogenannten  ersten  Hauptlage,  so  erzeugt  er  am  Ort  des- 
selben nach  (9  a)  und  (yb)  in  erster  Näherung  ein  Feld 

3  in  der  Bichtung  von  K 

und 

, —    «  in  der  Richtung  von  //, 
4jr^o  r^  ° 

Die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  Hülfsmagneten  wäre 
daher,  wenn  nur  sein  permanentes  Moment  in  Frage  käme 
(vgl.  S.  193): 

„cos^==  //—  ^         .Jsin^,  oder 
4jr^o^  V  4jr//or'V 

^^  =  ig^(4jt^^r^--b).  (53) 

Diese  Gleichung  träte  an  Stelle  von  (22a),  wo  «Sj  =  1 
gesetzt  ist. 

In  Kapitel  V  werden  wir  eine  Methode  kennen  lernen, 
nach  welcher  die  inducirten  Momente  a  und  ß  mit  dem  per- 
manenten Moment  K  verglichen  werden  können;  es  sind  also 

-,  und  Lj    und  somit 

^  =  A  und    ^  *=  B 

4X  H 
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messbare  Grössen.  Führt  man  diese  in  (52)  und  (53)  ein,  so 
entsteht: 

S=  —  //K  (1  +  ^  —  B)  sin  y  (52a) 

J(2  +  Btgd-)  =  4.jc(ior^'ig^,  .(53a) 

welche  Gleichungen  als   zweite  Xäherung  die  Gauss'schen 

Formeln    zur  Bestimmung    von    ffU  und  ersetzen.      (In 

Wahrheit  wird  die  Gleichung  (53  a)  noch  complicirter,  weil 
auch  der  Hülfsmagnet  ein  inducirtes  Moment  besitzt,  und 
w^eil  er  seinerseits  inducirend  auf  den  Ablenkungsmagneten 
wirkt;  vgl.  Dorn,  Wied.  Ann.  35,  S.  270). 

Die  Correctionen  werden  klein,  wenn  das  permanente 
Moment  gross,  aber  die  Permeabilität,  und  somit  das  in- 
ducirte  Moment  klein  ist.  Beide  Bedingungen  sind  vereinbar 
für  harten  Stahl. 


§  5.   Magnetische  Doppelschicht. 

Wir  haben  noch  einen  Magneten  von  besonderer  Form 
eingehender  zu  behandeln.  Er  bilde  eine  sehr  dünne  Schale 
von  der  Fläche  5,  der  Dicke  h,  der  Permeabilität  fi.  Die 
Magnetisirung  /  soll  überall  noimal  zur  Schale,  und 

'h^  (54) 

für  die  ganze  Fläche  eine  Constante  sein.  Normalen  X  mögen 
in  der  Richtung  von  /  gezogen  werden;  die  Seite  der  Schale, 
aus  welcher  diese  austreten,  mag  die  positive  heissen.  — 
Dieser  Magnetisirung  gleichwerthig  ist  eine  Belegung  der 
positiven  (bezw.  negativen)  Seite  der  Schale  mit  Magnetismus 
von  der  Dichte  o  ~  I  (bezw.  =  —  /).  Die  Schale  wird  des- 
halb auch  eine  „magnetische  Doppelschicht"  genannt; 
^  heisse  ihre  „Stärke".     Die  Dimensionen  sind: 


[*]  = 
Also  nach  S.  193: 


-i-V  - 


[*  Vf^]  = 


=  M"L'^T 


I,  T  'd  T-  1. 
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Die  Doppelschicht  4^,  (aS,  ,  3f,)  werde  in  das  Feld  M^  einer 
beliebigen  anderen  magnetischen  Vertheilung  {m.^,  ly)  gebracht. 
Die  wechselseitige  Energie  der  beiden  Systeme  ist  nach  (28): 

R=  —  /  /j  M^y\  dS^    oder  nach  (54) : 

/2  =  —  *i  Qii  1  (55) 

ftii  -=^ff^^%xdS,  (56) 


1 


die  Anzahl  Kraftlinien  des  Feldes  M2  bezeichnet,  welche  von 
der  negativen  zur  positiven  Seite  durch  die  Fläche  S^  der 
Doppelschicht  hindurchtreten. 

Durch  die  Randcurve  s^  von  Si  möge  eine  zweite  Fläche 
S^'  gelegt  werden,  welche,  —  ebenso  wie  dies  von  aS^  gilt,  -- 
das  magnetische  System  der  m^  nicht  schneidet.  Dann  ist 
V/w.,  =  0  für  den  von  Si  und  6*/  umspannten  Raum  t,  und 
folglich  das  über  die  gesammte  Oberfläche  von  r  erstreckte 

Integral    j  /iM^ydS  =  0,  wenn  iV  die  äussere  Normale  von  t 

bezeichnet.    Mit  anderen  Worten,  das  Integral 


Q2t  =  j  f^^2xd^i 


hat  bei  gleichsinniger  Normalenrichtung  .V  denselben 
Werth  für  S^  und  /S»/.  Die  Flächen  S^  und  iSf/  sind  noch  einer 
Bedingung  unterworfen.  Man  kann  aber  dem  Satz  eine 
andere  Form  geben,  in  welcher  diese  Bedingung  verschwunden 
ist:  Man  bilde  einen  neuen  Vector  B,  die  „magnetische 
Induction"  nach  Maxwell,  welcher  definirt  ist  durch 

B,=^(iM,  +  I,.  (57) 

Für  diesen  Vector  folgt  aus  (26)  S.  200: 

r{B)  -  0 ,  (58) 

oder 

BydS  =  0  für  jede  geschlossene  Fläche  S.     (58a) 


/' 
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Daraus  folgt  weiter:  das  Tntegi*al  /  ^yrfiS  für  eine  beliebige 

Fläche  S  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  Rande urve  s 
von  S,  —  aber  unabhängig  von  der  Wahl  der  Fläche  & 
welche  s  ausfüllt. 

Nun  ist  B-2  nach  (57)  identisch  mit  fi.U^  überall  ausser- 
halb der  das  Feld  M^  erzeugenden  Magnete.   Es  ist  also  auch 


ö 


It   =/  ^JJA-^'Si 


für  alle  Flächen  5,,  Si\  welche  das  System  der  nut  nicht 
schneiden.  Nach  dem  obigen  aber  folgt:  es  ist  ganz  all- 
gemein 


Q 


n  ^fSydS,  (56a) 

für  jede  Fläche  Ä'i ,  welche  «,  zur  Bandcurve  hat.  Q.ji  beisst 
daher  auch  die  „Induction  des  Feldes  Mj  durch  die 
Curve  5|". 

Führen  wir  „Inductionslinien"  ein,  welche  B  in  bekann- 
ter Weise  darstellen,  so  haben  diese  nirgends  Endpunkte;  sie 
bilden  durchweg  geschlossene  Curven.  Diese  fallen  ausser- 
halb der  Magnete  mit  den  Kraftlinien  zusammen;  innerhalb 
der  Magnete  aber  schlie^  en  sie  sich  zum  Ring,  während  die 
Kraftlinien  im  Magneten  i  ndpunkte  besitzen,  von  und  nach 
welchen  sie  divergiren,  bei.  ..  convergiren. 

Da  das  Integral  /  B^ydSi  nur  von  der  Randcurve  «,   ab- 

hängt,  so  entsteht  die  Aufgabe,  es  auch  in  entsprechender 
Form  darzustellen.  Dies  ist  eine  rein  geometrische  Auf- 
gabe, die  uns  mit  veränderter  Bedeutung  des  Vectors,  dessen 
Flächenintegral  zu  bilden  ist,  wiederholt  l^egegnen  wird. 

Es  sei  also  B  ein  beliebiger  Vector,  von  dem  wir  nur 
voraussetzen,  dass  in  einem  gewissen  Raum  r  seine  Divergenz 
gleich  Null  ist:  r{B)  =  0  in  r.  Für  eine  ganz  in  t  liegende 
Fläche  S  sei  das  Flächenintegral 


/ 


B2fdS 
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gebildet.    Dieses  soll  umgeformt  werden  in  ein  Integral  über 
die  Randcurve  s  von  S. 

Hierzu  dient  ein  von  Stokes  gefundener  Satz,  den  wir 
jetzt  ableiten  wollen.  Um  zu  unzweideutigen  Bezeichnungen 
zu  gelangen,  treffen  wir  zunächst  folgende  Bestimmungen: 

Als  positive  Rotation  um  eine  Axe  a  soll  diejenige  gelten, 
welche  ein  Radius  einer  gewöhnlichen  rechtsgewundenen 
Schraube  ausführt,  während  die  Schraubenaxe  in  der  Rich- 
tung von  +  a  vorrückt  („Rechtsschraubensystem").  Die  Be- 
wegung der  Hand,  durch  welche  ein  Korkzieher  eingedreht 
wird,  ruft  diese  Zuordnung  von  positiver  Translation  und  po- 
sitiver Rotation  leicht  in  die  Erinnerung  zurück. 

Wenn  eine  Seite  eines  Flächenelements  dS  als  positiv 
bezeichnet  ist,  und  X  die  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  gezogene  —  „positive"  —  Normale  bedeutet,  so  soll 
positive  Umlaufsrichtung  um  dS  diejenige  heissen,  für  welche 
N  die  Axe  bildet.  Für  eine  beliebige  endliche  Fläche  S 
soll  der  positive  Umlauf  dadurch  bestimmt  sein,  dass  er  sich 
aus  Antheilen  der  positiven  Umläufe  um  die  Randelemente 
dS  zusammensetzt. 

Es  sollen  ferner  rechtwinklige  Coordinatenaxen  x,  ?/,  z  stets 
so  gelegt  werden,  dass  auf  dem  kürzesten  Wege 

+  -r  in  +y  übergeht  durch  positive  Drehung  um  +  r ;  also  auch 

+  .V  «  +»         n  V  V  n  «   +^7  und 

i~  ^-    n      \~  ^  n  n  n  n  n       if/» 

Dies  mag  bezeichnet  werden  durch:   „^  ist  Axe  der  Drehung 

j-y^  oder  „:  J_  xt/"  etc. 

Es  sei  nun  A  ein  Vector,  der  den  folgenden  Gleichungen 
genügt : 


iy 

iA^ 

ö^. 

iA^ 

3« 

ix 

U^ 

ZA, 

ßx 


^y 


hx         iy  * 


(59) 
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Dann  ist 

JA^ds^fßydS,  (60) 

wenn  N  die  positive  Normale  von  fIS,  und  o  den  positiven 
Umlauf  auf  der  Randcurve  s  von  S  bezeichnet  (Stokes'- 
scher  Satz). 

Beweis:  1)  Das  Integral  U=l  Aßs    sei  für    die   positiv 

zu  durchlaufende  Randcurve  einer  beliebigen  Fläche  *S^  zu 
bilden.  Wir  zerlegen  S  in  Elemente  dS  durch  zwei  beliebige 
Scharen  von  Curven  (vgl.  Fig.  19,  S.  152),  bilden  das  Linien- 
integral für  die  positiven  Randcurven  aller  dS  und  addiren 
alle  diese  Integrale.  Jedes  Curvenstück  im  Innern  von  S 
wird  hierbei  zweimal  in  entgegengesetzter  Richtung  durch- 
laufen; alle  diese  Beiträge  heben  sich  also  auf,  und  die 
Summe  ist  folglich  gleich  U, 

l  lA^        IA\ 
2)  Nun   ist    (vgl.   Kap.    II,    S.   149)    [^-  —  ~j^].dydx 

gleich  dem  Integral  C7,  über  die  Randcurve  von  dSj,  =  dy  d\, 
positiv  um  x,  erstreckt.  Also  ist  nach  1),  w^enn  S^.  eine  be- 
liebige ebene  Figur  bedeutet,   deren  positive  Normale  x  ist, 


/( 


i>y  ix 

erstreckt  über  die  positive  Randcurve  von  Sj.,    Daraus  folgt: 

für  eine  unendlich  kleine  Fläche  S^.  ist  ?7 proportional  mit 

S^.     Oder: 

lA^       ö^v 
•jD  ___    * y 

'       ~ly         U 

ist  das  Linienintegral  von  Ay  erstreckt  um  eine  (unendlich 
klein  gedachte)  Flächeneinheit  von  beliebiger  Form,  deren 
positive  Normale  x  ist.  —  Ebenso  sind 

lA^       lA^        ,  lA^,       lA^ 

y        It  ex  *         o.r  cy 

die  Linienintegrale  von  A,  erstreckt  um  eine  beliebig  ge- 
formte, zu  y  (bezw.  zu  *)  nonnale  Flächeneinheit. 


§5.] 


Rotation  eines  Vectors. 
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3)  Wir  bilden  ein  Tetraeder  aus  dem  unendlich  kleinen 
Dreieck   ^S  und   dessen    Projectionen   Sj.,  5  ,  S^  auf  die  Co- 

ordinatenebenen  (s.  Fig.  27).  Die  äussere  Normale  von  S 
sei  X;  die  inneren  Normalen  von  Sj.^  S  ,  S^  seien  x,  y,  ;.    Die 

Integrale  ü,  positiv  um  S^,  S,^,  S^  erstreckt,  sind  nach  2): 

wo  iSj.  =  5  cos  (Xr)  etc.     Bildet  man  die  Summe  dieser  drei 

Integrale,  so  heben  sich  sechs  Beiträge  gegenseitig  auf  (s.  Fig.), 
und  es  bleiben  die  Beiträge  der  drei  durch  Doppelpfeile  be- 
zeichneten Strecken.  Diese  bilden  das  Integral  Z7,  positiv  um 
S  erstreckt.    Das  letztere  ist  also 

=  [B^  cos'(A>)  +  B^  cos  (Ny)  +  B^  cos  {Xx)] .  S 

=    Bj^r'S. 

Daher  nach  2):  das  Integral  U,  erstreckt  um  eine  beliebig 
begi'enzte,  zu  .Y  normale  Flächeneinheit,  ist  Bj^^;  —  und  weiter 

nach  1):  erstreckt  um  die  Randcurve  der  Fläche  S,  ist 


q.  e.  d. 


^ 


Wenn  zwischen  den  Vectoren 
A  und  B  die  Beziehungen  (59)  oder 
(()())  bestehen,  so  soll  B  die  „Ro- 
tation" von  A  heissen,  und  be- 
zeichnet werden: 

B=P(A).  (61) 

Die  Coraponente  von  B  nach 
einer  beliebigen  Richtung  .Y  ist 
dann  gleich  dem  Linienintegral  von 
A  um  eine  zu  X  normale  Flächen- 
einheit, —  die  Richtung  von  B  ist 
die  Axe  .Y,  für  welche  dieses  Inte- 
gral seinen  grössten  Werth  erhält, 
—  die  Grösse  von  B  ist  dieser 
Maximalwerth. 

Hier  ist  der  Vector  B  durch  den  Vector  A  ausgedrückt. 
In  der  ursprünglichen  Aufgabe  sollte  umgekehrt  zu  dem  ge- 

Co  ho,  elektromagn.  Feld.  ^^ 


Fig.  27 
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gebenen  B  das  Ä  gefunden  werden.  Aus  (59)  folgt  für  jedes 
Ä  die  Gleichung  r{ß)  ==  0;  d,  h.  B  kann  in  dieser  Form  nur 
dargestellt  werden,  wenn  r{B)  =  0  ist.  Dies  war  unsere  Vor- 
aussetzung. Ist  sie  erfüllt,  so  ist  A  durch  (59)  noch  nicht  be- 
stimmt; denn  es  sind  drei  Grössen  A^,  Ay,  A^  zur  Verfügung 

und  nur  zwei  unabhängige  Gleichungen  vorhanden.  Man 
kann  also  noch  eine  Bedingung  hinzufügen. 

Wir  kehren  zu  den  Gleichungen  (55)  und  (56)  zurück,  um 
sie  auf  eine  Reihe  besonderer  Fälle  anzuwenden.  Zunächst 
ist  nach  (28)  auch 

Indem  man  diesen  Werth  in  (55)  einsetzt,  folgt  allgemein 

Qn  =  ^-/(Ax^u  +  •  •)  <^^2  .  (62) 

Es  sei  insbesondere  der  zweite  Magnet  so  klein,  oder  seine 
Entfernung  von  der  Doppelschicht  so  gross,  dass  das  Feld  Mi 
in  r2  als  gleichförmig  betrachtet  werden  kann.  Heisst  dann 
sein  Moment  K2,  so  ist  die  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche 
er  durch  die  Doppelschicht  sendet, 

Q21  =  ^'  «2  cos  (M,  K,) .  (62a) 

Es  rühre  ferner  das  Feld  M2  der  Gleichung  (56)  von  einem 
Einheitspol  im  Punkte  jh  her;  dann  ist  nach  (28)  (vgl.  S.  2010 
R  gleich  dem  Potential  rp^  der  Doppelschicht  im  Punkte  2)2* 
Also  ist  nach  (55) 

■    v^j  =— *,(7,  (63) 

wo  q  die  Anzahl  Kraftlinien  bedeutet,  welche  ein  Einheits- 
pol in  P2  in  positiver  Richtung  durch  Ä,  sendet. 

Sei  nun  Si  eine  geschlossene  Schale,  welche  ihre 
negative  Seite  nach  innen  kehrt.  Ist  dann  p.^  ein  innerer 
Punkt,  so  ist  ^  =  1 ;  ist  P2  ein  äusserer  Punkt,  so  ist  q  =  0. 
Also  ist  tpi  constant  sowohl  im  inneren  wie  im  äusseren  Baum; 
d.  h.  das  Feld  einer  geschlossenen  Doppelschicht  ist  überall 
ausserhalb  der  Doppelschicht  selbst  Null. 
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Denken  wir  die  geschlossene  Schale  in  beliebiger  Weise 
in  zwei  Theile  5/  und  5/'  zerlegt.  Tritt  dann  der  Punkt 
P2  etwa  durch  5,'  von  innen  nach  aussen,  so  ändert  sich  der 
von  S^"  herrührende  Beitrag  zu  q  jedenfalls  um  eine  gegen 
1  verschwindende  Grösse;  es  ist  also  der  von  Ä/  herrührende 
Beitrag,  der  um  1  abnimmt.  Das  heisst  nach  (63):  das  Po- 
tential ip  einer  beliebigen  Doppelschicht  von  der  Stärke  * 
wächst  um  <P,  wenn  man  in  positiver  Richtung  an  einer  be- 
liebigen Stelle  die  Doppelschicht  durchschreitet.   In  Zeichen: 

ip  —  \p=0.  (64) 

Es  ist  aber  ^  eine  ein w er  thige  Function  der  Coordinaten. 
Also  folgt,  wenn  M  das  Feld  der  Doppelschicht  bezeichnet: 

das  Integral    /  Midi  erhält  jedesmal  den  "Werth  #,  wenn  man, 

auf  beliebigem  Wege  die  Doppelschicht  umkreisend, 
von  einem  Punkt  auf  ihrer  positiven  Seite  zu  dem  entsprechen- 
den Punkte  der  negativen  Seite  gelangt. 

In  der  Doppelschicht  selbst  ist  das  Feld  M  normal  zur 
Schale  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  gerichtet,  und  sein 

Werth  ist:   y--    Wenn   also   k   unbegrenzt  abnimmt,   #  aber 

endlich  bleibt,  so  wird  es  unendlich,  und  damit  wird  auch 
die  Energie  unendlich.  Die  Annahme  ä  =  0  ist  daher  physi- 
kalisch unzulässig;  sie  bildet  nur  einen  mathematischen 
Grenzfall.  Wir  wollen  sie  gleichwohl  im  folgenden  machen, 
da  sie  die  Darstellung  vereinfacht  und  historisch  zu  wichtigen 
und  streng  gültigen  Ergebnissen  gefuhrt  hat. 

tp  ändert  sich  dann  unstetig  an  der  Fläche  S  der  Doppel- 
schicht; die  Xormalcomponente  der  magnetischen  Polarisation 
aber  erleidet  beim  Durchschreiten  der  Schicht  zweimal  in 
entgegengesetztem  Sinn  eine  Aenderung  7,  d.  h.  sie  setzt  sich 
stetig  durch  S  fort. 

Bei  gegebener  Form  der  Fläche  S  ist  das  äussere  Feld 
der  Doppelschicht  eindeutig  bestimmt  durch  den  Werth  von  *, 
Dies  folgt  in  bekannter  Weise  daraus,  dass  für  das  Differenz- 
feld zweier  angenommener  Lösungen  das  Potential  nach  (64) 
durchweg  s  t  e  ti  g  wäre  und  die  Polarisation  nirgends  eine  Diver- 

15' 
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genz  besässe.  Für  das  Feld  sind  alsodieGrössen/,  ä,  ^  mir  inso- 
weit von  Belang,  als  sie  den  Werth  von  $  =        bestimmen. 

Insbesondere  können  wir  eine  von  Luft  umgebene  Doppel- 
schicht aus  beliebigem  Material  stets  ersetzen  durch  eine  solche 

von   der  Penneabilität  //q  und   der  Magnetisirung  I^  =     - 

(vgl.  das  imendlich  flache  Ellipsoid,  8.  217).  —  Aus  dem 
Superpositionsprincip  folgt,  dass  das  Feld  mit  ^  propor- 
tional ist. 

Die  Grösse  q  der  Gleichung  (63)  ändert  sich  nicht, 
wenn  die  Fläche  S  der  Doppelschicht  bei  festgehaltener  Rand- 
curve  deformirt  wird,  solange  sie  nur  den  Punkt  p^  nicht  über- 
streicht. Das  gleiche  gilt  also  auch  für  das  Potential  i!'. 
Gleitet  S  über  p.2  hinweg,  so  ändert  sich  xff  spi-ungweise  um  <P. 
Die  Differentialquotienten  von  ?/'  sind  identisch  für  alle 
Doppelschichten  von  gleicher  Randcurve. 

Das  lieisst  ^zusammengefasst:  das  Feld  einer  Doppel- 
schicht (in  jedem  Pimkt  ausserhalb  der  Schicht)  ist  voll- 
kommen bestimmt  durch  Stärke  undRandcurve  der  Schicht: 
mit  ersterer  ist  es  proportional. 

Ein  anderer  Specialfall  der  Gleichungen  (55)  (56) :  es  liihre 
das  Feld  M.2  von  einer  zweiten  Doppelschicht,  ^2  i^  ^^^  Fläche 
S^i  her.  Dann  ist  das  Feld  J/j,  also  auch  O21  proportional 
mit  4>2.     Wir  setzen  demnach 

wo  dann  ^^i  ^i^  Anzahl  von  Kraftlinien  bedeutet,  welche  eine 
in  S2  gelegene  Doppelschicht  von  der  Stärke  1  durch  5,  hin- 
durchsendet.    Bezeichnen  wir  noch  durch 

die  Zahl  der  Kraftlinien,  welche  die  Doppelschicht  4^,  durcli 
^2  sendet,  so  wird  einerseits 

/2  =  -*i.(?2i; 
andererseits 

und  es  folgt: 

^12  ==  ?2l  (ö5) 
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gleich  der  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  eine  Einheits- 
Doppelschicht  in  der  einen  Fläche  durch  die  andre  Fläche 
sendet. 

Die  Kräfte,  welche  bei  Anwesenheit  eines  beliebigen 
magnetischen  Systems  der  m^  auf  die  Doppelschicht  ^^  wirken, 
erhalten  wir  allgemein  aus  der  Veränderung,  welche  die  Energie 
ir^  =  ir^j  +  ir^g  +  R  bei  einer  virtuellen  Verschiebung  er- 
fährt. Ist  die  Doppelschicht  ihrer  unmittelbaren  Umgebung 
magnetisch  gleichartig,  —  insbesondere:  ist  die  Umgebung 
Luft  und  hat  die  Doppelschicht  die  Permeabilität  fi^^,  —  so 
ändert  sich  W^^  bei  der  Verschiebung  nicht.    Diese  Annahme 

wollen  wir  machen.  Sind  auch  in  der  Nachbarschaft  keine 
Eisenniassen  vorhanden,  und  bewegt  sich  die  Doppelschicht 
lediglich  als  starrer  Körper,  so  ist  ferner  ir,^^  unveränderlich, 

und  die  virtuelle  Arbeit  ist  folglich  gleich  der  Abnahme  von  /?. 
Allgemein  können  wir  die  Abnahme  von   11 '„^^  betrachten  als 

die  Arbeit  der  Kräfte  zwischen  den  Theilen  unserer  Doppel- 
schicht, sowie  zwischen  dieser  und  den  unmagnetischen  Eisen- 
massen, —  die  Abnahme  von  R  als  die  Arbeit  der  Kräfte 
zwischen  der  Doppelschicht  und  dem  System  der  w.^,  welche 
das  Feld  J/j  erzeugen.  Diese  letzteren  Kräfte  wollen  wir 
hier  ausschliesslich  betrachten.    Dann  ist  die  Arbeit 

A  =  -6R=<P,ÖQ.i,,  (66) 

wo  Qn=-jli:^hNdS,. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Arbeit  lA  hei  einer  un- 
endlich kleinen  Verschiebung,  und  somit  die  Kräfte,  durch 
Grössen  darzustellen,  welche  sich  auf  die  Randcurve  «, 
beziehen. 

Es  werde  S^  unendlich  wenig  verschoben  und  deformirt. 
Wir  constniiren  eine  Fläche,  auf  welcher  sowohl  die  ur- 
sprüngliche Randcurve  *,  wie  die  neue  Randcurve  liegt. 
Die  Zunahme  von  Q^x  wird  dann  gebildet  aus  den  Bei- 
trägen der  Flächenelemente,  welclie  die  Elemente  d^y  über- 
streichen, indem  sie  aus  der  alten  in  die  neue  Lage  übergehen. 
Ein   solches  Flächenelement  ist  das  Parallelogramm  aus  ds^ 
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und  dessen  Verschiebung  v  (s.  Fig.  28).  Der  entsprechende 
Beitrag  zu  6Q2\  ist  numerisch  gleich  dem  Volumen  des 
Parallelepipeds  aus  ds^ ,  v  und  (1M2 ;  oder  gleich  dem  Parallelo- 
gramm aus  d»i  und  (1M2  multiplicirt  mit  der  zu  ds^  und  (1M2 
senkrechten  Coraponente  von  v.  Er  ist  positiv,  wenn  S^ 
durch  die  Verschiebung  1;  von  (/«,  eine  Vergrösserung  erhält 
und  zugleich  die  Kraftlinien  ^3/2  in  positiver  Richtung  durch 
das  neu  gebildete  Flächenelement  treten;  d.  h.  (s.  Figur  28), 
wenn  v  einen  spitzen  Winkel  bildet  mit  der  positiven  Axe 

der  Drehung  ds^  M^ .  Diese  Axe  soll  mit  v  bezeichnet  werden. 
Dann  ist 


(JQ21  =  /  Vr  •  l^^i '  si"!  ('^1^2) '  ^*i  • 


8, 


Fig.  88. 


Fig.  89. 


Die   Arbeit   ^Ä   lässt   sich  nach  dem  vorstehenden  Aus- 
druck zerlegen  in  Elemente,  von  denen  auf  ds^  entfallt: 

v^  •  *i  ds^  '  11M2  •  sin  {ds^  M^) . 

Dies   ist  die  Arbeit  einer  Kraft,   welche  an  ds^   angreift,  die 
Grösse 

/",  ö?Ä,  =  *i  ds^ '  fiM^  •  sin  {ds^  M^j  (67  a) 


besitzt  und  die  Richtung  v  ±,ds^  M2  hat. 

Wir  wollen  ihre  rechtwinkligen  Componenten  ausdrücken. 
Es  sei  allgemein  ein  Vector  «  normal  zu  ß  und  /  und  zwar 
habe  er  die  Richtung  der  Axe  einer  Drehung  von  /9  zu  7,  — 


(68  a) 


in  Zeichen:  a  ±,  ßy,  —  und  seine  Grösse  sei 

a^ßy  sin  (ßr). 
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Dann  ist 

S  =  ^xr,-/?xrx     [  I68b) 

«*  =  ßxYy  —  ßy7x       I 

Beweis:  aus  (6Sb)  folgt 

aA  +  «A  +  «-A  =  ^'  also  a±/9. 

Weiter 

=  [|9r  sin  09/)]^ 
also  a  =  ±  jSy  sin  (/Sy) . 


Legen  wir  endlich  x  X.  ß7i  so  ist  einerseits  in  Fig.  29:  ^  >/?; 
andererseits  aber  folgt  aus  (68  b): 


ff  X  =  «y  =  0 


a^  =  ßY  (cosjo  •  sin g  —  sin;> •  cos q)  =  /9y  sin  (q  — jo) , 

also  Cjp  =  +  j5  7  sin  (ßy) . 

Das   heisst:   a  hat   die   Eichtung  der  positiven  Normalen 


±ßr' 

a  ist  numerisch  gleich  der  Fläche  des  aus  den  Yectoren 
ß  und  7  gebildeten  Parallelogramms»  und  ist  normal  zu  dessen 
Ebene.     Die  Componente  a^  nach  einer  beliebigen  Richtung 

n    ist   also   numerisch   gleich,  der  Projection   des   Parallelo- 
gramms auf  die  zu  n  normale  Ebene;  d.  h.  wenn  ßg   und    yg 

die  in  diese  Ebene  fallenden  Componenten  yon  ß  und  /  be- 
zeichnen : 

«n  =  ßs  7s  ßi^  iß 8  7s)  •  (68  ^) 
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Da   in    (68a)   a±^ßy   sein   soll,    so   ist   das   Vorzeichen   in 

(68  c)  richtig,  wenn  h  J_  ß^y^  ist. 

Nach  (67  a)  und  (68a,  b)  sind  die  Componenten  Ton /*,  (fei : 

fiy  ^1  =  ^li"  ^^^x  'K  -  ^hx  ^i)    [  (67b) 


wo  iü^i,  ^1,  v|  laufende  Coordinaten  auf  «j   bezeichnen,  also  rfxi 


bedeutet:  1^*^-  <fei. 


Alle  bisherigen  Sätze  über  Uoppelschichten  sind  unab- 
hängig von  jeder  Voraussetzung  über  die  magnetische  Be- 
schaffenheit, d.  h.  die  Wei-the  n  der  unigebenden  Körper.  Im 
folgenden  setzen  wir  voraus,  es  habe  im  ganzen  Kaum  die 
Permeabilität  einen  constanten  Wei*th. 

Rühre  dann  zunächst  das  Feld  M.^  her  von  einem  Ein- 
heitspol im  Punkte  i^^  {^-i^y^i^  i-i)-   Dann  hat,  wenn  p^  (^i,  ?/i,  ^,) 


einen  Punkt  auf  Sy  bezeichnet  und  r  =  i).^ ;;,  gesetzt  wird,  3/^ 
die  Richtung  von  r  und  die  Grösse: 

1 

Also: 

1 


^h  =  A^.TZi 


Daraus  folgt  nach  (67): 


1    ö 

1         r 
4jr  öj-o 


etc. 


und 


^1 


(69  a) 


4^ 


ö.,  ''^'  -  ly,  ^'^ 


etc. 


(69  b) 


§5.] 


Elementarkräfte. 
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Aus  diesen  Elementarkräften,   deren  Angriflspunkte   die 
(/*j  und  deren  Eichtungen  normal  zu  den  Verbindungslinien 

p2  ds^  sind,  erhält  man  —  und  dies  ist  ihre  ausschliess- 
liche Bedeutung  —  die  Arbeit  bei   einer  beliebigen   rela- 
tiven Verschiebung   der  Doppelschicht   gegen   den  Punkt  P2. 
Die  Kräfte  f\  cüsj  sind  durch  eine  rein  rechne- 
rische  Umformung   hervorgegangen    aus   den 
Coulomb' sehen   Elementarkräften   zwischen 
dem  Einheitspol  und  den  Flächenelementen 
dS  der  Doppelschicht.  Diese  Elementarkräfte 
haben    die    Richtung    der    Verbindungslinie 


P2  dS.  Die  Kräfte  /i  ds^  können  daher  in 
ihrer  Gesammtheit  keine  Arbeit  ergeben, 
wenn  die  Doppelschicht  sich  als  starrer  Kör- 
per um  P2  dreht;  dass  dies  thatsächlich  zu-  *"*6-  *^- 
trifft,  zeigen  wir,  indem  wir  ihr  Drehungs- 
moment um  eine  beliebige  durch  p2  gehende  Axe  —  etwa  die 
Parallele  zu  ^  —  berechnen.    Es  ist: 

«I 

=  4^  j  ^3  [(^1— ^2){(-^l  -•*''2)  ^^1  —  (h  —  ^)  ^1 } 

»I 
—  (z/i— 2/2)  \(^i—^)d!/i  —(yi  —y-i)  dxtj] 


-tM'^'-^-'-K-'htiUX 


'~"^-)^,. 


Bildet    *,    eine    beliebige    Curve    vom    Punkte   a    zum 
Punkte  b,  so  ist  (s.  Fig.  30) 


Ö.  = 


[cos  (r^  z)  —  cos  (r_  z)] . 


(70) 


Unsere  Cui-ve  s^  aber  ist  geschlossen  und  es  wii'd 


Ö,  =  0. 
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Das  heisst:  wenn  die  Doppelschiclit  sich  als  starrer 
Körper  gegen  P2  bewegt,  so  ist  die  Arbeit  der  Kräfte  /,  ds^ 
diejenige  einer  durch  P2  gehenden  Resultante.  Dieser  Re- 
sultante an]^Grösse  gleich,  an  Richtung  entgegengesetzt  ist  die 
Kraft,  mit  welcher  die  Doppelschicht  auf  den  Einheitspol 
wirkt,^d.'hT  die  Feldintensität  -V,   im  Punkte  7^2 •   Es  wird: 


M 


la- 


=  —jfuds^ 


also 


M. 


ix 


4 


^  Löz/2  J    r 


ix. 


m 


M 


\y 


M 


IX 


4jt  [hx2  J    r         i-r^Jrj 
4jr  [ix^  J    r         hy.^  J    r  ]' 


(71) 


Für  das  Potential  tpj    im  Punkte  joj    erhält  man   den 
einfachsten  Ausdruck  aus  (63): 

y>i  =  —  ^iq. 

Unter  unserer  Voraussetzung:  fi  =  const.  strahlen  die  Kraft- 
linien des  Einheitspols  von  P2  mit  gleichfönniger  Dichte 
nach  allen  Richtungen  aus.  Bezeichnet  man  also  durch  a  den 
körperlichen  Winkel,  unter  welchem  die  positive  Seite  der 
Doppelschicht  von  p.^  aus  erscheint,  bezw.  durch  —  a  den 
Winkel,  unter  welchem  die  negative  Seite  erscheint;  ganz 
allgemein :  durch  a  die  algebraische  Summe  der  Winkel,  unter 

welchen  die  dS  erscheinen,  wobei  die  Beiträge  von  S  negativ 
zu  rechnen  sind,  so  ist 


a 


—  q  =  .    ,  also 


Vi  =  *i 


a 
4jr 


(72) 


Unter  der  gleichen  Voraussetzung:  [i  =  const.  wollen  wir 
die  wechselseitige  Energie  zweier  Doppelschichten  #j ,  Sj  und 


8  5.] 


Zwei  Doppelscliicliten. 
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4^2>  S^  berechnen.   Allgemein  ist  nach  (55)  (56)  (59)  (60),  wenn 
^2'  .V2>  h  laufende  Coordinaten  auf  ä2  bezeichnen, 

/?  =  —  4^2  ff^^hN^^i  =  -  *2  f^sds 

=  —  *2     /  (^A   +   ^^ßlh   +  ^*^^2)  » 
«t 

falls  ^  so  bestimmt  ist,  dass 

^^^-  =  öl,2  ~  ä^  '^"- 

Nun  haben  in  unserem  Fall  3/^^  etc.  die  in  (71)  angegebe- 
nen Werthe;  also  können  wir  setzen: 


AjtJ    r 


'd%\ 


4jt  J    r 


Demnach  wird 


R=  —  0^  *2  9i2»  wo 


^'^  =  4'^// 


r 


«I   »« 


=^''^rr°««(^^'A2)d,^,^, 


«1  «« 


(73) 


(74) 


Kapitel  IV. 

Das  magnetische  Feld  stationärer  elektrischer 

Ströme. 

§  1.   Linearer  Strom  und  magnetische  Doppelschicht. 

Im  dritten  Kapitel  haben  wir  magnetische  Felder  be- 
handelt, welche  ohne  Energieiimsatz  unverändert  bestehen: 
statische  magnetische  Felder.  Ihre  Existenz  ist  an  das 
Vorhandensein  bestimmter  Körper  geknüpft,  die  als  Magnete 
bezeichnet  werden.  Unsere  jetzige  Betrachtung  gilt  magne- 
tischen Feldern,  welche  zwar  auch  der  Zeit  nach  unveränder- 
lich in  iiihenden  Körpern  bestehen,  welche  aber  mit  Energie- 
umsetzung verbunden  sind.  Es  handelt  sich  um  Felder,  welche 
man  als  eine  Folge  stationärer  elektrischer  Ströme  zu  be- 
zeichnen pflegt.  Thatsache  ist  lediglich,  dass  diejenigen  Er- 
scheinungen, welche  wir  im  zweiten  Kapitel  als  stationäre  elek- 
trische Strömung  besprachen,  und  diejenigen,  welche  wir  jetzt 
zu  besprechen  haben,  stets  zusammen  auftreten.  Die  Be- 
zeichnung der  ersten  Gruppe  als  der  Ursachen,  der  zweiten 
als  der  Wirkungen  drückt  lediglich  aus,  dass  zuerst  die  elek- 
trische, später  die  magnetische  Seite  der  Erscheinungen  be- 
kannt geworden  ist.  — 

Der  Vorgang,  den  wir  als  elektrische  Strömung  bezeich- 
neten, fand  seine  einfachste  Darstellung  mit  Hülfe  eines 
Vectors  J,  der  „Strömung".  Es  hat  uns  an  früherer  Stelle 
der  Zusammenhang  dieses  Vectors  mit  den  Bestimmungs- 
stüclfen  des  elektrischen  Feldes  beschäftigt;  unsere  jetzige 


s 
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Aafj^abe  ist.  seinen  Zas^vmmenhan«:  mit  den  magnetischen 
Grossen  darzulegen. 

Die  elektrische  Strömung  kann,  wie  wir  sahen,  nur  dann 
stationär  sein,  wenn  alle  Striimunsrslinien  in  sich  lunick- 
laufende  Cuiren  hilden.  Wir  denken  uns  diese  Curren  überall 
in  den  Leitern  gezogen,  und  die  Leiter  so  in  Bündel  Ton  ring- 
artigen Gebilden  zerlegt.  Die  Theilung  soll  soweit  geführt 
werden,  da>s  an  jeder  Stelle  jedes  Fadens  eine  Stnimungs- 
richtung  und  ein  bestimmter  zu  ihr  normaler  Querschnitt 
<7)  geometrisch  wohl  detinirt  ist.  (Vgl.  Kap.  11.  S,  137.» 
Dann  ist 

.I7  =  i 

eine  längs  jedes  Fadens  constante  Grösse,  welche  wir  den 
„Strom"  in  dem  Faden  nannten.  —  Zunächst  denken  wir  nur 
einen  solchen  „linearen  Strom''  vorhanden.  Wenn  es  sich 
um  eine  Aufgabe  handelt,  in  der  alle  sonst  Torkommenden 
Längen  sehr  gi'oss  sind  gegenüber  den  Dimensionen  von  9. 
so  wird  man  annehmen  können,  dass  es  auf  die  Yertheilung 
der  Strömung  innerhalb  des  Querschnitts  nicht  ankommt. 
Die  Strömung  ist  dann  ausreichend  dargestellt  durch  die  Form 
der  Stromschleife  und  den  Werth  von  *.  Die  hierdui'ch  ent- 
stehende Vereinfachung  hat  bewirkt,  dass  zuerst  das  magne- 
tische Feld  linearer  Ströme  quantitativ  erforscht  ist.  Wir 
gehen  ebenfalls  von  diesen  aus\  bemerken  aber  folgendes: 
A  ist  stets  eine  endliche  Grösse;  soll  also  auch  1  endlich 
sein,  —  und  das  werden  wir  annehmen,  —  so  gilt  das  gleiche 
tiir  q ;  die  Querschnittsdimeusionen  können  nicht  verschwinden 
gegen  jede  endliche  Länge,  sondern  nur  gegen  bestimmte,  in 
unsere  Betrachtung  etwa  eingehende  Längen. 

Der  stationäre  lineare  Strom  i  habe  die  geschlossene 
Leitcurve  s.  Dann  gelten  iblgende  Erfahrungssätze  (Am- 
pere) : 

1)  Zu  dem  Strom  t  gehört  ein  magnetisches  Feld  .V, 
welches  mit  dem  Felde  einer  Doppelschicht  von  der  Stärke 

*=^  (i) 

und  der  positiven  BandcuiTe  s  identisch  ist  in  jedem  Punkte 
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ausserhalb  der  Doppelschicht.  Hier  bedeutet  V  eine  univer- 
selle, nur  von  den  Masseinheiten  für  *  und  i  abhängige,  po- 
sitive Constante.  —  Der  Strom  i  und  die  Doppelschicht  ^, 
welche  in  dieser  Weise  mit  einander  verknüpft  sind,  sollen 
„äquivalent"  heissen.  —  Die  Felder  linearer  Ströme  super- 
poniren  sich  einander  oder  den  Feldern  magnetischer  Systeme 
ebenso,  wie  dies  für  die  äquivalenten  Doppelschichten  gelten 
würde. 

2)  Der  Stromträger  erleidet  in  jedem  magnetischen  Felde 
dieselben  mechanischen  Kräfte,  wie  die  äquivalente  Doppel- 
schicht. 


Wir  wollen  den  Inhalt  dieser  beiden  Sätze  näher  aus- 
führen. 

Zu  1):  Die  Aequivalenz  von  Strom  und  Doppelschicht 
gilt  für  jeden  Punkt  ausserhalb  der  Doppelschicht.  Für 
diese  ist  aber  nur  die  Randcurve  vorgeschrieben,  welche  mit 
der  Stromcurve  zusammenfallen  soll.  Handelt  es  sich  also 
um  einen  beliebigen  Punkt  ausserhalb  der  Stromcurve,  so 
kann  die  Doppelschicht  stets  so  gelegt  werden,  dass  die 
Gleichheit  der  beiden  Feldstärken  besteht.  Handelt  es  sich 
um  einen  Punkt  in  der  StromcuiTe,  so  versagt  freilich  unser 
Satz;  dann  wird  aber  auch  der  Begriff  des  linearen  Stromes 
unbrauchbar.  Ueber  das  Feld  im  durchströmten  Leiter  selbst 
erhalten  wir  von  unserm  gegenwärtigen  Standpunkt  aus  keinen 
Aufschluss;  wir  schliessen  es  einstweilen  von  unseren  Be- 
trachtungen aus.  —  Dass  das  Feld  zweier  Doppelschichten 
von  gleicher  Stärke  und  gleicher  Randcurve  ausserhalb  der 
beiden  Schichten  das  gleiche  ist,  haben  wir  in  Kapitel  III 
(S.  228)  gezeigt.  Unser  Satz  weist  also  thatsächlich  einem 
gegebenen  Strom  ein  völlig  bestimmtes  Feld  zu.  Halten 
wir  etwa  zwei  Lagen  der  Doppelschicht  zu  unserer  Ver- 
fügung, so  müssen  wir,  um  das  Stromfeld  innerhjalb  der 
ersten  zu  erhalten,  die  zweite  als  die  äquivalente  betrach- 
ten, und  umgekehrt.  Daraus  folgt:  geben  wir  der  Doppel- 
schicht eine  feste  Lage,  und  nehmen  wir  an,  ihr  Feld  sei 
bekannt;  dann  ist  unmittelbar  auch  das  Stromfeld  gegeben 
ausserhalb  der  unendlich  dünnen  Scheibe  der  Doppelschicht. 
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In  dieser  Scheibe  aber  ist  es  bestimmt  als  die  stetige  Fort- 
setzung des  äussern  Feldes. 

In  geometrischer  Darstellung  enthält  das  vorstehende  den 
Satz:  jede  magnetische  Kraftlinie  eines  linearen  elektrischen 
Stromes  ist  eine  geschlossene  Gurre,  welche  die  Stromcurve 
positiv  umkreist.  — 

Die  magnetische  Induction  B  und  die  Polarisation  fiM 
unterscheiden  sich  nur  dort,  wo  eine  Magnetisirung  /  existirt 
(vgl.  S.  221  f.).  Die  Inductionslinien  der  Doppelschicht 
fallen  ausserhalb  der  Schicht  mit  den  Eraftlinien  zusammen, 
und  schliessen  die  letzteren  innerhalb  der  Schicht  zum  Ringe. 
Die  Inductionslinien  des  Stromes  sind  allgemein  identisch 
mit  seinen  Kraftlinien.  Der  einfachste  Ausdruck  des  Aequi- 
valenzsatzes  ist  daher:  Strom  und  Doppelschicht  haben 
dieselbe  Induction  überall,  (abgesehen  von  der  Strom- 
curve selbst,  wo  von  einem  bestimmten  Werth  dieses  Vectors 
nicht  gesprochen  werden  kann.)  — 

Das  Feld  eines  Stromes  *  hängt  ebenso,  wie  das  der 
ä4[uivalenten  Doppelschicht,  von  der  Vertheilung  der  Con- 
stanten fi  im  umgebenden  Raum  ab,  und  lässt  sich  allgemein 
nicht  in  geschlossener  Form  darstellen;  es  lässt  sich  aber  eine 
allgemeine  Eigenschaft  desselben  angeben: 

Es  werde  das  Integral  1  M^dl  gebildet  für  eine  geschlos- 
sene Curve  /,  welche  die  Stromcurve  s  nicht  umschlingt.  Dann 
lässt  sich  die  äquivalente  Doppelschicht  so  legen,  dass  sie 
von  /  nicht  geschnitten  wird;  die  Felder  M  von  Strom  und 
Doppelschicht  sind  also  für  jeden  Punkt  von  /  identisch  und 
es  folgt 


jMidl^O. 


o 

Nun   möge  s  von  /  einmal   in   positivem   Sinn   umkreist 

werden.    Eine  beliebige  äquivalente  Doppelschicht  in  S  wird 

-        + 
dann  von  /  in  der  Richtung  von  S  zu  S  durchsetzt.   Wir  zer- 
legen den  Integrationsweg  in  die  ausserhalb  der  Doppelschicht 

von  S  zu  S  verlaufende   Curve,    und   das   Element    in  der 
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Doppelschicht,  welches  diese  zum  vollen  ITmlauf  ergänzt.   Die 
erstere  liefert  zum  Integral  den  Beitrag 


4>  = 


T 


»-» 


das  fehlende  Ourvenelement  liefert,  da  unser  3/ endlich  ist, 
einen  unendlich  kleinen  Beitrag.  (Handelte  es  sich  um  das 
Feld  der  Do))pelachicht,  so  wäre  dieser  Beitrag:  —  ^.) 
Also  ist  für  die  vorgelegte  Cun'e 


/ 


M,dl=  l 


(2) 


Es   folgt:    für  eine   Curve   Z,   welche   //-mal   in  positiver 
Riclitung  s  umkreist,  ist  das  Integral 


/ 

o 


M^dl^I:   " 


(2a) 


Versteht   man   unter   /.•   eine   negative   Zahl,   wenn   die   Um- 
kreisung in  negativer  Richtung  stattfindet,  —  und  den  Werth  0, 

falls  die  Curven  /  und  s  nicht  ver- 
schlungen sind,  so  gieht  diese  Gleichung 
das  Linienintegi'al  für  jede  geschlossene 
Curve. 

Wenn  l  einen  positiven  Umlauf  um 
s  bildet,  so  bildet  auch  5  einen  positiven 
Umlauf  um  /  (s.  Fig.  31).  Da  ferner 
die  Felder  mehrerer  Ströme  sich  super- 
poniren,  so  addiren  sich  auch  die  Linien- 
integrale der  M.  Also  ist  im  allgemeinsten  Fall  fiii-  eine 
beliebige  geschlossene  Curve  /: 


Flg.  31. 


o 


(3) 


WO  -Ti  die  algebraische  Summe  aller  Ströme  bezeichnet,  welche 
in  positiver  Richtung  durch  eine  Fläche  L  treten,  die  /  zur 
Randcurve  hat.  Dieser  Ausdruck  schliesst  auch  den  Fall  ein, 
wo  l  mit  der  Curve  s  eines  Stromes  mehrfach  verschlungen 
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ist;  dann  geht  (3)  in  (2a)  über.  Die  Gleichung  (3)  ist 
unabhängig  von  jeder  Voraussetzung  über  die  mag- 
netische Beschaffenheit  —  die  Werthe  (i  —  der  um- 
gebenden Körper. 

Dieselben  Eigenschaften  des  Feldes  M  lassen  sich  auch 
in  folgender  Form  aussprechen:  das  Feld  eines  Stromes  i  in 
der  Gurre  s  leitet  sich  für  jeden  Punkt,  der  nicht  in  8  selbst 
liegt,  aus  einem  Potential  ^'  ab  gemäss  der  Gleichung 

",  —  %;  (4) 

^>  ist  eine  stetige,  unendlich  Tielwerthige  Function,  welche 
mit  dem  Potential  ^  der  äquivalenten  Doppelschicht  zu- 
sammenhängt durch  die  Gleichung: 

y'  =  y  —  A;  -  - ,   k  eine  ganze  Zahl.  (5) 

Handelt  es  sich  um  das  Feld  von  Strömen  t„  in  den  Curven 
s^y  so  gilt  (4)  überall  ausserhalb  der  «„,  und  es  ist  im  Punkte /> 

V'  =  tp-^^,  (5a) 

WO  die  ganzen  Zahlen  k^  so  zu  wählen  sind,  dass  ^)  sich  bei 
allen  Bewegungen  des  Punktes  p  stetig  ändert. 

Der  Raum,  für  welchen  (4)  gilt,  ist,  wenn  n  Ströme  vor- 
handen sind,  (n  -{-  l)fach  zusammenhängend.  Man  mache 
ihn     einfach     zusammenhängend     durch     Querschnitte     S^^ 

welche  die  s^  zu  Randcurven  haben.  Der  einfach  zusammen- 

hängende  Baum,  welcher  die  S^  und  S^  zu  Grenzflächen  hat, 

heisse  r.  In  r  ist  dann  ^>  einwerthig  und  yp  stetig,  und  für 
jeden  Weg  in  t  ist: 


/ 


p 

Oder 

Gohn,  elektromagn.  Feld.  ^6 
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in  r  ist:   Mi  =  —  -~,   tp  einwerthig; 


aber  an 


-H        —         *n 


(6) 


Zu  2):  Wenn  wir  den  zweiten  Theil  des  Aequivalenzsatzes 
anwenden  wollen,  so  müssen  wir  das  Feld  zerlegen  in  den  An- 
theil,  welcher  von  dem  betrachteten  Strom  i  selbst  herrührt, 
und  das  „fremde  Feld**,  welches  cet.  par.  fiir  t  =  0  vorhanden 
wäre.  Der  erstere  Antheil  ist  in  den  Punkten  der  Strom- 
curve  8  bisher  nicht  definirt.  Es  kann  also  nur  von  den 
mechanischen  Kräften  die  Rede  sein,  welche  dem  zweiten 
Antheil  entsprechen.  Es  werde  demnach  der  Träger  eines 
Stromes  i,  verschoben  in  einem  gegebenen  Felde  Jl^,  welches 
selbst  durch  die  Verschiebung  keine  Veränderung  erfährt; 
dann  wird  eine  Arbeit  geleistet  [vgl.  Kap.  DI,  Gleichung  (66)] 

• 

A     =^dQ2,,  (7) 

wo  Q- 


'.,l=j(lMj^rdSt  (8) 


die  Anzahl  von  Kraftlinien  bezeichnet,  welche  das  Feld  M, 
durch  die  vom  Strom  begrenzte  Fläche  Sy  hindurchsendet. 

Vorausgesetzt  ist  bei  diesem  Ausdruck  von  O21  >  ^'^^  <ii® 
Fläche  S'i  nicht  durch  Magnete  hindurchgeht.  Eine  solche 
Fläche  kann  nicht  construirt  werden,-  wenn  der  Magnet  ring- 
förmig und  mit  der  Stromcurve  nach  Art  zweier  Kettenglieder 
verschlungen  ist.  Wir  bedürfen  also  im  allgemeinen  eines 
Ausdrucks,  der  von  der  genannten  Voraussetzung  frei  ist.  Soll 
S,  eine  beliebige  Fläche  mit  der  Ran dcurve  8^  sein,  so  muss 
02t  gleich  der  Induction  durch  «,  gesetzt  werden: 

O21  ^fß.^dS,  =  f(ßM^,y  +  /«.v)  dS, .  (8a) 

Sofern  nur  die  Randcurvenelemente  (fo,  in  Betracht  kommen 
(wie  in  der  nächstfolgenden  Anwendung),  darf  aber  stets  B^ 
durch  (1M2  ersetzt  werden,  da  der  Stromträger  etwaige  fremde 
Magnete  nicht  durchsetzen  kann. 
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Vorausgesetzt  ist  ferner  (vgl.  Kap.  m,  S.  229),  dass  die 
Permeabilität  des  Stromleiters  gleich  derjenigen  der  Umgebung 
ist,  in  welcher  er  sich  bewegt;  d.  h.  praktisch,  dass  er  nicht 
aus  einer  ferromagnetischen  Substanz  besteht. 

Im  Fall  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  lässt  sich 
die  Arbeit  A  darstellen  als  diejenige  gewisser  Kräfte, 
welche  an  den  einzelnen  Elementen  der  Stromcurve  Sj  an- 
greifen; die  an  dsi  angreifende  Kraft  hat  die  Grösse  [vgl. 
Kap.  m,  (67a,  b)] 

/l  (/Sj  =  _V  (1M2  sin  {dsi  M2)  dsy  ,  (9a) 

sie  steht  senkrecht  sowohl  auf  ds,  wie  auf  .>/,  und  hat  die 
Richtung  der  positiven  Axe  der  Drehung  von  ds^  nach  J/j- 
Die  rechtwinkligen  Componenten  dieser  Kraft  sind: 


« 


/i>i=  y(^i^%x^yx  -  ^^hy^-x)  etc.  (9b) 

Da  es  mechanisch  möglich  ist,  die  einzelnen  Elemente  des 
Stromträgers  für  sich  beweglich  zu  machen,  so  kommt  diesen 
Elementarkräften  in  dem  jetzt  vorliegenden  Fall  auch  phy- 
sikalische Bedeutung  zu.  Man  pflegt  sie  als  „elektro- 
dynamische Kräfte'*  zu  bezeichnen. 

Qualitativ  besagen  unsere  Gleichungen:  ein  Stromträger- 
element erfährt  Bewegungsantriebe  weder  in  seiner  eigenen 
Richtung,  noch  in  der  Richtung  des  Feldes;  es  wird  viel- 
mehr quer  durch  die  Kraftlinien  des  Feldes  getrieben,  und 
zwar  in  dem  Sinn,  dass  die  Tnduction  durch  die  Stromcurve 
zunimmt.  Wenn  in  einer  bestimmten  Lage  die  Tnduction 
ein  Maximum  ist  gegenüber  allen  virtuellen  Verschiebungen, 
so  befindet  sich  der  Leiter  in  stabilem  Gleichgewicht. 

Es    möge    speciell    das    Feld   M^   herrühren   von   einem 

■ 

Strome  i^  in  der  Cui-ve  Sj,  dann  ist  Q^x  =  ^q^*      Zugleich 

ist  [vgl.  Kap.  in,  Gleichung  (65)]   O12  =  J^^ia    die    Anzahl 

von  Kraftlinien,  welche  der  Strom  i,  in  positiver  Richtung 
durch  S2  sendet.  Also  wird  die  Arbeit  der  Kräfte,  welche 
der  Träger   des  einen  Stromes  im  Felde  des  andern  erfährt: 

IG* 
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Ä=\6(^, 


= -l  sa 


12 


h 
V 


V^l-' rfQ2i  +liQn 


hh 


=  >lrf?.2.  (10) 


Man  nennt 


(IIa) 


den  „wechselseitigen  Inductionscoefficienten"  der 
beiden  Curven  Sj  und  sj-   Mit  Benutzung  dieses  Zeichens  wird 

A  =  iii^'öpi2'  (lll>) 

Vf)^2  bedeutet  die  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  ein  Strom 
t  =  1  in  einer  der  beiden  Curven  in  positiver  Richtung  durch 
die  andere  Curve  sendet. 


Es  möge  jetzt  vorausgesetzt  werden,  dass  fi  constant 
ist  im  ganzen  Felde.  Dann  wird  zunächst  das  Potential  eines 
Stromes  ^  in  der  Curve  s,,  berechnet  für  den  Punkt  p  [vgl. 
(5)  und  Kap.  III,  (72)]: 


ti    a 


wo 


a  =a  —  A;4jr. 


(12) 


o  ist  der  körperliche  Winkel,  unter  welchem  die  Curve  s^ 
vom  Punkte  p  aus  erscheint,  a  ändert  sich  stetig,  wenn  p 
sich  in  beliebiger  Weise  bewegt  (ohne  «,  selbst  zu  treffen), 
erhält  aber  für  jeden  Punkt  p  eine  unendliche  Zahl  von 
Werthen,  welche  sich  um  ganze  Vielfache  von  Ajt  unter- 
scheiden. 

Es  ist  dann  femer  das  Feld  ^/,   des  Stromes  iy  im  Punkte 
i?2(^>2/2>^)  gegeben  durch  [vgl.  Kap.  m  (71)]: 


M. 


IX 


1 


/t]   1 


(13) 


BiCi 


wo    dx^  =  y^  ds^  etc.  und  r  =/?2  ds^ . 
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Dieses  Feld  ist  (vgl.  die  Ableitung  in  Kap.  DI,  S.  232  ff.) 
gleich  der  Resultante  aller  Vectoren  von  der  Grösse 

*        4jrF        r^  l  ^^^^ 

und  der  Richtung  J-  ^»«^i  i 

welche  den  einzelnen  Elementen  c?Si  von«,  entsprechen;  d.h. 
man  erhält  das  Feld  iWi  richtig,  wenn  man  annimmt,  dass 
von  jedem  Stromcurvenelement  dsi  ein  Beitrag  dM^  herrührt, 
welcher  normal  sowohl  zu  r  wie  zu  rfs,  gerichtet  ist,  und  zwar 
in  der  Axe  der  Rotation  von  /•  zu  dsy  liegt.  Die  Gleichung  (14) 
spricht  das  sogenannte  Biot-Savart'sche  Gesetz  aus.  Es  ist 
aber  zu  beachten,  dass  den  Elementarbeiträgen  c^itf,  keine 
physikalische  Bedeutung  zukommt:  stationäre  Ströme  können 
nur  in  geschlossenen  Curven  existiren;  es  hat  also  keinen 
Sinn,  von  dem  Feld  eines  Stromes  zu  sprechen,  welcher  nur 
in  dem  Curvenelement  dsi  vorhanden  ist. 

Endlich  erhält  [vgl.  Kap.  in,  (74)]  für  den  Fall  fi  =  const. 
der  wechselseitige  Inductionscoefficient  zweier  Stromcurven 
den  Werth  (F.  Neumann): 

P^.^^-^fp-^^^^^äs^äs,.  (15) 


«1     8m 


§  2.  Strömung  im  Raum. 

Zu  der  mathematischen  Abstraction  linearer  Ströme 
haben  wir  gegriffen,  um  —  in  Uebereinstimmung  mit  der 
historischen  Entwicklung  —  unsere  Betrachtungen  über  das 
magnetische  Feld  von  Strömen  an  die  schon  bekannten  Sätze 
über  die  Felder  gewisser  permanenter  Magnete  anschliessen 
zu  können. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Strömung  in  beliebig  geformten 
Leitern;  erst  dadurch  erhalten  wir  die  einfachen  Grundgesetze 
der  Erscheinungen. 

Zu  dem  Begriff  des  linearen  Stromes  gelangten  wir,  indem 
wir  den  durchströmten  Leiter  in  Stromfäden  auflösten,  dann 
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nur  einen  solchen  Faden  vorhanden  dachten,  und  seine 
nothwendig  endlichen  Querschnittsdimensionen  verschwindend 
klein  voraussetzten  gegenüber  den  sonst  von  uns  betrachteten 
Längen.  Wir  vollziehen  jetzt  den  Uebergang  von  der  linearen 
zur  räumlichen  Strömung,  indem  wir  den  einzelnen  Strom- 
faden unendlich  dünn  voraussetzen.  Aus  einer  unendlichen 
Zahl  solcher  unendlich  dünnen  geschlossenen  Stromschleifen 
muss  sich  der  ganze  Leiter  in  jedem  Fall  zusanmiensetzen. 
Es  war  [Gleichung  (3)]  das  Linienintegral  von  M  über  eine 
beliebige  geschlossene  Cun^e  /,  welche  die  Fläche  L  begrenzt, 
gleich  der  durch  V  dividirten  Summe  aller  positiv  durch  L 
liindurchtretenden  Ströme.  Diese  Summe  drückt  sich  nun- 
mehr aus  durch  das  Flächenintegral  der  Strömung  über  die 
Fläche  L.    In  Zeichen: 

1^3^/=  IjA^rdL,  (H) 

6 

wo  X  die  bezüglich  /  positive  Normale  von  dL  bezeichnet.  Die 
Richtungsregel  wird  durch  die  Figur  32  veranschaulicht. 

Die   rechte   Seite    der    ursprünglichen 
Gleichung  (3)  hatte  einen  bestimmten  an- 
gebbaren Werth  nur,   sofern   der  Integra- 
tionsweg mit  keinem  der   linearen  Leiter 
einen  Punkt  gemein  hatte.    Dem  entsprach, 
dass  wir  die  Grössen  iV  nur  ausserhalb 
der  Leiter  angeben  konnten.     Die  rechte 
Seite  der  neuen  Gleichung  (H)   hat  unter 
allen   Umständen    einen    bestimmten    end- 
lichen Werth.     Wir   können   und   wollen   also   voraussetzen, 
dass  J/ überall  endlich  ist,  und  dass  die  Gleichung  (H)  überall, 
auch  innerhalb  des  durchströmten  Leiters  gilt.  — 

Die  Fläche  L  können  wir  unendlich  klein  wählen;  die 
Gleichung  (H)  ist  also  ihrer  Bedeutung  nach  eine  DiflFerential- 
gleichung.  Dieselbe  lautet  in  allgemeinster  Form  [s.  Kap.  III, 
(60)  und  (61)] 

P(M)  =  P  (B!) 

Sie    gilt    nach    dem    soeben    gesagten    im    ganzen    Baum. 
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Die  weitere  Ausführung  kann  sich  in  soviel  verschiedenen 
Arten  gestalten,  wie  verschiedene  Coordinatensysteme  möglich 
sind;  die  Wahl  wird  sich  nach  der  Eigenart  der  jeweils  vor- 
liegenden Aufgabe  richten.  In  rechtwinkligen  Punkt-Coordi- 
naten  ar,  y,  %  ergiebt  sich  [s.  Kap.  III,  (59)] : 


IM, 

iM^ 

Ar 

iy 

9 

ix 

V 

öitf. 

ÖAT 

4 

ix 

ix 

u 

r 

iM^ 

iM^ 

A. 

da;  d^ 


(H") 


Durch  diese  Gleichungen  ist  zugleich  ausgesprochen,  dass 
die  Differentialquotienten  auf  der  linken  Seite  überall  endliche 
Werthe  darstellen.  Nun  sei  etwa  an  einer  Stelle  des  Raumes 
X  liformale  einer  Fläche  8^  an  welcher  sich  das  Feld  sprung- 

weise  ändert;  dann  müssen  gleichwohl  auch  dort  ^—  und    ^- 

endliche  Grössen  sein.    Das  heisst:  M„  und  M^  müssen  sich 

stetig  ändern  beim  Durchgang  durch  die  Fläche.  Also:  an 
irgend  einer  Fläche  S  kann  sich  höchstens  die  normale,  aber 
niemals  die  tangentiale  Componente  von  M  sprungweise  ändern. 

Mittels  der  Gleichungen  (H")  oder  irgend  eines  ihnen 
äquivalenten  Gleichungssystems  erscheint  die  Strömung  dar- 
gestellt durch  das  magnetische  Feld. 

Ist  umgekehrt  die  Strömung  das  gegebene,  so  genügt 
diese  nothwendig  der  Gleichung  r{Ä)  =  0,  und  es  existirt 
also  stets  ein  Feld  iHf,  welches  (H")  befriedigt;  aber  die 
Gleichungen  (H")  sind  nicht  ausreichend  zur  Bestimmung 
des  Feldes  (vgl.  Kap.  in,  S.  226). 

Wir  kennen  nun  noch  eine  weitere  Eigenschaft  des  Fel- 
des: alle  Kraftlinien  eines  linearen  Stromes  waren  in  sich 
zurücklaufende  Curven;  in  Zeichen:  es  war  für  jede  ge- 
schlossene Fläche  S 


f> 


fiMjfdS  =  0 .  (16) 

Die  Gleichung  galt  in  dem  ganzen  Gebiet,  in  welchem  M  an- 
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gebbare  Werthe  hatte,  d.  h.  sie  galt,  sofern  die  Fläche  *S  die 
Stromcurve  nicht  schnitt.  Indem  wir  die  Theilfelder,  welche 
den  einzelnen  Stromfäden  entsprechen,  superponiren,  er- 
kennen wir,  dass  dieselbe  Gleichung  auch  für  das  Feld 
einer  beliebigen  Strömung  bestehen  muss,  und  zwar  zu- 
nächst ausserhalb  der  durchströmten  Leiter.  Wir  haben 
aber  jetzt  vorausgesetzt,  dass  das  Feld  M  überall,  auch 
im  Leiter  selbst,  bestimmte  endliche  Werthe  hat.  Wir  dürfen 
und  wollen  daher  annehmen,  dass  auch  die  Gleichung  (16) 
ohne  jede  Beschränkung  gültig  ist.  Auch  diese  Gleichung 
ist  ihrem  Wesen  nach  eine  Differentialgleichung;  sie  erscheint 
in  der  Form  einer  solchen,  sobald  wir  unter  S  die  Oberfläche 
eines  Volumelements  dx  verstehen.  Die  linke  Seite  von  (16) 
wird  dann  proportional  mit  dx  (vgl.  S.  35);  bezeichnen  wir 
den  Factor  von  dx^  d.  h.  die  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche 
von  der  Volumeinheit  ausstrahlen  oder  die  „Divergenz" 
der  Kraftlinien,  durch  Fi^M)^  so  entsteht 

n^yt)  =  0  (16') 

als  allgemeinste  Form  der  fraglichen  Differentialgleichung. 
Specielle  Formen  entstehen,  sobald  wir  ein  bestimmtes 
Volumelement,  d.  h.  ein  bestimmtes  Coordinatensystem  zu 
Grunde  legen.  In  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordinaten 
x^  ijy  %  lautet  sie: 

Durch  (16)  ist  zugleich  ausgesprochen,  dass  insbesondere  auch 
für  jedes  F^ächenelement  die  Function  F^  (f^^  =  0  sein 

soll,  d.  h.  dass  die  Polarisation  /iM  an  keiner  Fläche  eine 
normale  ünstetigkeit  besitzt. 

Zu  (H)  und  (16)  kommt  noch  die  Voraussetzung,  dass 
in  unendlicher  Entfernung  r  das  Product  Mr^  nicht  unend- 
lich ist.  Diese  Daten  nun  genügen,  um  das  Feld  M  eindeutig 
zu  bestimmen,  wenn  die  Werthe  A  überall  gegeben  sind. 
Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes, 
den  wir  sogleich  beweisen  werden. 

Den   vorstehenden   Gleichungen   stellen  wir    diejenigen 
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gegenüber,  welche  für  das  Feld  permanenter  Magnete  gelten. 
Sie  lauteten: 


oder    P(M)  =  0  überall, 


(G) 


und 


roi.v)  =  -/Xi)={j.  (E) 


Dazu  kam  dieselbe  Bedingung  bezüglich  der  unendlich  fernen 
Punkte,  wie  oben. 

Das  allgemeinste  stationäre  magnetische  Feld,  —  im 
Rahmen  unserer  bisherigen  Betrachtungen  das  allgemeinste 
magnetische  Feld  überhaupt,  —  entsteht  dui'ch  Superposition 
der  Felder  beliebiger  stationärer  Ströme  und  beliebiger  Mag- 
nete. Die  Grundgleichungen  des  stationären  magnetischen 
Feldes  sind  demnach  in  allgemeinster  Form: 

I\M)  =  -^  (H) 

r{fiM)  =  —  r(i)  (E) 

uVr2  nicht  unendlich  für  r  =  cc. 

Durch  die  Werthe  der  A  und  der  r{I)  im  ganzen  Raum  ist 
dieses  Feld  eindeutig  bestimmt.  Zum  Beweise  setzen  wir  zwei 
Felder  als  Lösungen  voraus,  und  bilden  das  Dififerenzfeld. 
Für  dieses  gilt  dann: 

I\M)  =  0 
r(ßM)  =  0 
Mr^  endlich  für  r  =  oc ; 

und  daraus  folgt  in  bekannter  Weise:  M^  0.  — 

Es  lässt  sich  femer  ein  vorgelegtes  vollständiges  mag- 
netisches Feld  stets  und  nur  in  einer  Weise  zerlegen  in  das 
Feld  einer  bestimmten  magnetischen  Vertheilung  (p,fj)  und 
das  Feld  eines  bestimmten  Stromsystems  (A).  Zerlegen  wir 
nämlich  das  gegebene  M  in  J\f  und  ^f'  so,  dass 


>  überall. 
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wird,  80  sind  einerseits,  wie  soeben  bewiesen,  die  Theilfelder 
M*  und  .V"  durch  diese  Festsetzungen  eindeutig  bestimmt: 
andrerseits   sind   im   Theilfeld  M'   keine  Ströme,   wohl  aber 

magnetische  Dichten  ^>  =  r{fiM) ,  —  im  Theilfeld  M"  hin- 
gegen keine  magnetischen  Dichten,  wohl  aber  Strömungen 
A=  V  •  P{M)  vorhanden. 

In  anderer  Ausdrucks  weise  heisst  dies:  jedes  System  voll- 
ständiger magnetischer  Kraftlinien  kann  in  zwei  Bestand- 
theile  aufgelöst  werden,  nämlich  1)  ein  System  von  Kraft- 
linien mit  Endpunkten;  diese  Endpunkte  sind  die  Orte  mag- 
netischer Dichten;  —  2)  ein  System  geschlossener  Kraftlinien; 
diese  umzingeln  elektrische  Stromfäden.  — 

Das  erste  dieser  Theilfelder  ist  in  Kapitel  III  vollständig 
erledigt;  wir  dürfen  also  jetzt,  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beeinträchtigen,  voraussetzen:  es  existiren  im  Felde  keine 
Magnete.    Dadurch  werden  unsere  Grundgleichungen  wieder: 

PW  =  i  (H') 

r{(iM)  =  o.  (16') 

Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  von  .V  aus  diesen 
Gleichungen.  Wir  können  die  Aufgabe  in  zwei  andere  zer- 
legen: 

1)  welches  ist  das  Feld,  wenn  im  ganzen  Raum  //  =  const. 
ist,  und  die  A  entsprechend  der  Bedingung:  r{A)  =  0,  sonst 
aber  willkürlich  gegeben  sind? 

2)  wie  ändert  sich  dieses  Feld,  wenn  an  Stelle  des  con- 
stanten  fi  willkürlich  im  Raum  variirende  fi  eingeführt  werden? 

Um  zu  einer  Lösung  der  Aufgabe  1)  zu  gelangen,  gehen 
wir  aus  von  den  Gleichungen  (13),  welche  —  ebenfalls  unter 
der  Bedingung  fi  =  consi,  —  das  Feld  eines  linearen  Stromes 
angeben. 

Bezeichnet  für  einen  unendlich  dünnen  Stromfaden  i  den 
Strom,  und  für  eine  bestimmte  Stelle  desselben 

A  die  Strömung 
q  den  Querschnitt 
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ds  das  Längenelement 
rfr  das  Volumelement, 


so  ist: 


dx 


also: 
und 


i=Aq,     qds  =  dr  ,     dx  ^=       ds  =  cos  (Ax)  ds , 

i  ds  =  Adx  I 

t  dx  =  Aj^  dx  etc.  ( 


(IT) 


Indem  man  diese  Werthe  in  (13)  einsetzt  und  über  alle 
Stromfäden  summirt,  erhält  man  für  den  Punkt  p  {x,;/.  :): 


in      in 
V  =       —     * 

ii/         öt 

öfl,     in. 


V  =  ^-  — 


;/ 


ö: 


ijr 

in. 


ÖZ7„ 

ör  ö// 


(181 


wo 


n  =  A  r_^'- 

"        Vj  4x1 


—  dr 
r 


—  ^-dx 
r 


dx 


(19) 


Dass  durch  die  Gleichungen  (18)  und  (19)  das  Feld  all- 
gemein richtig  angegeben  sei,  ist  zunächst  nur  eine  nahe- 
liegende Vermuthung;  denn  die  Ausgangsgleichungen  (13) 
gelten  nur  ausserhalb  des  linearen  Leiters.  Wir  verificiren 
unsere  Lösung,  indem  wir  zeigen,  dass  unser  M  die  Gleichungen 
(16")  und  (H")   befriedigt  und  im  unendlichen  verschwindet, 

1 
wie    .,  • 

Die  zuletzt  genannte  Eigenschaft  folgt  unmittelbar  aus 
dem  Ausdruck   von   3/.    —    Die  Gleichung   (16")   lautet   für 

IM        IM,       ö.V 

H  =  consi:     ^i-  +  ___y+    ;^/=^-  I^iese  Gleichung  ist  nach 


const:    '^  "-  4- 

ÖJC     ^      02/ 


(18)  erfüllt.  —  Es  wird  femer: 
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iy  ö;t  ix 


in      in      iw 

ix  iy         ix. 


-jn^ 


Von  Xf  y,  %    hängt  in   fl^ .  .  nur  r  ab,  und  es  ist 

ix  ^  ""  ö?   ^*^'' 
wenn  7/  (a;',y',s')  einen  Punkt  in  (it  bedeutet.    Also 

in,     in^     in,         \    fl    ^l       ^l     .  ^  1-  i 


=  4iF[/7^^)''^+/v^«H 


WO  Ä  die  Oberfläche  des  Stromgebietes  bedeutet.  Dies  gilt 
für  innere  sowohl,  wie  für  äussere  Punkte  p  (vgl.  Kap.  I, 
S.  98).    Nun  ist  aber  für  eine  stationäre  Strömung  durchweg 

r{A)  =  0  und  A^  =  0, 

also:  in^       iUy       öZ7^  _ 

ix  iy  ix 

Weiter  ist  [s.  Kap.  I,  (3')  und  (8a)  S.  34]: 

A 


also 


-J/7,  =  -^, 


iM,      iM^       A, 


iy  ix  V 

Ebenso  folgen  die  anderen  Gleichungen  in  (H").  —  Die 
Gleichungen  (18)  und  (19)  geben  also  eine  Lösung  und 
folglich  die  Lösung  der  Aufgabe. 

Wir  bemerken  noch :  ist  p  ein  Punkt  innerhalb  des  durch- 
strömten Leiters,  so  tragen  die  zu  p  unendlich  benachbarten 
Elemente  zu  den  Differentialquotienten  von  n^.  .  .  und  somit 

zu  M^  .  ,  nur  unendlich  wenig  bei  (vgl.  S.  16).    Das  gleiche 

gilt   für  jeden  unendlich  kleinen  Raumtheil  in   endlicher 
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Entfernung  von  p.  Wenn  wir  also  das  Stromgebiet  in  seine 
unendlich  dünnen  Stromfäden  zerlegen,  so  liefert  zum  Werthe 
des  Feldes  M  in  |?  der  durch  p  selbst  gehende  Stromfaden 
nur  einen  verschwindenden  Beitrag. 

Definirt  man  einen  Vector  11  durch  die  Gleichungen 

n^  =  n  cos  (fir)  etc., 

so  sind  die  Componenten  von  /7  aus  der  Veiiheilung  der  ent- 
sprechenden Componenten  von  A  nach  demselben  Gesetz 
gebildet,  wie  das  Potential  einer  gravitirenden  oder  elek- 
trischen oder  magnetischen  Vertheilung  aus  dieser.  Man 
bezeichnet  daher  27  wohl  als  das  „Vectorpotential"  von  A, 
Die  Gleichungen  (18),  nach  welchen  sich  aus  diesem  Vector 
n  die  Feldintensität  ableitet,  können  kürzer  geschrieben 
werden 

M=P{II).  (18  a) 

Bezeichnen  wir  das  soeben  gefundene  Feld  nunmehr 
durch  Mq,  dasjenige  der  ursprünglichen  Aufgabe  (S.  25Ö)  aber 
durch  ^>f,  so  bleibt  jetzt  noch  die  Aufgabe  2)  zu  lösen:  das 
Feld  Z  zu  finden,  welches  definirt  ist  durch 

Es  ist 

also  P{Z)  ==  0    überall. 

Das  Zusatzfeld  Z  also  leitet  sich  aus  einem  einwerthigen 
Potential  x  ^b,  gemäss  der  Gleichung 

Es  ist  femer,  wenn  [i^  den  ursprünglichen  constanten, 
{i  den  neuen  variablen  Werth  der  Permeabilität  bezeichnet, 

und  folglich 

fi^i\Z)  =  riii^M)  -  rifiM)  =  -  ro« ^ ^)  m. 
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Es  folgt  also  wie  in  Kapitel  in,  §  3:  Das  Zusatzfeld  Z 
kann  als  dasjenige  einer  „inducirten  Magnetisining" 

aufgefasst  werden.  Diese  Auffassung  zerlegt  das  thatsächlich 
vorhandene  magnetische  Feld  M  begrifflich  in  der  gleichen 
Weise,  wie  wir  es  soeben  rechnerisch  gethan  haben ;  sie  schreibt, 
wenn  sich  y^  auf  Luft,  pL  auf  Eisen  bezieht,  nur  das  Feld 
M^^  der  Strömung  zu,  das  Feld  Z  aber  dem  „magnetisch 
gewordenen"  Eisen.  Wir  ziehen  es  vor,  in  allen  allgemeinen 
Betrachtungen  das  Feld  3/  als  ein  einheitliches  zu  be- 
handeln, weil  wir  so  zu  einfacheren  Grundgleichungen  gelangen. 
Damit  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  für  speciellq  Aufgaben 
sich  die  Zerlegung  empfiehlt. 

Ein  besonderer  Fall  der  „inducirten  Magnetisirung", 
welcher  unter  den  Voraussetzungen  des  Kapitel  III  nicht 
realisirbar  war,  unter  unseren  jetzigen  Voraussetzungen  aber 
sehr  wohl  eintreten  kann,  verdient  Erwähnung:  es  sei  die  Ober- 
fläche eines  Raumes  r  ganz  von  Kraftlinien  erfüllt;  in  diesem 
Raum  werde  der  Körper  [i^  =  const.  durch  einen  Körper 
//,  =  const.  ersetzt.  Unter  diesen  Umständen  bleibt  die 
Feldintensität  überall  ungeändert.  Der  Beweis  hierfür 
ist  geliefert,  sobald  wir  gezeigt  haben,  dass  das  Feld  M^  3/^, 
allen  Bedingungen  für  M  genügt.  Nun  genügt  nach  Voraus- 
setzung M^^  den  Bedingungen: 

innerhalb  wie  ausserhalb  t:        ^(-Vo)  =  y  >     ^i^h)  =  ^ 
an  der  Oberfläche  von  r :      3/^  y.  =  0 ,    M^^  =  0 . 

Von  M  aber  wird  gefordert: 

innerhalb  wie  ausserhalb  t:       ^(^0  =  y^,     /l(iV)  =  0, 

an  der  Oberfläche  von  x :      //^  .Vy.  +  //^  M^  =  0 . 

Diesen  Forderungen  genügt  der  Ansatz:  M'=iM^\  q.  e.  d.  — 

Dies  bedeutet  keineswegs,  dass  durch  die  Einfühnmg  des 
Eisens  sich  nichts  im  Felde  verändert  hat.  Die  Feldintensi- 
tät blieb  ungeändert;  also  hat  die  Polarisation  und  damit  die 
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Energie  zagenommen,  da  in  r  die  /M-TVerthe  gewachsen  sind. 
Mit  anderen  Worten:  esexistirt  wohl  eine  ^inducirte  Magnet  i - 
sirung",  aber  sie  verläuft  durchweg  in  geschlossenen  Curven, 
—  es  existirt  keine  ^inducirte  magnetische  Vertheilung*'.  — 
Allgemein  lässt  sich  wieder  aussprechen,  dass  die  in 
einem  homogenen  Körper  (/i  =  /!,  =  const.)  inducirte  Mag- 
netisirung  solenoidal,  d.  h.  die  inducirte  Yertheiliuig  eine 
reine  Oberflächen- Vertheilung  ist. 

Das  Problem,  das  Feld  M  gegebener  Ströme  zu  linden, 
ist  —  abgesehen  von  dem  Fall  fi  =  const.  —  nur  für  wenige 
specielle  Anordnungen  streng  gelöst.  Zu  einer  genäherten 
Lösung  können  häufig  die  folgenden  Bemerkungen  fuhren: 

Wir  fanden  in  Kapitel  II  eine  Analogie  zwischen  gewissen 
Vertheilungen  der  stationären  elektrischen  Strömung  einerseits 
und  der  elektrostatischen  Polarisation  andererseits.  Diese 
Analogie  betraf  Räume,  in  welchen  die  elektrischen  Kraft- 
linien keine  Endpunkte  haben.  Die  magnetischen  Kraft- 
linien nun  besitzen,  wenn  das  Feld,  wie  wir  gegenwärtig  vor- 
aussetzen, von  Strömen  herrührt,  nirgends  Endpunkte;  die 
gleiche  Analogie  lässt  sich  daher  in  weiterem  Umfange  durch- 
führen. Bezeichnen  wir  die  magnetische  Polarisation  fiM 
durch  SD?;  dann  lassen  sich  die  Gnindgleichungen  (16')  und  (H) 
unseres  Feldes  schreiben: 

und  für  alle  geschlossenen  Curven 

I      -  dl=  ~l  AyfiL  =  gegebenen  Grössen.       (b,) 

Andererseits  war  die  stationäre  Strömung  (vgl.  S.  145 f.)  durch 
folgende  Gleichungen  bestimmt: 

riA)  =  0 ,  (a^) 

und  für  alle  geschlossenen  Curven 

CA,  r 

I       dl  =  —  f  E^df  =^--  gegebenen  Grössen.  (b2) 

O  O 
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Die  Analogie  wäre  vollkommen,  wenn  nicht  dieser  Unter- 
schied bestände:  es  giebt  Körper,  für  welche  A  =  0  ist,  aber 
keine  Körper,  für  welche  ji*  =  0  ist.  Daraus  folgt:  die  Strö- 
mungslinien der  zweiten  Aufgabe  können  in  Canäle  von  will- 
kürlich vorgeschriebener  Form  eingedämmt  werden;  wählt 
man  für  diese  „lineare^  Bahnen,  so  reducirt  sich  das  Strömungs- 
problem auf  die  Auflösung  der  linearen  Kirchhoff' sehen 
Gleichungen.  Den  magnetischen  Kraftlinien  der  ersten 
Aufgabe  hingegen  steht,  allgemein  gesprochen,  der  ganze  un- 
endliche Baum  offen. 

Es  sei  nun  aber  der  Raum  zum  Theil  von  Eisen  Qi), 
zum  Theil  von  Luft  (jiq)  erfüllt;  dann  ist  ft^  sehr  klein 
gegen  f£.     Wir  werden   also   das  Feld  in   erster  Näherung 

richtig  erhalten  durch  den  Ansatz  Ö>  =  q    —  sofern  unter 

dieser  Annahme  überhaupt  noch  ein  Feld  möglich  ist.  Der 
Ansatz  bedeutet  (vgl.  Kap.  II,  S.  144),  dass  in  die  Luft  über- 
haupt keine  Kraftlinien  eindringen.  Da  nun  jede  Kraftlinie 
eine  geschlossene  Curve  bildet,  welche  Stromlinien  umzingelt, 
so  liefert  der  Ansatz  eine  Näherung  nur  dann,  wenn  Curven 
dieser  Art  construirt  werden  können,  welche  ganz  in  Eisen 
verlaufen.  Dem  System  „Eisen,  Luft,  Kraftlinien^  entspricht 
dann  vollkommen  ein  geometrisch  gleiches  System  „Leiter, 
Luft,  Stromlinien".  — 

Ist  hingegen  die  Anordnung  so,  dass  jede  geschlossene 
Curve,  welche  eine  Stromlinie  umzingelt,  geometrisch  noth- 
wendig  zum  Theil  in  Luft  verläuft,  so  ist  das  Analogon  des 
magnetischen  Feldes  ein  Stromgebiet,  in  welchem  etwa  dem 
Eisen  ein  metallischer  Leiter,  der  Luft  ein  Elektrolyt  ent- 
spricht. Die  Kraftlinien  treten  an  den  Grenzflächen  nahezu 
normal  in  die  Luft  ein;  sie  sind  im  Luftraum  in  merklicher 
Dichte  nur  auf  den  kürzesten  Wegen  vorhanden  (ein  Bei- 
spiel s.  in  §  3,  A6). 

Indem  wir  von  einem  magnetischen  Felde  M  elektrischer 
Ströme  sprachen,  haben  wir  diesem  Felde  implicite  die  Eigen- 
schaften beigelegt,  welche  in  den  bisher  behandelten  Fällen 
die  Grösse  M  charakterisirten.  Wir  haben  insbesondere  damit 
aussagen  wollen,  dass  auf  einen  nicht  stromdurchflossenen, 
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übrigens  aber  beliebigen,  magnetisirten  oder  nicht-magneti- 
sirten,  homogenen  oder  inhomogenen  Körper  in  diesem  Felde 
die  uns  aus  Kapitel  HI  bekannten  mechanischen  Kräfte 
wirken.  Es  war  nach  Kapitel  III  (31)  für  dt  die  Kraft: 
/•rfr,  wo 

f,  =  qM^  -  >/2  M^  If ,  etc.  (a) 

Wir  haben  noch  zu  fragen  nach  den  mechanischen  Kräften 
/"•rfr,  welche  auf  die  Elemente  dr  eines  durchströmten  Leiters 
wirken.    Wenn  wir  in  (9b)  gemäss  (17)  setzen: 

i\  dxi  •=  Ajpdr ,  etc. 

und  beachten,  dass  die  in  (9)  durch  fids^  bezeichnete  Kraft 
jetzt  f'dt  heisst,  so  kommt 

f,=  ^iA,M„-A,M^),etc.  (b) 

oder,  unter  Berücksichtigung  von  (H"): 

Voraussetzung  für  die  Gültigkeit  von  (9b)  war: 

1)  dass  bei  der  Berechnung  von  M  das  Feld  des  in  «, 
tliessenden  Stromes  selbst  nicht  in  Betracht  gezogen  würde, 
und  die  Kräfte  demgemäss  nur  die  Wechselwirkung  zwischen 
dem  Leiter  s^  und  dem  „fremden"  Felde  M  darstellten; 

2)  dass  am  Ort  von  ds^  die  Permeabilität  //  nicht  va- 
riirte; 

3)  (implicite)  dass  sich  auf  ds^  keine  magnetische  Ver- 
theilung  befand. 

Die  erste  Beschränkung  können  wir  jetzt  fallen  lassen; 
denn  wir  haben  gesehen,  dass  im  Falle  endlicher  räumlicher 
Stromdichte  A  der  unendlich  dünne  Stromfaden,  welcher  dx 
enthält,  zum  Werthe  von  iVin  dr  nichts  endliches  beiträgt.  Wir 
können  also  die  Gleichung  (b)  dahin  interpretiren,  dass  sie 
diegesammte  Kraft  auf  die  Volumeinheit  darstellt,  und  dass 
^V  die  gesammte  Feldintensität  bedeutet,  wenn  an  der  be- 

Cobn,  elektromagn.  Feld.  17 
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trachteten  Stelle  die  Strömung  gleich  A  ist  und  die  Grössen 
(),  -V    •  •  gleich  Null  sind. 

Die  einfachste  Annahme,  welche  für  die  beiden  soeben 
betrachteten  Specialfälle  (a)  und  (b)  zu  richtigen  Werthen 
fühi*t,  ist  demnach :  In  dem  allgemeinsten  stationären  magne- 
tischen Felde,  welches  sowohl  Magnete,  wie  stationäre  elek- 
trische Ströme  enthalten  kann,  ist  die  mechanische  Ki'aft  f 
auf  die  Volumeinheit  gegeben  durch: 


f,  =  Q  M,  -  Vi  3/i  ^^  +  ^,  (A^  M,  -  A,  M^) ,  etc.     (20) 
oder 


ix  ^  V 


(20a) 


Diese  Kräfte  aber  lassen  sich,  wie  in  Kapitel  III,  S.  204 
gezeigt  wurde,  bedingungslos  durch  die  Spannungen  p^f^  dar- 
stellen, deren  einfachster  Ausdruck  ist:  auf  jede  zu  den 
Kraftlinien  noimale  Flächeneinheit  wirkt  ein  normaler  Zug 
V2  fi^f\  und  auf  jede  zu  den  Kraftlinien  parallele  Flächen- 
einheit ein  normaler  Druck  von  gleichem  Betrage. 

An  späterer  Stelle  (in  Kap.  VIII,  B)  soll  gezeigt  werden, 
dass  die  Annahme  dieser  Spannungen  thatsächlich  allgemein 
dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  Genüge  leistet, 
aus  dem  sie  unter  den  speciellen  Bedingungen  des  Kap.  III 
abgeleitet  sind. 

§  3.    Specielle  Aufgaben. 

Wir  wollen  nun  die  allgemeinen  Sätze  der  §§  1  und  2 
auf  eine  Reihe  specieller  Fälle  anwenden.  Sofern  nichts 
anderes  bemerkt  ist,  wird  stets  vorausgesetzt,  dass  das  die 
Stromträger  umgebende  Medium  ausschliesslich  Luft  ist,  und 
der  Stromträger  eine  Permeabilität  fi  besitzt,  welche  der- 
jenigen der  Luft  gleich  ist.  Wo  diese  Voraussetzungen  nicht 
gelten  sollen,  wollen  wir  von  „Eisenkörpem**  sprechen.  Zu- 
nächst behandeln  wir 
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A.  Das  Feld  gegebener  Ströme. 

1)  Ein  System  gleicher  linearer  Ströme  i  möge  gleiche 
sehr  kleine  Flächen  S  umfliessen,  welche  normal  zu  einer 
beliebigen  Leitlinie  /  so  angeordnet  sind,  dass  n  derselben 
auf  die  Längeneinheit  kommen.  („Einfaches  Solenoid";  es 
wird  sehr  nahe  verwirklicht  durch  eine  dünne,  eng  und  gleich- 
massig  gewundene  stromführende  Spirale  mit  eng  anliegender 
Rückleitung.)  Dem  Stromsystem  ist  „äquivalent"  ein  System 
von  Doppelschichten  mit  der  Fläche  S  und  der  Stärke 

oder  eine  Magnetisirung  /  des  Hohlraumes  der  Spirale,  welche 
parallel  zu  /  ist  und  deren  Werth  nach  Kapitel  EEI  (54)  be- 
stimmt ist  durch 

fifi  V 

oder  ein  „magnetisches  Solenoid"  mit  den  Polen 

Das  heisst:  das  magnetische  Feld  der  Ströme  ist  in  jedem 
Punkt  des  äusseren  Raumes  gleich  dem  Feld  dieser  beiden 
Pole.  Innerhalb  der  Spirale  ist  es  gleich  der  duixh  fi  divi- 
dirten  „Induction"  B  des  magnetischen  Systems,  welche  definirt 
ist  durch 

d.  h.  in  unserm  Fall:  zu  dem  Feld  der  beiden  Pole  kommt 
hinzu  ein  Feld 

/ ni 

parallel  zu  /,  und  vom  Südpol  zum  Nordpol  gerichtet.  Ist 
die  Leitcurve  /  geschlossen,  so  ist  das  Feld  Null  ausser- 
halb der  Spirale;  innen  ist  es 


-^   parallel  zu  /. 


17 
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2)  Eine  stromführende  Spirale  umgebe  in  engen  gleich- 
massigen  Windungen  einen  geraden  Cylinder  von  beliebiger 
Basis.  Wie  in  1)  erhalten  wir:  dem  Strom  i  ist  „äquivalent" 
ein  System  von  Doppelschichten  von  der  Stärke 

oder  eine  gleichförmige  Magnetisirung 

j iini 

^  —  ~Y' 

oder  eine  magnetische  Vertheilung  auf  den  Stimßächen  von 
der  gleichförmigen  Dichte   . 


+ 


(im 


~    V 

Ist  die  Spirale  sehr  lang,  so  ist  in  den  von  den  Enden  weit 
entfernten  Baumtheilen 

ausserhalb  der  Spirale:      M=  0  \ 
innerhalb    „  „     :      itf=^j  ^    ^ 

parallel  den  Erzeugenden  der  Cylinderfläche. 

Das  Feld  M  wird  (s.  S.  254)  nicht  verändert,  wenn  man 
in  die  sehr  lange  (genau:  unendlich  lange)  Spirale  einen  sehr 
(unendlich)   langen  parallelen  Cylinder    aus  Eisen   einführt. 

3)  Eine  stromführende  Spirale  umgebe  in  2jtv  engen 
gleichmässig  vertheilten  Windungen  einen  Ring  von  beliebigem 
Profil.  Wir  bezeichnen  so  einen  Körper,  welcher  durch  die 
Rotation  einer  beliebigen  ebenen  Figur  um  eine  in  deren 
Ebene  gelegene,  aber  die  Figur  nicht  schneidende  Axe  ent- 
steht. —  Allgemein  muss  jede  Kraftlinie  eines  Stromes  mit 
der  Stromcurve  mindestens  einmal  verschlungen  sein.  Aus  den 
Symmetrie- Verhältnissen  unserer  Anordnung  ergiebt  sich  daher, 
dass  die  Kraftlinien  ausschliesslich  im  Ringkörper  verlaufen, 
dass  sie  Kreise  um  die  Rotationsaxe  bilden,  und  dass  längs  einer 
jeden  Kraftlinie  M  constant  ist.  Daher  folgt  aus  (2a)  für 
einen  Abstand  q  von  der  Axe: 
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oder 

7»f==i^.  (22) 

Ausserhalb  des  Ringkörpers  ist  das  Feld  in  Strenge  Null; 
wir  haben  also  hier  den  Fall  eines  geschlossenen  magne- 
tischen Feldes. 

(Das  gleiche  Resultat  hätten  wir,  wie  oben,  mittels  des 
äquivalenten  Magneten  erhalten;  dieser  wäre  ein  Ringmagnet, 
dessen  Feld  überall  Null  ist.) 

Das  Feld  M  unseres  Stromes  wird  nicht  verändert,  wenn 
man  in  die  Spirale  einen  coaxialen  Eisenring  von  beliebigem 
Profil  einführt.  —  Im  äusseren  Raum  sind  Eisenkörper  von 
beliebiger  Form  ohne  Einfluss. 

4)  Wir  suchen  das  Feld  eines  Kreisstromes  fiir  Punkte 
auf  der  Axe.  Die  Componenten  von  M  im  Punkte  p  sind 
nach  (12)  die  negativen  Derivirten  von 

f        %  a 

WO  d  den  körperlichen  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem  die 
Stromcurve  von  p  aus  erscheint.  Für  Punkte  der  Axe  ist  a 
ein  Grenzwerth  bezüglich  aller  zur  Axe  normalen  Ver- 
schiebungen; also  hat  das  Feld  dort  die  Richtung  der  Axe 
und  den  Werth 


öx  AjtV  öx  ' 


wenn  x  den  Abstand  des  Punktes  p  von   der  Kreisebene  be- 
deutet.  Sei  noch  R  der  Radius  der  Kreislinie,  r  ihr  Abstand 

von  pj  so  dass 

r2  =  x2  +  R\ 

dann  ist 


«'  =  2^(l-^). 


also 


"-^v'-^'-  TO 


Die  Richtung  ist  durch  die  „Rechtsschraubenregel"  gegeben 
(vgl.  Fig.  31  und  32).    Für  den  Kreismittelpunkt  wird: 
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Der  Kreis  sei  vertical  und  im  magnetischen  Meridian;  dann 
ist  dieses  Feld  nonnal  zum  Meridian;  es  liefert  also  zu- 
sammen mit  der  Horizontalcomponente  If  des  Erdfeldes  eine 
Resultante,  deren  Grösse  F  und  Neigung  ^  gegen  den  Meridian 
gegeben  ist  durch 

F  cos&  =  II 

i^  sin  ^  =  M. 
Daraus 

^^^-'eUvii-  (24) 

Eine  sehr  kleine  Magnetnadel,  welche  sich  uiu  die  Verticale 
frei  drehen  kann,  wird  also  durch  den  Strom  i  um  diesen 
"Winkel  ß-  abgelenkt.     (Tangentenbussole.) 

5)  Der  Strom  i  fliesse  in  einem  unendlich  langen  Kreis- 
cylinder  vom  Radius  B,  (Die  Strombahn  muss  nothwendig 
geschlossen  sein;  unsere  Annahme  bedeutet  daher,  dass  sie 
unter  anderm  ein  sehr  langes  cylindrisches  Stück  enthalten 
soll,  und  dass  wir  nur  das  Feld  in  der  Umgebung  des  mitt- 
leren Theils  dieses  Cylinders  in's  Auge  fassen.)  Die  stationäre 
Strömung  ist  dann  gleichmässig  über  den  Querschnitt  ver- 
breitet, also 


Aus  Symmetriegründen  folgt,  dass  die  Kraftlinien  Kj-eise  um 
die  Cylinderaxe  bilden,  und  dass  M  nur  Function  des  Ab- 
standes  q  von  der  Axe  sein  kann.  Also  ergiebt  (H),  auf  eine 
Kreislinie  um  die  Axe  angewandt: 

für  einen  äusseren  Punkt:       2jtQ'M^=  yOtR^^ 
„        „      inneren        „     :       1jtQ'Mi=^      jiq'^] 


V 


oder:  m-^    ^ 

^^~  V2^Q 

^  ^*  "~  V  2jtR' 


•i 


(25) 
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Dass  diese  Lösung  die  Gleichungen  (H)  und  (16)  befriedigt, 
folgt  unmittelbar  aus  der  Ableitung.  Es  ist  ferner  sowohl 
J^.  wie  M^  stetig,  und  an  der  Grenzfläche  q  =  R  gehen  ihre 

Tangential-Componenten,  —  welche  mit  .V  selbst  identisch 
sind,  —  stetig  in  einander  über.  Dass  für  (>  =  :»  nur  ().Vund 
nicht,  wie  es  die  allgemeinen  Bedingungen  verlangen,  q^M 
endlich  bleibt,  weist  auf  die Noth wendigkeit  der  Rückleitung 
hin  (vgl.  Cylinder-Condensator  in  Kap.  I,  S.  70).  Das  äussere 
Feld  M^  ist  dasselbe,  wie  dasjenige  eines  „linearen"  Stromes 
i  in  der  Cylinderaxe.  Das  innere  Feld  im  Abstand  q  aber  ist 
das  gleiche,  welches  ein  in  der  Axe  fliessender  Strom  %=Ajc(/^ 
hervorrufen  würde.  (Man  sieht  zugleich,  dass  das  Feld  im 
Innern  eines  durchströmten  Kreis-Hohlcylinders  Null  ist.)  — 
Das  Feld  M  in  (25)  bleibt  ungeändert,  wenn  der  stromführende 
Cylinder  mit  einem  coaxialen  Hohlcylinder  aus  Eisen  um- 
geben wird,  oder  wenn  er  selbst  aus  Eisen  gebildet  wird. 
Besonders  der  letztere  Fall  ist  von  Interesse:  der  Eisen- 
cylinder  erhält  eine  „inducirte  Magnetisirung" 

r  =  (ji  —  fi^)  M. 

wo  sich  //o  auf  Luft,  ^  auf  Eisen  bezieht;  aber  diese  ist 
ringförmig;  ihr  entsprechen  keine  inducirten  magnetischen 
Mengen;  sie  erzeugt  kein  Zusatzfeld. 

6)  (Als  Ausführung  der  Bemerkungen  S.  255  f.)  Eine  strom- 
führende Spirale  von  A"  Windungen  umgebe  einen  Eisenköi-per, 
der  durch  weitere  Eisenmassen  entweder  a)  vollkommen  oder 
ß)  nahezu  zu  einem  ringartigen  Gebilde  geschlossen  wird. 

Fall   a)    (vgl.   Fig.   21,    S.    159.)      Wir  betrachten    das 
M^dl  =   I      ^dl  für    eine    geschlossene ,   ganz   im 
Eisen  verlaufende  Curve. 

Es  ist    =0        für  jede  Curve  vom  Typus  a; 

=  AT—  h 

Femer  ist  in  der  ganzen  Eisenmasse  /1[9K)  =  0,  und,  wenn 
wir  für  den  Aussenraum  //q  ^=  0  setzen,  an  der  Oberfläche 
2»«  =  0. 
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Wir  setzen  nun  an  die  Stelle  des  Eisenringes  einen  geschich- 
teten Leiter  vom  Leitungsvermögen  2,  =  fi;  an  die  Stelle  der 
.V  Windungen  elektromotorische  Schichten  mit  der  gesammten 

elektromotorischen  Kraft  f  =  JV     •    Dann  ist  (vgl.  S.  159  f.) 

die  Strömung  A  in  diesem  Leiter  durch  dieselben 
Gleichungen  bestimmt  (und  zwar  eindeutig  bestimmt) 
wie  2K.     Es   ist   also  SK  =  ^,   —   als  eine  erste  Näherung, 

in  welcher  Grössen  der  Ordnung  ^  vernachlässigt  sind.   Mit 

der  gleichen  Näherung  folgt  weiter:  das  Integral  Q  =  /  ^ydS, 
gebildet    für    beliebige   Querschnitte    des  Eisenkörpers,    hat 

einen    constanten    Werth ;    der    Quotient     —  =  E  ist  eine 

durch  die  Form  und  die  //-Werthe  der  Eisenmasse  bestimmte 
Grösse,  und  numerisch  gleich  dem  Widerstand  w  des  lei- 
tenden Ringes.  (Man  hat  R  daher  zuweilen  den  „magneti- 
schen Widerstand"  des  Ringes  genannt.) 

Ist  der  Eisenkörper  homogen,  der  Ring  dünn  und  von 
gleichmässigem  Querschnitt  S,  so  wird  i?  =  ,  wo  /  den 
Ringumfang  bezeichnet,  und  somit 

^  l      V 

Fall  ß):  Der  Ring  sei  aufgeschlitzt,  der  Zwischenraum 
mit  Luft  erfüllt.  Würden  wir  hier  wiederum  ^^  =  0  setzen, 
so  würde 9W  identisch  mit  der  Strömung  ^im  aufgeschnitte- 
nen Ring,  d.  h.  =  0.  Um  für  diesen  Fall  eine  erste  Nähenmg 
zu  erhalten,  kann  man  der  Luft  im  Schlitz  den  wahren 
Werth  der  Permeabilität  (fi^),  der  Luft  ini  übrigen  Raum 
den  Werth  0  zuschreiben.  Die  magnetische  Polarisation 
SDf  ist  dann  wieder  gleich  der  Strömung  A  in  einem  geschich- 
teten Leiter,  der  sich  aus  zwei  Theilen  zusammensetzt. 
Der  erste   Theil    ist    der   vom    Eisenkörper   erfüllte  Raum; 

• 

er  enthält  die  elektromotorische  Kraft  f  «=  JV  ^ ,    und    sein 


§3.] 


Ergte,  zweite  Näherung. 
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Leitungsvermögen  ist  2  =  /^;  die  Strom-Eintrittsflächen  werden 
von  den  Stirnflächen  des  Schlitzes  gebildet;  die  Mantelfläche 
bildet  der  Rest  der  Eisenoberfläche;  der  elektrische  "Wider- 
stand dieses  Körpers  heisse  R.  Der  zweite  Theil  des  Leiters 
ist  ein  Körper  vom  Leitungsvermögen  X  =  (Iq,  ohne  innere 
elektromotorische  Kraft;  seine  äquipotentialen  Strom-Ein- 
trittsflächen S^  und  S^  bilden  die  Stirnflächen  des  Schlitzes; 

seine  Mantelfläche  Sq  ist  eine  willkürliche  Fläche,  welche  mit 
Sg  und  S^  zusammen  den  Schlitz  begrenzt.    Da  der  Abstand 

der  Stirnflächen  klein  sein  soll  gegen  ihre  linearen  Ab- 
messungen, so  ist  der  Widerstand  dieses  Körpers  nahezu 
unabhängig    von     der    besonderen    Wahl     der    Fläche    Sq] 

er  heisse  Ä^«  —  Es  hat  wiederum  Q  =  /  WlydS  denselben 
Werth   für   alle   Querschnitte   des   vollständigen  Ringes  und 


es  wird 


y  =  Q(R  +  Bo)' 


Dass  ^  sehr  klein  ist,  hat  zur  Folge,  dass  R  klein  ist  gegen 

Rq,   selbst  wenn  die  Breite   des  Schlitzes  nur  einen  kleinen 
Theil    des  Ringumfanges    ausmacht. 
Es  genügt  daher  praktisch,  den  Ver- 
lauf der  Kraftlinien  im  Eisen    an- 
nähernd zu  kennen;  d.h.  man  darf 


Ä  = 


l 
,iS 


IT 


i 


71  a» 


SS 


setzen,  wo  S  einen  mittleren  Quer- 
schnitt, /  eine  mittlere  Länge  des 
Eisenkörpers  bezeichnet.  —  Die  hier 
skizzirte  Methode  findet  in  der 
Technik  Verwendung  als  erste  Nähe- 
rung. Eine  zweite  Näherung  wird 
erhalten,  indem  man  (vgl.  Fig.  33)  den 

„magnetischen  Kreis"  in  eine  endliche  Anzahl  (A-  +  1)  von 
Abschnitten  zerlegt,  von  denen  einer  durch  die  Luftschicht 
gebildet  wird,  die  übrigen  durch  passend  gewählte  Stücke  des 


Fig.  88. 
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Eisenkörpers.  Es  wird  angenommen,  dass  innerhalb  jedes 
einzelnen  Abschnitts  Q  einen  constanten  Werth  habe,  während 
an  den  Endpunkten  jedes  Abschnitts  Kraftlinien  abzweigen 
(„gestreut  werden").  Die  Vertheilung  der  Kraftlinien  wird 
damit  gleichgesetzt  der  Vertheilung  der  Strömung  in  einem 
verzweigten  Leitersystem,  welches  nur  in  einem  Zweige 
eine  elektromotorische  Kraft  enthält,  und  in  welchem  die 
{k  +  1)  Kingabschnitte  die  Zweige  eines  Umlaufs  bilden. 
Die  Gleichung  des  „Kreises"  wird  daher 


WO  der  Index  0  sich  auf  Luft  beziehen,  und  S  eine  Summa- 
tion  über  die  /.*  Abschnitte  des  Eisenkörpers  bezeichnen  soll. 
Schreibt  man 

so  sind  die  Grössen  v  constante,  von  i  unabhängige  Coefficienten, 
welche  empirisch  bestimmt  werden  können  und  als  „Streu- 
ungscoefficienten"  bezeichnet  werden.  (In  der  correspon- 
direnden  Strömungsaufgabe  sind  es  Functionen  der  Wider- 
stände aller  Zweige  des  Netzwerks.)  Mit  dieser  Bezeich- 
nung wird 

In  dieser  Gleichung  bedeutet 

^-  die  mittlere  Polarisation  9R, 

^-^  die  mittlere  Feldstärke  M 

in   dem   betreffenden  Eisenstück.     Nun    ist   für  Eisen   (vgl. 

Kap.  VinA)  dass  Verhältniss  thatsächlich  keine  Con- 
stante: es  ist  vielmehr 

eine  Function,  welche  für  jede  Eisensorte  empirisch  bestimmt 
werden  muss.  Führen  wir  diese  Verallgemeinerung  ein, 
so  wird 
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i^i  =  (2„i?„^-:s^/(?f) 


Sind  die  Ptmctionen  f  experimentell  bestimmt,  und  ebenso 
die  Ooefficienten  v  (welche  jetzt  ebenfalls  keine  Constanten 
mehr  sind),  so  kann,  tabellarisch  oder  graphisch,  i\7  als 
Function  der  Induction  Q^  durch  den  Luftraum  dargestellt 
werden,  —  also  auch  umgekehrt  Q^  als  Function  von  Xi.  — ■ 
Die  Gleichung  bildet  die  Grundlage  für  die  Constniction  der 
Dynamomaschinen.     (Hopkinson.) 

B.   Mechanische  Kräfte  auf  Stromträger  in  einem 

gegebenen  Feld. 

1)  Ein  linearer  Strom  i  befinde  sich  in  einem  gleich - 
f(5rmigen  Felde  M,  Dann  ist  [vgl.  (7)  (8)]  die  Arbeit  bei 
einer  Verschiebung 


A=  ^ÖQ, 


wo 


S^=l  cos  (Nx)  dS   etc. 

Wir  nennen  „Ebene  des  Stromes"  die  Ebene,  für  welche 
die  Projection  einer  von  der  StromcuiTe  umspannten  Fläche 
den  grössten  Werth  besitzt.  Die  positive  Normale  dieser 
Ebene  heisse  v.  Als  „Fläche  des  Stroms"  *S^ bezeichnen  wir 
die  Grösse  dieser  Maximalprojection,  d.h.  die  algebraische 
Summe   aller    cos  (Xv)  dS.     Dann  ist   S^  =  S  cos  (vx)  etc., 

folglich 

Q^fiM'  S'C09{Mp).  (26) 

Sei  der  Stromträger  lediglich  drehbar  um  eine  verticale  Axe; 
sei  2  die  maximale  Projection  von  S  auf  eine  verticale  Ebene, 
H  die  horizontale  Componente  von  M,  und  &•  der  Winkel 
zwischen  H  und  der  Normalen  von  U]  dann  ist 

Q  =  fiH'  S'  cos  ^  +  const . 
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Gleitschiene. 
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und  folglich  das  Drehungsmoment  zu  wachsenden  ^: 

e  =  14  =  —  Tr  i^^--^;.  sin^ . 


(27) 


Dieses  Drehungsmoment  kann  durch  dasjenige  einer 
bifilaren  Aufhängung  compensirt  und  geraessen  werden. 
(Web er' s  Bifilargalvanometer.) 

Ist  —  wie  etwa  in  Figur  34  —  die  Form  der  Strom- 
curve  derartig,  dass  5=0  ist,  so  wird  die  Arbeit  Null  für 
jede  Verschiebung  in  einem  gleichförmigen  Felde.  Das  heisst: 
ein  solches  „astatisches"  Leitersystem  ist  im  gleichförmigen 
Felde  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht.  Es  können  daher  an 
ihm  die  Einwirkungen  eines  beliebigen  Feldes  beobachtet 
werden,  unbeeinflusst  von  dem  gleichzeitig  vorhandenen 
Erdfelde. 


/ 


Ir 


•^ 


--->)r 


Fig.  34. 


Fig.  86. 


2)  Ein  im  übrigen  beliebig  geformter  Stromkreis  (Fig.  35) 
enthalte  u.  A.  zwei  parallele  Schienen  im  Abstände  6,  auf 
welchen  eine  dritte,  zu  ihnen  normale  Schiene,  die  Brücke, 
gleiten  kann.  Wo  diese  Brücke  sich  befindet,  bestehe  ein 
Feld,  dessen  Componente  nach  der  positiven  Normale  der 
Stromfläche  M^r  heissen  mag.    Gleitet  dann  die  Schiene  um 

6x  nach  aussen,  so  ist 

6Q  =  (iM^y'b'öx] 
also  wirkt  auf  die  Schiene  eine  nach  aussen  gerichtete  Kraft 

My  ist  positiv  und  die  Schiene  wird  nach  aussen  getrieben, 

wenn  der  Strom  die  Richtung  der  Pfeile  in  Fig.  35  hat,  und 
zugleich   die  Elraftlinien   von    vom   nach    hinten   durch   die 


§  3.] 


Rotirender  Leiter. 
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Zeichnungsebene  treten,  oder  wenn  beide  Bichtungen  die 
entgegengesetzten  sind;  —  die  Schiene  gleitet  nach  innen, 
wenn  eine  der  beiden  Richtungen  umgekehrt  wird. 

3)  Ein  Stromkreis  (s.  Fig.  36)  sei  zum  Theil  gebildet  aus 
einem  kreisförmigen  Leiter  ACBD  vom  Kadius  i?,  und  einem 
radialen  Leiter  EB^  welcher  um  den  Mittelpunkt  rotiren 
kann.  Den  Rest  der  Leitung  bilde  eine  Verbindung  EFA 
zwischen  dem  Mittelpunkt  E  imd  einem  festen  Punkt  der 
Peripherie  A.  Der  Strom  in  diesem  Stück  und  im  radialen 
Leiter  sei  i.  Es  sei  ein  gleichförmiges  Feld  M  vorhanden, 
welches   normal  zur  Ereisebene,  und  zwar  von  der  Vorder- 


Fig.  86. 


Fig.  87. 


Seite  zur  Rückseite  der  Zeichnung  gerichtet  sei.   Dann  wirkt 
nach  (9a)  auf  ein  Element  dr  des  radialen  Leiters  eine  Kraft 


fdr  =  ^  fiMdr 

in  der  Richtung  des  Doppelpfeils.    Die  Gesammtheit  dieser 
Kräfte  erzeugt  ein  Drehungsmoment 


R 


e  =  Crfdr  =  ^fiM 


2 


Dasselbe  besitzt  constante  Grösse  und  wirkt  stets  im  gleichen 
Sinne.    Es  würde  also,  wenn  keine  anderen  Kräfte  wirkten, 
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eine  dauernde  Botation  des  radialen  Leiters  mit  unbegrenzt 
zunehmender  Geschwindigkeit  zur  Folge  haben. 

Wir  wollen  das  Resultat  nochmals  direct  aus  (7)  und  (S) 
ableiten.  Q  hat  eine  Bedeutung  nur  für  vollständige,  ge- 
schlossene Stromschleifen.  In  solche  muss  sich  aber  auch 
jedes  System  stationärer  Ströme  zerlegen  lassen.  Das  unsrige 
entsteht  aus  den  Strömen  i,  in  der  Bahn  ACBEFA  und  ij  in 
ADBEFA ,  welche  sich  auf  der  Strecke  BEFA  zu  i  =  «j  +  U 
superponiren.  Das  Feld  tritt  durch  die  Fläche  5,  von  i,  in 
negativer,  durch  die  Fläche  S^  von  i^  in  positiver  Bichtung. 
Es  ist  also 

• 

lA  =  *;,  (f Qi  +  !^  ddi, ,    wo    rfQ,  =  —  fiM'  dSi 

Wenn  aber   EB  in   der  Bichtung   des  Doppelpfeils  um  dO- 
rotirt,  so  ist 

—  dSi  =  iR^d»  =  +  dS2, 
Folglich 

4)  (Sogenannte  unipolare  Wirkung.)  Um  die  Axe  eines 
der  Länge  nach  gleichförmig  magnetisirten  dünnen  Stabes 
SX  (s.  Figur  37)  möge  das  Stück  AGB  eines  Stromträgers 
rotiren  können,  der  durch  die  beliebige  Curve  BDA  zum 
Kreise  geschlossen  ist.  Das  magnetische  Feld  ist  dasjenige 
zweier  magnetischer  Mengen  +  m ,  —  m ,  welche  sich  in  N 
bezw.  S  befinden.  Nach  Kapitel  m,  (70)  ist  das  auf  den 
Bogen  AGB  wirkende  Drehungsmoment,  welches  von  einem 
Pol  1  im  Punkte  j)  herrührt: 


«(^) = v:  V 


cos  {pB,  SN)  —  cos(i?^,  SN) 


Also  ist  das  resultirende  Drehungsmoment: 

e  =  m  e(N)  —  m  e{S) ,  wo 

^'W=TfiF[-l -(+!)]  = 


iTtV  ^  '     ^J  i^V 
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Folglich 


Ö(S)  =  ^  [+!-(+ 1)]  =  0. 


®  =  -"^"V  =  "^'''*'' 


der  Bügel  ACB  wird  also  stets  in  gleichem  Sinn  um  die 
Axe  SN  herumgeführt,  und  zwar  so,  dass  er  aus  der  ge- 
zeichneten Lage  nach  vorn  tritt.  Wesentlich  für  das  Resul- 
tat ist,  dass  N  zwischen  A  und  ß,  S  aber  auf  der  Verlängerung 
von  AB  liegt.  Wenn  NS  zwischen  A  und  5,  oder  ganz  ausser- 
halb AB  läge,  so  würde  ö  =  0 . 

Das  Resultat  ist  erhalten  (vgl.  die  Ableitung  in  Kap.  III) 
aus  der  Zusammensetzung  der  Elementarkräfte,  welche  auf 
die  Elemente  des  Bogens  ACB  wirken,  oder  mit  anderen 
Worten:  aus  der  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  von  ACB 
bei  einer  virtuellen  Drehung  geschnitten  werden.  Wir 
wollen  es  nochmals  ableiten  aus  der  Gleichung 

Es  scheint,  als  müsse  (4  von  d-  unabhängig  sein,  da  ja 
das  Feld  symmetrisch  um  SN  ist.  Man  muss  aber  beachten, 
dass,  wenn  Q  berechnet  werden  soll  als 


=  j  fi^T^ 


Q^jfiM^dS, 

die  Fläche  S  das  magnetische  System,  von  welchem  M  her- 
rührt, nicht  schneiden  darf.  Man  muss  sich  also  etwa  die  Curve 
ACBDA  von  einer  elastischen  Membran  ausgefüllt  denken,  welche 
den  Stab  SN  nicht  durchdringt  und  sich  bei  der  Drehung  um 
den  Stab  herumwickelt.  Bei  einer  vollen  Umdrehung,  bei 
welcher  diese  Membran  ihre  negative  Seite  nach  innen  wendet, 
hat  sich  dann  Q  vermehrt  um  die  Zahl  aljer  Kraftlinien,  welche 
von  xV ausstrahlen  (die Kraftlinien  ^.Vdivergiren  gleichmässig 
nach  allen  Richtungen  von  N,  der  Bruchtheil,  welcher  im 
Stab  liegt  und  die  Fläche  nicht  trifft,  ist  also  verschwindend), 
—  d.  h.  um  m.     Folglich  ist  die  Arbeit  für  eine  volle  Um- 

4  4    dv 

drehung:  m  ^ ,  und  für  eine  Drehung  um  dB'  ist  sie:  m  -  ^r  . 
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Man  sieht  femer  aus  der  Figur,  dass  die  Stromtiäche  ihre 
negative  Seite  nach  innen  wendet,  wenn  AGB  im  negativen 
Sinn  um  SN  rotirt.    Demnach 


Fig.  88. 


2xV 

5)  (Gramme'scher  Ring.)  Ein  um  seine  Axe  drehbarer 
Kringkörper  vom  Querschnitt  S  sei  mit  einer  in  sich  zurück- 
laufenden Spirale  von  2jrj^  gleichmässig  vertheilten  Windungen 

bedeckt  (s.  Fig.  38).  Die 
Spirale  sei  an  zwei  diametral 
gegenüberliegenden  Punkten 
A  und  B  durch  Schleif contacte 
mit  einem  äusseren  Strom- 
kreise (i)  in  leitender  Verbin- 
dung, tverth eilt  sich  dann  auf 
diebeidenWindung8häKten(f| 
und  i2).  Es  bestehe  ein  mag- 
netisches Feld,  welches  im 
Ringe  bei  A  wie  bei  B  den 
Werth  M  und  die  Richtung 
des  Pfeils  hat.  Die  Spirale 
sei  rechts  gewunden.  Wenn  dann  eine  bestimmte  Win- 
dung im  Sinne  des  Pfeils  von  A  nach  B  übergeführt  wird,  so 
ist  der  Strom  in  ihr  t, ,  und  die  Zahl  der  in  positiver  Rich- 
tung durch  sie  hindurchtretenden  Kraftlinien  wächst  von  —  Q^ 
auf  +  Oo>  wo  Qo  ==  fiMS.  Während  sie  weiter  von  B  nach  A 
übergeführt  wird,  ist  der  Strom  in  ihr  ?2>  und  die  Kraftlinien- 
zahl wächst  zum  zweiten  Mal  von  —  Qq  auf  +  Qq  .  Die  an 
ihr  geleistete  Arbeit  bei  einer  vollen  Umdrehung  ist  somit 

Die  an  dem  ganzen  System  der  2xp  Windungen  geleistete 
Arbeit  ist  also 

und  folglich  das  Drehimgsmoment 
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C.  Stromträger  im  Felde  von  Strömen. 

1)  Zwei  unendlich  lange  parallele  Drähte  im  Abstände  a, 
-  deren  jeden  wir  uns  in  unendlicher  Entfernung  zum  Ki'eise 

geschlossen  denken,  —  mögen  die  Ströme  i,  und  i^  fuhren.  Das 
Feld  von  i^  am  Orte  des  Elements  ds2  ist  dann  nach  (25) 

normal  zur  Ebene  der  Faralleldrähte,  im  Sinn  des  positiven 
Umlaufs  um  i|.    Also  ist  die  auf  0^2  wirkende  Ejraft  nach  (9  a): 

sie  hat  die  Richtung  der  gemeinsamen  Normalen  der  beiden 
Drähte  und  ist  anziehend  oder  abstossend,  je  nachdem  i,  und 
*2  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

2)  Eine  unendlich  lange  gerade  Spirale  mit  dem  Strom 
t,  und  n,  Windungen  von  der  Fläche  *S,  auf  der  Längenein- 
heit rage  in  eine  zweite  parallele,  ebenfalls  unendlich  lange 
Spirale  {2,  n^  soweit  hinein,  dass  alle  Enden  unendlich  weit 
von  einander  entfernt  sind.  Wenn  sie  dann  um  6x  weiter 
eingesenkt  wird,  so  vermehrt  sich  die  Zahl  der  durch  die 
Gesammteinheit  ihrer  Windungen  hindurchtretenden  Kjaft- 
linien  nach  (21)  um 

je  nachdem  die  Ej*aftlinien,  welche  positiv  durch  die  Strom- 
Hächien  von  i^  treten,  positiv  oder  negativ  durch  5,  treten, 
d.  h.  je  nachdem  t,  und  i^  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Richtung  haben.  Nach  (10)  ist  folglich  die  Kraft,  mit  welcher 
die  Spirale  eingesaugt  wird: 

■       • 

/■=±^^w,  njÄ,.  (28) 

Hierin  ist 

wo  /?,2  den  durch  die  Gleichungen  (11)  definirten  wechsel- 
seitigen Inductionscoefficienten  der  beiden  Spiralen  bezeichnet. 

Cobn,  elektromagn.  Feld.  18 
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3)  Eine  sehr  lange  Spirale  mit  dem  Strom  t,  und  w, 
Windungen  von  der  Fläche  S^  auf  der  Längeneinheit  sei  an 
einer  von  den  Enden  sehr  weit  entfernten  Stelle  von  X2 
Windungen  einer  zweiten  Spirale  umgeben;  dann  ist  am  Ort 
dieser  letzteren  nach  (21): 

i¥,  =  -^  innerhalb  Ä, 

Jtf,  =  0     ausserhalb  81 ; 

"°*  Pn  =  ^^/^S,.  (29) 

Die  Gleichungen  (21)  gelten  auch  noch,  wenn  sich  innerhalb 
der  ersten  Spirale  ein  sehr  langer  Eisencylinder  befindet.  Sei 
dessen  Querschnitt  S,  seine  Permeabilität  /m,  und  seien  5o,  fiQ  die- 
selben Grössen  für  den  übrig  bleibenden  Luftraum  (sodass  also 
'S'  +  Äo  =  Äj )    dann  wird 

Pn  =  ^^'- (f^S  +  fi,So) .  (29a) 

Pi2  ist  unabhängig  von  der  Lage  der  äusseren  Spirale; 
es  ändert  sich  nicht  bei  Verschiebung,  Drehung  oder  Defor- 
mation derselben.  Also  wirken  auch  keine  mechanischen 
Kräfte  auf  die  Spirale.  (Die  Bedeutung  von  2h2  ^i^d  aber 
in  Kap.  V  heiTortreten.) 

4)  In  der  Tangentenbussole  [s.  A,  4)]  werde  der  kleine 
Magnet  durch  einen  kleinen  verticalen,  vom  Strom  ij  durch- 
flossenen  Kreis  ersetzt.  Bildet  dessen  Fläche  82  niit  der 
Ebene  des  äusseren  Stromkreises  (tj)  den  Winkel  &•,  so  ist 
nach  (23  a) 

und  es  wirkt  folglich  nach  (10)  auf  den  kleinen  Kreis  ein 
Drehungsmoment 
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5)  Wir  wollen  noch  den  wechselseitigen  Inductionscoef- 
ficienten  j?i2  berechnen  für  zwei  Kreise  von  den  Radien  Ä 
und  a,  welche  in  parallelen  Ebenen  vom  Abstände  x  liegen, 
und  deren  Mittelpunkte  sich  auf  der  gleichen  Normalen  dieser 
Ebenen  befinden.    Nach  (15)  ist 

^»2  =  4Vr2^'  wo  m  =  2^  /  -^.    -   .^  ^^.  ^  -    . 
^•^  *^  J  yx^  +  A^  +  a^  —  2^acos^ 

o 

Setzt  man  &  =  je  —  2i] 

AAa 


k^  = 


(A  +  ay  +  x^' 
so  wird  cos  ^  =  2  sin^^  —  1  und 


0  ' 

[(2  -  ki)  F  -  2  e\, 


=  4;r>'^'' 


^  =  f.rr=^^-'--^  -  '  ^  =  T/l  -  k'^  sin'^  ri^  dri 

J  y  \  —  k^^m^ri  J 

O  *  0 


die   vollständigen  elliptischen  Integrale  erster,  bezw.  zweiter 
Gattung  zum  Modul  k  bezeichnen. 

Es  mögen  speciell  die  beiden  Kreise  einander  sehr  nahe 
liegen,  d.  h.  A  —  a  und  x  sehr  klein  sein  gegen  A.  Dann 
wird  A;'^  sehr  nahe  gleich  Eins.     Setzt  man  dann 

fc'2  _  1  _  i,2  _  (A-ay  +  x^ 

Ä      _1  Ä     —  (^^^)2  +  a,2» 

so  ist  (s.  z. B.  Schlömilch,  höhere  Analysis Band  11,  S.  322f.): 


+ .. 


18 
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In  erster  Näherung  wird 

2A' 

wo  b  den  kürzesten  Abstand  der  beiden  Kreislinien  bezeichnet ; 
und  zugleich 

m  =  ixA  [F  —  2E]  =  inA  [k{j)  —  ^l ; 
also 


^'^^d'r^^ 


1 


VlX  =  4xA 


lg 


8.^         -  '''' 


§  4.  Massmethoden. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Grundlagen  elektrodynamischer 
Massmethoden  enthalten,  welche  wesentlich  von  "Wilhelm 
Weber  ausgebildet  worden  sind.  —  Alle  Gleichungen  dieses 
Kapitels  enthalten  eine  Grösse  F,  welche  hier  zuerst  aufge- 
treten  ist  und  eine  universelle   Constante   bezeichnet.     Nur 

in  der  Verbindung  ^  kommen  Stromstärken  i  vor. 

DieResultate  unter  A  zeigen  allgemein,  wie  ^> ,  —  diejenigen 

•*> 
unter  B,  wie  f^  (iM^  —  diejenigen  unter  C,  wie  ^^^  in  mecha- 
nischem Mass  gemessen  werden  kann.    Auch  die  Combination 
zweier  Messungen  nach  A  und  B  giebt  die  Grösse  -^ ,   und 

zugleich  n^P.  —  Instrumente  zur  Messung  von  -      oder  von 

-4.*/ 

//3f  heissen   allgemein   Galvanometer,    Instrumente    zur 

r 

Messung  von  \^^   Elektrodynamometer.    Die  einfachsten 

Formen  des  Galvanometers  bilden  die  unter  A  4)  und  B  1) 
beschriebenen  Instrumente.  Die  Anordnung  unter  C  4)  ist 
das  Schema  des  Web  er 'sehen  Dynamometers.    Ein  Dynamo- 
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meter,  welches  die  translatorischen  Kräfte  auf  Stromspulen 
benutzt,  ist  von  Lord  Rayleigh  (Philos.  Transactions  175, 
S.  411)  angegeben  worden.  Das  einfachste,  aber  praktisch 
nicht  ausführbare  Schema  eines  solchen  Instruments  würde 
die  Anordnung  unter  C  2)  bilden. 

Aus  Gleichung  (2)  folgt,  dass  -r;rjr  eine  Länge  ist,  aus  (9), 

dass  fi.^f  eine  Kraft,  dividirt  durch  eine  Länge  ist.  —  In 
Zeichen: 


Folglich 


(und  wie  schon  früher  gefunden: 

Für  einen  bestimmten  Strom  i  erhält  man  so  z.  B.  mittels 
CM))  oder  mittels  der  Combination  von  (24)  und  (27) 

'^/'  =  A  gr''^  cm'/«  sec-S 

wo  fi^  die  Permeabilität  der  Luft  ist. 

Für  den  gleichen  Strom  erhalte  man  nach  den  Methoden 
von  Kap.  II  §  5,  wenn  Sq  die  Dielektricitäts-Constante  der 
Luft  bezeichnet: 

— pr-  =  ß  gr  '*  cm ''  sec    . 

Eine  Combination  beider  Messungen  ergiebt  dann: 

V     _B  cm 
Y^of^  ~  ^  sec' 

Diese   Constante  ist  zuerst  von  W.  Weber  und  K.  Kohl- 
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rausch,  und  später  häufig  nach  mannigfachen  Methoden  ge- 
messen worden.    Das  Ergebniss  ist 

—Z,^=  3.1010  5??.  (32) 

Allgemein  ist,  wenn  s  und  fi  sich  auf  einen  beliebigen 

Y 
Körper  beziehen,       =  eine  Geschwindigkeit,  und  zwar  oflfen- 

bar  eine  Geschwindigkeit,  welche  diesen  Körper  in  elektro- 
magnetischer Beziehung  charakterisirt;  ihre  einfache  physi- 
kalische Bedeutung  werden  wir  in  Kap.  VII  kennen  lernen. 

Leitet  man  den  nach  den  Methoden  dieses  §  gemessenen 
Strom   gleichzeitig   durch  einen  Elektrolyten,  so  erhält  man 

'  sec 

wo,  wie  in  Kap.  II  §  5,  a  das  Aequivalentgewicht  eines  aus- 
geschiedenen Ions  und  tj  die  elektrochemische  Constante 
bezeichnet.  Durch  Combination  beider  Messungen  ergiebt  sich: 

at]  —j^-r  =  —  gr  '*  cm    '* . 

So  wurde  gefunden  —  s.  F.  und  W.  Kohlrausch,  Wied. 
Ann.  27,  S.  1;  Lord  Rayleigh  1.  c.  — 

a^  f]    ^fLL^  =  0,0001036  gr''«  cm"*''* .  (33) 

Bezeichnet  w  einen  Widerstand,  £  eine  elektromotorische 
Kraft,  t  eine  Zeit,  dann  ist  ihut  eine  messbare  Energiegrösse 

(vgl.  Kap.  II,  §  5).     Also  erhält  man  mittels       J^^  auch 

=  D  cm  sec     , 

und  weiter  aus  dem  Ohm'schen  Gesetz: 

~=^  =  E  gr'*  cm  '*  sec     . 

y  ^0 

So  kann  man  für  den  Widerstand  w^  der  Siemens-Einheit 
erhalten: 
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WsJiJtVy  ^    109    cm 
Ajtfio  1,063  sec' 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  für  das  specifische  Leitungsver- 
mögen Xi  des  Quecksilbers: 

X,  -.^-^^^  =  1,063 .  lO-«^  -~  •  (34) 

Weiter    für    die    elektromotorische    B^aft    des   Clark'schen 
Elements  bei  15«  C: 


e^  -^Z'  --  =  1 ,433 .  10«  gr'/«  cm'/«  sec"^ .  (35) 

y  4jr^o 

In  den  Gleichungen  (32),  (33),  (34),  (35)  sind  die  Resul- 
tate der  wichtigsten  elektromagnetischen  Normalen -Be- 
stimmungen enthalten.  Indem  man  (32)  mit  je  einer  der 
folgenden  Gleichungen  combinirt,  erhält  man  die  in  Kapitel  II, 
§  5  angeführten  Zahlen. 

Unsere  Gleichungen  sind  unabhängig  von  jeder  Fest- 
setzung über  die  Masssysteme  für  elektrische  und  magnetische 
Grössen;  sie  setzen  lediglich  voraus,  dass  mechanische  Grössen 
in  absolutem  mechanischem  Mass  gemessen  seien,  (in  welchem 
^Kraft  =  Masse  mal  Beschleunigung").  Wir  haben  nun 
bereits  ein  „absolutes  elektrisches  Masssystem"  erwähnt, 
welches  Ajisq  =^  1  setzt;  und  ein  „absolutes  magnetisches 
Masssystem",  welches  4jtfiQ  =  1  setzt.  TrifiFt  man  beide  Fest- 
setzungengleichzeitig, so  entsteht  das  sogenannte  „Gauss 'sehe 
Masssystem"  (welches U.A.  Helmholtz  und  Hertz  benutzen). 
In  diesem  hat  V  einen  bestimmten  Werth;  es  ist  nämlich 
nach  (32): 

4jrF=  3.10^0  ^^' 

sec 

Ein  zweites,  das  sogenannte  „elektrostatische  absolute 
Masssystem",  entsteht  durch  die  Festsetzungen: 

4jt6Q  =  1  und  4jt  F=  1 . 

Es  ist  selten  benutzt  worden. 

Ein  drittes,  das  sogenannte  „elektromagnetische  absolute 
Masssystem"  setzt  fest: 

4jt/Iq  =  l  und  4JtV=  1 . 
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Dieses  Masssystem  liegt  der  überwiegenden  Mehrzahl  elektro- 
magnetischer Messungen  zu  Grunde,  und  zwar  in  neuerer 
Zeit  mit  der  weiteren  Festsetzung,  dass  cm,  gr,  sec  als  Ein- 
heiten von  Länge,  Masse  und  Zeit  gelten  sollen,  —  sogenanntes 
c.  ^.  «.-System..  — 

Als  Abart  dieses  letzten  hat  sich  ferner  ein  sogenanntes 
„praktisches  Masssystem"  entwickelt.  Dieses  wählt  als  Einheit 


10   V^.5.-Einheiten, 
10» 


=  109 
=  10-^ 


=  10 


-9 


für  die  Stromstärke:  1  Ampere 

für  die  elektromotor.  Kraft:  l  Volt 
für  den  Widerstand  1  Ohm 

für  die  Elektricitätsmenge:  l  Coulomb 
für  die  elektrostatische 

Capacität:  1  Farad 

fiir  elektromagnetische  In- 

ductionscoefficienten:         1  Quadrant  =  10^ 

für  die  Energie:  1  Joule         =10' 

für  die  Energieabgabe  in  der 

Zeiteinheit  (Leistung):      l  Watt  =^  10' 

Diese  Einheiten  entstehen,  wenn  man,  wie  im  c.^f.s-System, 


>) 


») 


»> 


ii 


1} 


» 


u 


» 


» 


u 


jj 


» 


ij 


9 


4jtiiQ  =  l  und  4jtV=  1  setzt,  weiter  aber  10'  cm,  10~  gr, 
sec  als  Grundeinheiten  der  Länge,  Masse  und  Zeit  wählt. 
Neben  den  genannten  abgeleiteten  Einheiten  benutzt  aber  das 
„praktische  Masssystem"  für  die  magnetischen  und  für  die 
geometrischen  Grössen  die  Einheiten  des  c. ^. «.-Systems. 
Das  „praktische  Masssystem"  ist  also  kein  consequentes  ab- 
solutes Masssystem;  es  kann  aus  unseren  Gleichungen  nicht 
durch  Specialisirung  der  verfügbaren  Constanten  (ohne  Ein- 
führung von  Zahlfactoren)  abgeleitet  werden.  Für  die  Zwecke 
der  theoretischen  Physik  ist  es  ungeeignet. 

Wir  stellen  tabellarisch  zusammen: 


47r€o 


47r//o 


47rF 


Gauss    .... 

elektrostatisch   . 

1       sec^ 
elektromagnetisch     qäÖ^,-^^ 


3.10to  ^  I  1,063 .  10"* .  aiO**-  ^ 


sec , 


sec 


1       sec^ 
9.1020  cm2  j 

1         1 


1 
1 


v-5     ^  ^n.iO    1 


1,063 .  10""" .  9.10"- 

sec 


1,063.10 


-6  sec 
cm2 
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§  5.   Energie  des  stationären  magnetischen  Feldes. 

In  den  älteren  Untersuchungen  über  das  magnetische  Feld 
elektrischer  Ströme  spielt  dessen  Energie  keine  Rolle.  Wir 
fragen  jetzt  nach  dem  Werth  dieser  Grösse,  und  wollen  uns 
dabei  leiten  lassen  durch  die  Kenntniss,  welche  wir  bereits 
von  der  Energie  eines  magnetischen  Feldes  anderer  Art  be- 
sitzen. Von  den  Ausdrücken,  welche  wir  in  Kap.  III  fanden, 
scheiden  diejenigen  ohne  weiteres  aus,  welche  die  magneti- 
schen Mengen  oder  die  Magnetisirung  enthalten.  Als  ein  mög- 
licher Werth  bleibt  nur  derjenige  der  Gleichung  (F): 


W 


=  V-i  ffiM^dr. 


Wir  nehmen  an,  dass  dieser  Ausdruck  die  Energie  eines 
magnetischen  Feldes  ganz  allgemein  darstelle,  —  möge  nun 
in  diesem  Felde  nur  magnetische  Vertheilung  oder  nur  elek- 
trische Strömung  oder  beides  gleichzeitig  vorhanden  sein.  — 
Diese  erweiternde  Annahme  muss  und  wird  ihre  Berechtigung 
darin  finden,  dass  die  Abnahme  des  Werthes  W^^  in  (F)  bei 

irgend  welchen  möglichen  Veränderungen  des  Systems  that- 
sächlich  stets  gleich  der  Summe  aller  in  nicht-magnetischer 
Fomi  auftretenden  Energie  ist.  (Siehe  Kap.  V  und  in  all- 
gemeinster Form  Kap.  VIII  B.)  — 

Wir  ziehen  einige  Folgerungen  aus  unserer  Annahme. 
Es  sei  gegeben  bei  unveränderter  Anordnung  der  Materie, 
also  unveränderten  ^-Werthen: 

1)  eine  beliebige  magnetische  Vertheilung  (>,  ö;  zu  ihr 
gehöre  das  Feld  Jtfj  und  die  Energie  W^^] 

2)  eine  beliebige  stationäre  Strömung  A]  zu  ihr  gehöre 
M,   und    W^,; 

3)  die  Vertheilung  (*,  ö  und  die  Strömung  A  gleichzeitig; 
das  Feld  heisse  dann  M,   die  Energie  W^. 

Dann  ist 

1)  ^^mi  =  y-ij  f^^fi  ^^dx ,      M^^==—  ^^,  y>  einwerthig, 
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3)    TT'«.  =  %ffiM' dz,       Mi^  M,i  +  M„ . 

Es  folgt: 

TT«  =  Wmi  +  TI'„,  +  R, 

WO 

=  i  ^) .  r{pM^)  dx  =  Q; 

also 

TT"„  =  TT'„,  +  W^„  (36) 

Das  heis8t:  eine  wechselseitige  Energie  zwischen  permanen- 
ten Magneten  und  stationären  Strömen  existirt  nicht;  die 
Energiewerthe  beider  Systeme  addiren  sich  einfach,  wenn  die 
Systeme  superponirt  werden. 

Die  Energie  des  Magnetsystems  und  ihre  Umwandlung 
ist  in  Kapitel  III  vollständig  behandelt.  Wir  können  und 
wollen  daher  jetzt  annehmen,  es  seien  im  Felde  keine  Mag- 
nete, vielmehr  nur  Ströme  vorhanden.    Es  ist  dann 

P(^M)  =  -^  und  r(/iitf)  =  0. 

Aus  der  letzteren  Gleichung  folgt  (vgl.  S.  226),  dass  es  eine 
unendliche  Anzahl  von  Vectoren  A  giebt,  welche  der  Gleichung 

^M^  P{Ä) 

genügen,  stetig  sind  und  im  unendlichen  verschwinden.  Einen 
solchen  Vector  A  wollen  wir  in  den  Ausdruck  für  die  Energie 
des  „Stromfeldes"  einführen.    Es  wird  zunächst 

Wir  integriren  partiell  über  den  unendlichen  Raum ;  wegen  der 
Eigenschaften  von  M  und  A  treten  keine  Flächenintegrale  auf, 
und  es  entsteht: 


§  5.]  Eaerg»  df¥  Stromfe^de^;  seaiK  Form  2sSt 

oder 

TT,  =  ^\JU,  A,  +  J,  -f,  +  A,  A.  ^r , 


(ST' 


Seien  ferner  zwei  verschiedene  StromsTsteme  der  .1,  und  .1, 

gegeben;  dann  ist  in  leicht  Terständlicher  Bezeichnung: 

W^=  TT^iH-  ^^+  K,  wo 

Um  die  physikalische  Bedeutung  des  Ausdrucks  (37) 
deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  zerlegen  wir  den  Raum  r 
in  Stromfaden  mit  der  Leitcurve  «,  dem  Querschnitt  dq  und 
dem  Strom  </f ,  sodass  also 

dt  =  dq-dft^     ui  =  Agj     di^=  Adq 
wird,  und  di  constant  ist  längs  s.    Dann  wird 

W^  =  2  YJ  J  ^.  Adqd8=  ^  ^j  di  j  A^ds, 

o 

oder 

Q=  I  A^d8  =  l  fiMydS  die  Induction  durch  die  Curve  s 

O 

bezeichnet,  und  die  Summation  über  alle  Stromfäden  zu  er- 
strecken ist. 

Ebenso  kommt 

Ä=/0,/^  =/<?,/;•  ,  (38-) 

wo  im  zweiten  Integral  Q21  die  vom  Stromsystem  der  A.^  her- 
rührende Induction  duixh  einen  Stromfaden  des  Systems  Ai 


wo 
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bedeutet,  und  die  Integration  sich  über  alle  Stromfäden  von 
yl^  erstreckt. 

Wir  wollen  diesen  Satz  nochmals  direct  herleiten  für 
zwei  lineare  Ströme  t,  und  ij  in  den  Curven  s^  und  s^.  Wir 
legen  durch  s^  eine  Fläche  Si ,  nennen  N  die  positive  Normale 
von  Si ,  und  Tj  den  einfach  zusammenhängenden  Raum, 
welcher  ausser  der  unendlich  fernen  Begrenzung  noch  die 
beiden   Seiten   von   S^    zu  Grenzen  hat.     Dann  ist  nach  (6) 

in  Tj :    M^^  =  —   2^'  »  ^^  Vi  einwerthig  und  stetig.    Da  femer 
r(fiM.2)  =  0 ,  so  folgt  durch  partielle  Integration  über  r, : 

R  =  jfiM^^r  ip^  dSi  —  ((iM^^ip,  dS^ . 
t  '  7 

Nun  ist  fiM^y;  stetig  an  Äj ,  ^,  hingegen  unstetig,  nämlich 

nach  (6)  tpi  —  V^i  =  >r=  const.; 

folglich  wird: 

R  =  'lJfi.%^,dS,  =  '^V  Q21 .  (38a) 

Ebenso  ergiebt  sich  auch: 

Ä=  y.Qij,  oder  (38b) 


h 


R  =   V2  [^{^  Q2I  +  y  Qi  2)  =  h  h  P12  »  (^SC) 

WO   die   Zeichen   Q21»  Qi2>  Vx^  die  frühere  Bedeutung  haben. 

In  einem  beliebigen  ringartigen  Stromgebiet  möge  der 
Gesammtstrom  i  ver-n- facht  werden,  während  die  Ver- 
theilung  der  Stromfäden  unverändert  bleibt.  Dies  tritt 
z.  B.  ein,  wenn  die  elektromotorische  Kraft  im  Kreise  auf 
das  n- fache  wächst,  während  das  Leitungsvermögen  überall 
seinen  Werth  behält.  Dann  ver-w-facht  sich  überall  die  Peld- 
intensität  M  und  es  wächst  folglich  nach  (F)  die  Energie  W^ 

auf  den  n^-fachen  Werth.    Man  kann  daher  schreiben: 
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W„  =  V2  Pi^ ,  (39) 

WO  p  von  i  unabhängig  ist. 

Seien  zwei  verschiedene  ringartige  Gebiete  gegeben,  und 
für  jedes  einzelne  die  Verth eilung  der  Strömung  fest  vor- 
geschrieben, der  Gesammtstrom  («,  resp.  ij)  aber  zur  Verfügung 
gehalten,  dann  erhält  man  ebenso: 

W^-='kPi2h'    \  (40) 

wo  die  Coefficienten  j9,i  /?22  -^12  ^®^  gegebener  Verthei- 
lung  der  -4,,  A2  von  den  Integralwerthen  i'i ,  12  unabhängig 
sind.  Sind  die  Stromkreise  „linear",  so  geht  P,2  ^^  das  |?,2 
der  Gleichung  (S8c)  über,  d.  h.  es  ist  gleich  dem  wechselseitigen 
Inductionscoefficienten  der  beiden  Stromcurven,  oder  der  durch 
V  dividirten  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  ein  Strom  Eins 
in  der  einen  Cur\'e  durch  die  andere  Curve  hindurchsendet. 
Dieser  letztere  Ausdruck  erhält  einen  bestimmten  Sinn,  sobald 
es  für  das  Resultat  gleichgültig  ist,  wie  man  die  Stromcurve 
in  dem  ringförmigen  Leiter  annimmt. 

Wenn  man  entsprechend  als  „Selbstinductionscoef- 
ficienten"  eines  ringförmigen  Leiters  bezeichnen  wollte:  „die 
durch  V  dividirte  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  ein  in  ihm 
tiiessender  Strom  Eins  durch  seine  eigene  Curve  hindurch- 
sendet", so  wäre  diese  Grösse  geometrisch  erst  ausreichend 
definirt  bei  unendlich  kleinem  Querschnitt  des  Leiters;  dann 
aber  würde  die  Strömung  und  somit  das  Feld  innerhalb  des 
Leiters  selbst  unendlich.  So  wird  denn  auch  der  Werth  ^,2  ^^ 
(15),  welcher  für  /«  =  const.  gilt,  logarithmisch  unendlich,  so- 
bald man  die  Curven  s^  und  ^2  zusammenfallen  lässt.  Der 
Begriff  des  „linearen  Stromes**  versagt  hier. 

Wir  können  und  wollen  aber  ganz  allgemein  wechsel- 
seitige (2^f^f^)  ^iid  Selbstinductionscoefficienten  (jo^J  von  ring- 
artig  geschlossenen   Gebilden   in  folgender  Weise  definiren: 

Es  sei  die  Strömung  vollständig  bestinmit  durch  die  Werthe 
der  n  Stromstärken  t,  .  .  t,^.    Dann  kann,  wie  aus  (40)  leicht 

folgt,  die  Energie  in  der  Form  dargestellt  werden: 
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h  k  1  (4j) 

=  V2  Pl  I  *1  -^  +Pi2  h  h  +  "'+  %PnH  *n*^    ) 

Die  Coefficienten   in  dieser  Darstellung  sind  die  Inductions- 
coefficienten. 

In  dieser  allgemeinen  Definition  ist  dann  die  frühere 
Definition  für  das  Pf^Jg  zweier  linearer  Stromkreise  als  Special- 
fall enthalten,  p^ ,  i,  F=  (?,  ^  aber  kann  man  ansehen  als  die  An- 
zahl von  Kraftlinien,  welche  die  Gesammtheit  aller  in  ij  ver- 
einigten Stromfäden  durch  einen  gewissen  mittleren  Stromfaden 
hindurchsendet. 


^m  «-  %fl^M'  dr 


ist  eine  wesentlich  positive  Grösse.     Es  folgt  daher  aus  der 
Gleichung  (4t):   alle   symmetrischen  Determinanten  der  p^^y 

d.  h.  die  Grössen 


Pi\ 


P11P12       •  •  •  '    PiiP\2Pn     '  •  •  ö^c. 

^^211^22       i  I      i'2li^22-P23 

'    PziPziPz^ 


sind  positiv,  oder  im  Grenzfall  Null.  (S.  z.  B.  H.  Weber, 
Lehrbuch  der  Algebra,  2.  Aufl.,  Band  I,  §  86.) 

Vergleicht    man    die     Gleichungen    (38  a,  b,  c)    mit    den 
Gleichungen  (10)  und  (11),  so  ergiebt  sich: 

A  =  +  ÖR;  (42) 

die  Arbeit  der  wechselseitigen  Kräfte  zwischen  zwei  linearen 
Stromkreisen  ist  gleich  der  Zunahme,  welche  ihre  wechsel- 
seitige Energie  bei  der  Verschiebung  erfährt.  Auf  die  Be- 
trachtung der  wechselseitigen  Kräfte  und  der  wechsel- 
seitigen Energie  mussten  wir  uns  beschränken,  weil  aus  dem 
BegrifiF  linearer  Ströme  sich  bestimmte  endliche  Werthe  für 
die  Gesammtkräfte  und  die  Gesammtenergie  nicht  definiren 
lassen.  Wenn  wir  aber  eine  überall  endliche  Strömung 
voraussetzen,  fällt  diese  Schwierigkeit  fort. 

Wir  wollen  zeigen :   wenn  ein  Körpersystem,  in  welchem 
stationäre  elektrische  Ströme  (aber  keine  permaneiiten  Mag- 


§  5.]  Energie  und  Arbeit.  287 

nete)  vorhanden  sind,  beliebige  vii-tuelle  Verschiebungen  er- 
fährt, bei  welchen  die  Strömung  in  den  Körperelementen 
unverändert  bleibt,  so  ist  die  von  den  elektrodynamischen 
Kräften  geleistete  Arbeit  gleich  der  Zunahme  der  mag- 
netischen Energie. 

Einerseits:  die  Arbeit  ist,  wenn  6x  .  ,  die  Verschiebung 
des  in  dx  befindlichen  Theilchens  bezeichnet: 


lA=jdr\^f,'öx  +  fy>&y  +  f^>öx 


(43) 


wo  nach  (20),  gemäss  unserer  Annahme  p  =  0 , 

4  =  -  Vi  M-^  \^^  +  1  {a^^M,-A,iiM^ .  (44) 

Andererseits:  die  Zunahme  dW^,  von 


^V^  =  'kfii 


MHt 


wird  dadurch  hervorgerufen,  dass  in  jedem  Raumelement 
dr  sich  bei  den  Verschiebimgen  sowohl  die  Strömung  A^  wie 
die  Permeabilität  ß  ändern  kann.  Da  es  sich  um  unendlich 
kleine  Aenderungen  handelt,  addiren  sich  die  Aenderungen 
von    W^,  welche   den   beiden  Ursachen  einzeln  entspringen. 

Wir  schreiben 

dW„  =  d_,W^^d^W^.  (45) 

Um  d^W^^  zu  finden,  betrachten  wir  zwei  Felder  M^  W^ 
und  M\  W^,  zu  denen  dasselbe  (i,  aber  bezw.  die  Strömung  A 
und  Ä  gehöre.    Dann  ist: 

Setzen  wir  noch 

P{Ä)  =  nM,    P{j:)^-(tM', 
so  wird  nach  (37): 
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2W„=yf{A;Aj  +  ..)dt 
und  nach  (38): 


0=     y 


lf[{A,  A;  -  a;  J J  +  ■  .  ]  rfr , 


also 

2  (  TF;  -  TFJ  =  yf[{A,  +  A^)  (A,  -A;)  +  ..]dt.      (46) 
Für  unendlich  kleine  Unterschiede  der  A  und  Ä  folgt  daraus: 

d^^V^  =  J./Ux  ^A  +  ^y  ^Ay  +  Ä,  8 JJ  dx ,       (46a) 

Um  d  W^  zu  finden,  betrachten  wir  zwei  Felder  M  und 
^f<t  ( ^f  m  ^^^  ^''öm)'  ^^  denen  dasselbe  A,  aber  bezw.  die  Per- 
meabilität (i  und  //j  gehört.    Dann  ist 

P(^/)  =  P(3fo)  =  "^    oder    Mi-M^  =  -l^, 

und  rinM)  =  A^o^)  =  0, 

folglich 


Also 


f[/iM,{M^  -  iMi,)  +  • .  ]  dr  =  0. 
'2W„=J(ßM^- M^  +  . .)  dr 
=j'(liM,.M^  +  ..)dT. 

2  ( If  m  -  ^VJ)  =/(/*  -  Z'o)  (K  ■M,,  +  . .)  dr .        (47) 
Für  unendlich  kleine  Unterschiede  der  (i  und  ft^  folgt  daraus: 

<^,.W«=H-  'iMliM^dr.  (47a) 


Ebenso: 


Also 


S  ö. 


Energie  und  ArWit. 


2S0 


In  i^40a)  und  (47a)  bedeuten  ?./.. ,  .  ^n  die  Aenderungen  im 

Raumelement   </r.     Sie   sind    auszudrücken   durch   die  Ver- 
schiebungen öx  .  .  der  Korpertheilchen. 

Die  Veränderung,  welche  irgend  eine  Grösse  T  im  festen 
Kaumpunkt  erfahrt,  möge  durch  iU  bezeichnet  werden;  die 
Veränderung,  welche  sie  in  einem  festen  materiellen  Punkt 
erfährt,  durch  öC.    Dann  ist  allgemein: 


ör 


ör 


ör/ 


öx  öw    •'        iz 


(4S) 


Es  sei  ferner  r  das  Volumen  eines  beliebigen  Körpers,  .s' 
seine  Oberfläche,  A'  die  äussere  Xormale  von  r/S*;  dann  erfährt 
T    durch  die  Verschiebungen  öj-  .  .  die  Vergrösseining 


X  •  cos  (A>)  -f-  (5/^  •  cos  (A^)  -;-  (J;  •  cos  (.V;)J  dS' 


,1t'. 


ö{dr)  - 


-■  •'    -     -, 


r/r'. 


m 


ör  cy      '      ö*  _ 

Also  folgt  für  das  Volumen  dz  eines  unendlich  kleinen 
Körpertheilcheus 

ö  •  6x 

Es  sei  jetzt  dr  ein  unendlich  kleines  Stück  eines  Stromfadens 
von  der  Länge  ds'  und  dem  Querschnitt  7.  Bezeichnen  (//, 
df/,  dl  die  Projectionen  von  da',  und  /  den  Strom  im  Faden, 
so  ist 

1  -—  qAj  ids        Adx\ 

i-dx  --      A^'dr 

i .  dif 

i'd\'     -  A.  'dr 


A^ydv 


(50) 


Unsere  Voraussetzung  bezüglich  der  Strömung  ist,  dass  jeder 
materielle  Stromfaden  bei  der  Deformation  seinen  Strom  be- 
hält, d.  h. 

di     -i). 
Daher  folgt  aus  (50): 

iö{dx)r^^6{A^.'dT). 

CQhDf  elekti'omagn.  Feld,  ^«^ 
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Nun  ist 


ö{dr')=    ^jds 


ö  •  rfx  ,  /       ö  •  Ar  ,  ,    .    ^'  6x  ,  ,    ,    ö  •  da:  ,  / 


bx 


dx 


+     ö/^^    +     ö. 


d^ 


also 


Ä/  A   j  '\        ö  •  da: .  ,  ,    ,    ö  •  da:  .  -  ,       ö  •  da:  .  ,  , 


da: 


öv 


oder  nach  (50): 


,    ^-öx    ^      .  ö  •  da:    ,      .  ö  •  da* 

•'^     oa:  2/    ö//  *    ö^  . 


f/r  . 


Andrerseits  ist 


6{AJt)  =  dJ^-rir'  +  Ay6{dx) 


also  nach  (48)  und  (49) 


öJ^  ö.'/^  ÖJ^ 

ö/i^  +   ^-  -  da:  +   ^  -  d?/  +    ^  -    di 


öa- 


ö; 


«?r' 


+  -/. 


.  "öjT  +    ö//    "•"  "87 


rfr 


ö.'x  + 1^  i^ijy)  +  ö^^  (-^.rf//)  + 1^,  {Aj.^ 


dT. 


Durch  Vergleicbung  der  zwei  Ausdrücke,  für  6{A^dx)  folgt: 


ÖJ 


(5Ü 


entsprechend  für  ö/l    und  ö^l . 

Die  ^-Werthe  haften  an  den  Körperelementen;  es  ist  also 

d.tt  =  0 , 
und  folglich  nach  (48) 


^^=-(t  ^^+1^^+14 


Aus  (46a)  und  (51)  folgt  durch  partielle  Integration; 


(52) 


§  '>.] 


Energie  und  Arbeit. 
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<i"«- 


.  fdr  [öj 


oder,  da  r{J)  --=-  ü, 


ö/-'-'^)+4^-'-v+öV-'-^) 


ö.l^  ö.l„  i)A. 

+  (fy  [•••]  +  rf«  [  ...  ]| 


+  6y\...]  +  ö:[--.]} 
ider 


(53) 


+ 


(54^ 


Aus  (47a)  und  (52)  folgt: 
Aus  (45)  (53)  (54): 

also  nach  (43)  und  (44): 

und  folglich  auch  für  beliebige  endliche  Verschiebungen: 

.i^-dir,,,  (55) 

was  zu  beweisen  war.*) 


Es  bestehe  das  Stromgebiet  aus  einem  ringartigen 
Leiter  mit  dem  Gesammtstrom  i.  Bei  irgend  welchen  Ver- 
schiebungen oder  Deformationen  des  Leiters  oder  seiner  Um- 
gebung leisten  dann  die  elektrodynamischen  Kräfte  die  Arbeit 

*)  Mit  den  vorstehenden  Entwicklungen  vergleiche  man  diejenigen 
des  Kapitels  I,  §  11;  es  entsprechen  sich  Kapitel  IV,  (46)  (47j  und 
Kapital  T,  (49)  (50). 

19* 
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A=%i^'öp,  (56) 

wo  ])  der  durch  die  Gleichung  (39)  definirte  Coefficient  ist. 

Es  werde  inshesondere  die  Aendeiiing  von  j)  hervorge- 
bracht durch  Bewegung  eines  Eisenstückes  in  der  Nachbar- 
schaft des  Stromleiters.  Wir  können  das  Feld  M  zerlegen 
in  ein  Feld  Mq,  welches  bei  gleichem  Strom  i  in  Abwesenheit 
des  Eisenkörpers  vorhanden  wäie,  und  ein  Feld  Z,  welches 
sich  aus  der  inducirten  Magnetisirung  des  Eisens  herleiten 
lässt.  J^Fq  ändert  sich  dann  nicht  bei  der  Bewegung.  Sind 
femer  die  geometrischen  Verhältnisse  derai-t,  dass  der  Leiter 
gegenüber  dem  Felde  Z  als  „lineai""  betrachtet  werden  darf, 
so  ist 

.    .         rfQ' 

WO  Q'  die  Induction  des  Feldes  Z  dm-ch  die  „Sti'omcurve" 
bezeichnet,  —  nach  unserer  Annahme  eine  vollkommen  be- 
stimmte Grösse.    Es  wird  also 

A  =  V2  ^  rfQ' .  (57) 

Dieselbe  Arbeit  haben  wir  in  Kapitel  III,  Gleichung  (42) 
durch  das  Feld  Mq  und  die  inducirte  Magnetisirung  aus- 
gedrückt: 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  der  That  identisch  ist 

/  iL' Kr  +  ly-'^h.j  +  K  K.)  dx  ^    !;   U  .  (58) 

Den  Gleichungen  (56)  (57)  (58)  liegt  die  Voraussetzung  zu 
Grunde,  dass  das  Feld  ausschliesslich  vom  Strom  i  herrührt, 
d.  h.  dass  M  =  0  wird  für  i  =  0 .  Diesem  Fall  stellen  wir 
einen  andern,  bereits  früher  behandelten  gegenüber:  der 
Träger  des  Stromes  z,  werde  als  starrer  Körper  bewegt  in 
einem  Raum,  in  welchem  durchweg  ^  =  ^0  ist  und  neben 
dem  Feld  JV,  des  Stromes  ein  „fremdes  Feld"  M^  besteht. 
Dann  wird  Arbeit  ausschliesslich  geleistet  von  den  Kräften 
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des  Feldes  M^,  und  diese  Arbeit  ist  nach  (7): 

Ä  =   Ji  6Q,y  . 

Das  Feld  M^  kann  von  einem  zweiten  Strom  herrühren  (s.  oben 
S.  243)  oder  aber  von  einem  im  strengen  Wortsinn  perma- 
nenten Magneten,  d.  h.  einem  solchen,  welcher  im  Felde  3/, 
keine  inducirte  Magnetisirung  erhält.  Im  letztem  Fall  ist, 
wenn  /^  die  Magnetisirung  des  Magneten,  und  S^  eine  will- 
kürliche, von  der  Stromcurve  begrenzte  Fläche  bezeichnet, 
nach  (8  a): 


0-2,  =-j{liM,s+  /,.v)  dS,, 


AVir  fanden  andrerseits  [s.  Kap.  III,  (5a)  und  (14)]:  wird  der 
permanente  Magnet  /^  als  starrer  Körper  im  Felde  M^  bewegt, 
und  ist  durchweg  fl  =  fl^^,  so  wird  die  Arbeit  geleistet: 

Die  Arbeit  kann  nur  von  der  relativen  Verschiebung  der  beiden 
Systeme  abhängen;  und  in  der  That  ist  allgemein 

f(r^.  M,,  +  I,y  ^t»  +  ^..^n)  dr  -=  '^JitiM^y  +  /,.v)  dS, ,  (59) 

wenn  M^  das  Feld  von  i,  und  M2  das  Feld  von  L^  ist.  [Die 
Beweise  der  Gleichungen  (58)  und  (59)  ergeben  sich  durch 
partielle  Integration  unter  Benutzung  der  Eigenschaften  der 
Felder  M^  und  Z,  bezw.  3/,  und  Mt ;  vgl.  übrigens  Kap.  IFE,  (62)]. 

Die  bisherigen  l^ntersuchungen  über  die  Energie  sind 
unabhängig  von  jeder  speciellen  Voraussetzung.  Es  werde 
nun  angenommen:  //  =  const.  im  ganzen  Raum;  dann  ist  nach 
(18)  und  (19): 

WO  ^   r  A 


i7  =  V 

Vj  4jr 


dz  etc. 
r 
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Folglich  wird  die  Energie  nach  (F): 


"»=?/[-.C--:^)+-l 


dr. 


Sowohl   M^  •  •   wie   77^.  •  •   sind  stetig    im  ganzen   Raum    und 

verschwinden  im  unendlichen.  Also  folgt  durch  partielle 
Integration: 

oder  nach  (19)  und  (H"): 

//       r  rA^  A'  +  A„  A'  +  A^  A' 

wo  A  die  Strömung  in  6?r,  Ä  diejenige  in  dx'  bezeichnet,  und 
bezüglich  dr  wie  bezüglich  dr  über  den  ganzen  Raum  zu 
integriren  ist. 

Handle  es  sich  um  eine  endliche  Zahl  „linearer"  Ströme 
ii^j  if.  in  den  Curven  5^,  /f^,   dann  wird  durch  die  Substitutionen 

(17)  aus  (60): 

h    k 

w^o  Übereinstimmend  mit  (15) 


Phk 


4jt  vy  J 


r 


Die  Pf^J^  aber  erscheinen  in  der  unzulässigen  Form  unendlicher 
Grössen. 

Wir  wollen  die  Energie  und  damit  zugleich  den  Coefli- 
cienten  p  der  Gleichung  (39)  für  zwei  specielle  Fälle  be- 
rechnen. Zunächst  eine  allgemeine  Bemerkung.  Wenn  die 
Strömung,  wie  wir  voraussetzen  wollen,  in  einem  ringartigen 
Gebilde  stattfindet,  dann  können  wir  auf  unendlich  viele  Arten 
durch  eine  den  Ring  umhüllende  Fläche  H  den  Gesammtraum  zer- 
legen in  zwei  zweifach  zusammenhängende  Räume:  r, ,  welcher 
die   Strömung   enthält,   und  r^j   in  welchem  keine  Strömung 
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stattfindet.    Die  Antbeile,  welche  beide  zu  W^  liefern,  mögen 

H'^^  und  ir^^  heissen.   Um  den  letzteren  Antheil  zu  berechnen, 

machen  wir  t.^  einfach  zusammenhängend  durch  einen  Quer- 
schnitt Sq,  welcher  die  Gestalt  einer  der  Hülle  //  angehefteten 
Membran  besitzt.  In  diesem'Raum  t^  ist  dann,  wenn  /  den 
Gesammtstrom  bezeichnet: 

Ml  ^^  ^  ^ ,  ,  </'  einwerthig, 

dl 

aber  an  i^o  :     v^  —  yp  =      ; 

und  femer  ^T/'-^O  =^  ^  • 

Es  wird  also  (vgl.  Fig.  39) 


"'^2-  V-i/V-Z/^Vn^^'^» 


Fig.  89. 

WO  S  die  gesammte  Oberfläche  von  T2  und  n  deren  innere 
Normale  bezeichnet.  S  wird  gebildet  von  //  und  den  beiden 
Seiten  von  Sq.  —  Die  Kraftlinien  umzingeln  den  Raum  t,  ; 
es  kann  also  //  stets  so  gewählt  werden,  dass  die  Kraftlinien 
in  der  Fläche  H  verlaufen.  Dann  liefert  //  keinen  Beitrag 
zum  Integi'al,   und  es  wird 

" m.  -  =  '/i/cv'  -  T)  ß^y'is,  =  '■,  yftI^fs'^s, ,    (f,i) 

WO  .V  in  der  Richtung  des  positiven  Umlaufs  um  i  gezogen  ist. 

1.  Beis])iel.  Der  Strom  fliesse  in  zwei  unendlich  langen 
parallelen  Drähten  vom  Radius  r  im  Abstände  a,  die  wir  uns 
beiderseits  in  unendlicher  Entfernung  verbunden  und  so  zur 
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geschlossenen  Bahn  ergänzt  denken.  Wir  fragen  nach  der 
Energie  des  Kaumes,  welcher  von  zwei  zu  den  Drahtaxen 
normalen  Ebenen  im  Abstände  h  begrenzt  wird.  Die  Per- 
meabilität der  Drähte  sei  [i^,  diejenige  des  Aussenraums  ^. 
Ist  zunächst  //,  =  ^2>  so  genügt  allen  Bedingungen  ein  Feld, 
welches  durch  Superposition  der  beiden  für  die  einzelnen 
Drähte  nach  (25)  gebildeten  Felder  entsteht.  Ist  ^,  4^  ^2» 
80  gilt  dies  nicht  allgemein,  weil  jetzt  die  Oberfläche  der 
Drähte  nicht  mehr  allgemein  von  Kraftlinien  gebildet  wird. 
Dies  trifft  aber  wieder  zu,  sobald  a  sehr  gross  ist  gegen  r, 
was  wir  voraussetzen  wollen.  Dann  ist  das  Feld  innerhalb 
jedes  Drahtes  merklich  das  gleiche,  als  ob  der  andere  Draht 
nicht  vorhanden  wäre.  Wir  nehmen  für  U  die  Oberfläche  der 
beiden  Drähte,  und  für  Ä^  den  Theil  einer  durch  die  Draht- 
axen gelegten  Ebene,  welcher  zwischen  den  Drähten  liegt. 
Dann  ist 


r 

"ml  =  2Ä  rV2  iM,i>/2.2jr().(/(>,      wo  M 


l  Q 


0 

also 


h     //, 


und  nach  (61): 


a—r 


m2 


also 


W    ^  ''    ^2    ,2  lg  '^  -  *' 
2  jr  T"^      ^ 


w2  o   ^  T'2  •      *o       ^        > 


demnach 


h        1"^ 
JV    =  If       -4-   JV      ==  -     - 
"  w  "««1     I      "  fn2  2   4^   J"'^ 


a  —  r* 


^1  +/"-2  41g      ^, 


.    (62) 


Die  physikalische  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  liegt  darin, 
dass  die  gesammte  Energie  des  Feldes  um  II'^jj  wächst,  wenn  die 

Paralleldrähte,  um  die  Strecke  h  verlängert  werden.  Der 
Factor  von  h  in  (62)  ist  daher  die  Kraft,  mit  welcher  ein 
beliebig  geformter  Bügel,  der  die  Verbindung  zwischen  den 
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Drähten  herstellt,  nach  aussen  getrieben  wii'd.  Da  dieser 
Factor  wesentlich  positiv  ist,  so  wirkt  die  Kraft  thatsächlich 
stets  nach  aussen,  —  im  Sinn  einer  Ausweitung  des  Strom- 
kreises. 

ö;;^       1 


//,  +  fi.^  41g     ^ 


(63) 


ist  als  Selbstinductionscoefficient  der  Längeneinheit  des  Draht- 
systenis  zu  bezeichnen. 

Falls  es  sich  um  Kupferdrähte  in  Luft  handelt,  ist  merk- 
lich //,  =-  //.2  =■—-  //(, ;  dann  überwiegt  in  (02)  und  (63)  der  zw^eite, 
vom    äusseren  Raum   herrührende  Term.  —  Bestehen   aber 

die  Drähte  aus  Eisen,  so  kann    -  -   mehrere  Hunderte,  ja  Tau- 

sende  betragen,  und  dann  überwiegt,  selbst  bei  sehr  gi'ossen 

■ 

Werthen  von  -  ,   der  erste  Tenn,   welcher  den  Beitrag  des 

r 

Drahtes  selbst  darstellt. 

2.  Beispiel.  Der  Stromträger  sei  ein  Draht  vom  Radius  r, 
welcher  zu  einem  Kreise  vom  Radius  E  gebogen  ist.  E  soll 
sehr  gross  sein  gegen  r;  i, /i^,  f^^  niögen  die  obige  Bedeutung 
haben.  Wir  denken  eine  coaxiale  Ringfiäche  ^  construirt, 
welche  durch  Rotation  eines  mit  dem  Drahtquerschnitt  con- 
centrischen  Kreises  vom  Radius  a  entsteht.  «  kann  und  soll 
sehr  gross  gegen  r,  aber  sehr  klein  gegen  A*  gew^ählt  werden. 
AV(^gen  der  ersten  Bedingung  ist  dann  ausserhalb  U  das  Feld 
dasselbe,  als  wenn  der  ganze  Strom  i  „linear"  in  der  Draht»- 
axe  flösse.  Wegen  der  zweiten  Bedingung  ist  innerhalb  ^ 
das  Feld  dasselbe,  als  wenn  der  Draht  gerade  ausgestreckt 
wäre;  dann  aber  ist  es  nach  (25)  ausserhalb  des  Drahtes 
ebenfalls  dasselbe,  als  ob  der  Strom  in  der  Drahtaxe  con- 
centrirt  wäre.  Zusammengefasst:  überall  ausserhalb  des 
Drahtes  ist  das  Feld  dasjenige  eines  in  der  Axe  fliessenden 
Stromes  i.  Die  Oberfläche  des  Drahtes  ist  aus  Stromlinien 
gebildet;   wir   wählen   sie   als   die   Fläche    //.     Dann  ist  das 

Integral    /  fiMyäS^  der  Gleichung  (61)  identisch  mit  der  Grösse 

VPi,i   der   Gleichung   (31),   sofern   man   in  letzterer  -4  =^  ii" , 
l)  z=  r,  f^  =  f^2  setzt ;  also 
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i 


:2 


^«.2-V2  4^>.//2  4^/?(lg^— 2 


8/^ 
r 


Für  die  Energie  des  Drahtinnern  aber  erhalten  wir,   wie   in 
der  vorigen  Aufgabe  (an  Stelle  von  2  h  tritt  2jzR): 


^'ml=   \    A^vll^X'^^' 


Also 


^^  m  =  V2  V^^  ,      WO 

üt  R 


p  =  - 


4jr  J'2 


i«!  +  i"2  4  ( lg -^  —2 


(64) 


Befindet  sich  ausserhalb  des  Drahtes  atmosphärische  Luft 
und  führt  man  durch  „4jr  r=  1,  ^ji(Iq  =  1"  das  „absolute 
elektromagnetische  Masssystem"  ein,  so  entsteht: 


(63  a) 


(64  a) 


Wir  haben  das  Feld  3/  linearer  Ströme  erhalten,  indem 
wir  von  der  Erfahrungsthatsache  ausgingen,  dass  es  identisch 
ist  mit  dem  Feld  gewisser  magnetischer  Doppelschichten;  nur 
den  Raum  der  Doppelschichten  selbst  mussten  wir  bei  der 
Vergleichung  ausschliessen.  Wenn  wir  aber  die  „magnetische 
Induction"  B  einführten,  so  war  diese  für  Strom  und  Doppel- 
schicht durchweg  identisch,  mit  alleinigem  Ausschluss  der 
Strom curve,  für  welche  sie  nicht  definirbar  war. 

Wir  wollen  jetzt  den  Vergleich  mit  einem  magnetischen 
System  durchführen  für  eine  beliebig  im  Raum  verheilte 
stationäre  Strömung  A.  Das  Feld  M^  einer  gegebenen  Strö- 
mung A  ist  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


r(iiM,)  =  i),    P(iV,)  = 


I 


Das  Feld  Mj  einer  gegebenen  Magnetisiiiing  /  ist   bestimmt 
durch  die  Gleichungen: 
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ruiMj)  -=  -  ni) ,     PW  =  0 . 

Führen  wir  im  einen,   wie  im  andern  Falle  die  Induction  B 
ein,  welche  definirt  ist  durch:" 


d.  h.  setzen  wir 


Dann  wird: 


B,  =  (i.V,  +  I„  (65) 

Bji  =  fiM„  +  I, . 


/TB,)  =  o,    P(^)  =  P{]^^ 


Es  wird  also  B^  identisch  mit  Bj  (==  B)  ,  wenn  überall 


y-O 


(66) 


ist.  Man  kann  daher  auch  das  Feld  permanenter  Magnete  an- 
sehen als  das  Feld  gewisser  im  Magneten  vorhandener  „Mole- 
cularströme" (Ampere).  Die  Vertheilung dieser  „äquivalenten" 
Ströme  ist  in  kürzester  Fonn  durch  (66)  gegeben;  es  fehlt 
denselben  aber  eine  wesentliche  Eigenschaft,  welche  wir  sonst 
mit  dem  Begriff  „elektrischer  Strom"  verknüpfen:  sie  können 
unbegrenzt  bestehen  ohne  Energieumsatz. 

Wählt  man  zur  Darstellung  eines  magnetischen  Feldes 
ganz  allgemein  den  Vector  B  statt  des  Vectors  M,  so  ge- 
winnt man  in  einer  Hinsicht  eine  einheitlichere  Form;  denn 
für  B  gilt  allgemein,  —  es  njögen  nur  Magnete  oder  nur 
Ströme  oder  beide  gleichzeitig  vorhanden  sein  — : 

r(B)  =^-  0 ,       P  f    j  =---  gegebenen  Grössen, 

welche  von  Null  verschieden  sind  in  Magneten  und  in  durch- 
stniniten  Leitern.     In  Worten:    die  ^-Linien  sind  durchweg 

geschlossene    Curven;    der  Vector        besitzt    kein    Potential 
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innerhalb   der  Magnete   und  der  durchströmten  Leiter,   aber 
wohl  ein  Potential  im  Aussenraum. 

Aber  man  verliert  dafür  die  Einheitlichkeit  der  Form  an 
anderer  Stelle:  die  magnetische  Energie  ist  allgemein 


"m=  Vi^i^^V^rfr; 


die  Abnahme  dieser  Grösse  giebt  unter  allen  Umständen 
den  Betrag  der  in  nicht -magnetischer  Foim  auftretenden 
Energie;  das  ist  eine  experimentelle  Thatsache  (s.  Kap.  Y), 
Führen  wir  hier  B  ein,  so  wird  für  das  Feld  von  Strömen: 


%f^~är. 


Für   das    Feld   permanenter    Magnete   können  wdr  nach 
Kapitel  III  (F)  und  (13)  schreiben: 

und  dies  ist  nach  (65): 
D.  h.  es  ist 


W^  =  —  V2  /       ^^  +  const. 


Also  besitzt  die  Energie  zweier  Felder,  für  welche  5 überall 
denselben  Werth  hat,  verschiedene  Werthe,  wenn  das 
eine  Feld  von  IVragneten,    das  andere  von  Strömen  herrührt. 


Kapitel  V. 

Inductionsströme  in  linearen  Leitern. 

§  1.   Das  Gesetz    der  inducirten  elektromotorischen 

Kraft. 

Wir  haben  uns  im  Kapitel  II  vorzugsweise  und  im 
Kapitel  IV  ausschliesslich  mit  elektrischen  Strömen  von  be- 
sonderer Art  beschäftigt.  Unsere  Voraussetzung  war:  die 
Ströme  sollen  stationär  sein,  und  die  Stromträger  sollen  gegen 
ihre  Umgebung  ruhen.  Wenn  im  Kapitel  IV  von  Bewegungen 
die  Rede  war,  so  handelte  es  sich  lediglich  um  virtuelle 
Verschiebungen,  aus  welchen  auf  mechanische  Kräfte  ge- 
schlossen werden  sollte;  die  Geschwindigkeit  solcher  Bewe- 
gungen können  wir  unendlich  klein  denken.  —  Unter  den 
genannten  Voraussetzungen  finden  in  unseim  System  Energie- 
umsetzungen ausschliesslich  statt  zwischen  Joule'scher  Wärme, 
VT  eiche  stets  abgegeben  wird,  und  andrerseits  Pel  tierischer 
Wanne  und  chemischer  Energie,  welche  sowohl  aufgenommen 
wie  abgegeben  werden  kann.  Als  Stromquelle  erschien  so- 
mit lediglich  die  thermische  und  chemische  Energie  der  gal- 
vanischen Elemente.  — 

Wir  wollen  jetzt  Ströme  betrachten,  für  welche  die  obigen 
Voraussetzungen  nicht  zutreffen.  Dabei  werden  wir  neue 
Stromquellen  kennen  lernen.  Wir  gehen  aus  von  der  durch 
Faraday  festgestellten  Thatsache,  dass  in  einem  Leiter  ein 
Strom  entsteht,  wenn  er  relativ  zu  einem  Magneten  oder  zu 
einem  Stromträger  bewegt  wird.    Einen  mciglichst  einfachen 
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Fall   dieser  Art  wollen   wir  mit   den  uns   bisher  bekannten 
Fällen  vergleichen. 

Es   handle   sich   um    einen  linearen   Stromkreis    in   der 
Curve  .s.    Das  Ohm'sche  Gesetz  [Kapitel  II,  Gleichung  (3)] 

A^  ^  X  {E,  -  K,) 
kann  für  diesen  geschrieben  werden  (vgl.  Kap.  II,  §  3): 

oder  nach  Integration  über  den  ganzen  Stromkreis: 


i fr  =--  i  E^ds  -\-  <f , 


O 
wenn,  wie  früher,  der  Widerstand  des  Kreises 

Cds 

und  die  innere  elektromotorische  Kraft 

—  fK,ds=e 

gesetzt  wird.  Die  gesammte,  in  der  Zeiteinheit  abgegebene, 
chemische  und  themiische  Energie  ist: 

V=fEAcos{EÄ)dT 
==11  Egds  =  i'W  --  -  iS ' 

In  diesen  Gleichungen  ist  bereits  benützt,  dass  die  Strom- 
stärke i  längs  der  ganzen  Curve  s  denselben  AVerth  hat, 
—  was  für  stationäre  Ströme  noth wendig  der  Fall  ist. 

Für  stationäre  Strömung  und  einen  gegen  die  Umgebung 
ruhenden  Leiter  ist  nun 


JE^ds=^^] 
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dies  ergiebt  '/^=0,  wodurch  unter  den  gegebenen  Verhält- 
nissen das  Energiej)rincip  erfüllt  wird.  Jetzt  möge  unser 
Leiter  gegen  einen  permanenten  Magneten  bewegt  werden, 
es  möge  aber  nach  wie  vor  der  Strom  stationär  sein.  AVir 
wissen  (vgl.  Kap.  IV,  S.  282),  dass  eine  wechselseitige  Energie 
zwischen  Strömen  und  Magneten  nicht  existirt,  die  magne- 
tische Energie  unseres  Systems  also  durch  die  Bewegung 
nicht  verändert  wird.  Wir  nehmen,  unter  Vorbehalt  genauerer 
Prüfung,  an,  dass  das  gleiche  für  seine  elektrische  Energie 
gilt.  Dann  muss  also  die  gesammte  im  Zeitelement  dt  von 
dem  System  abgegebene  Energie  Null  sein.  Es  besteht  diese 
aber  aus  der  Grösse  Vdt  und  der  bei  der  Bewegung  geleiste- 
ten mechanischen  Arbeit.  Die  letztere  ist  nach  Kapitel  IV, 
Gleichung  (7): 

wo  Q  die  Zahl  der  vom  Magneten  durch  die  Stromcurve  ge- 
sandten Tnductionslinien  und  V  eine  universelle  Constante  be- 
zeichnet.   Daraus  folgt: 


oder: 


J5^.rf---M?  (1) 


und  weiter: 


j'^*^*"  V  It 

o 


Diese  Gleichungen  sprechen  eine  und  dieselbe  Thatsache 
in  zweierlei  Form  aus: 

1)  Das  Linienintegral  der  elektrischen  Feldintensität,  über 
die  geschlossene  Stromcurve  erstreckt,  ist  nicht  mehr  Null, 
sondern  gleich  der  durch  V  dividirten  Abnahme  der  von  der 
Stromcurve  umspannten  magnetischen  Liduction  per  Zeit- 
einheit. 

2)  Die  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes  kann  aufrecht  er- 
balten werden,  wenn  man  der,  durch  die  Structur  des  Kreises 
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fest  gegebenen,  inneren  elektromotorischen  Kraft  S  noch  die 

Grösse:    —       -J  hinzufügt.     Wegen   dieser    formalen   Ana- 

logie  bezeichnet  man  sie  ebenfalls  als  elektromotorische  Kraft; 
nämlich  als  die  „durch  die  Bewegung  inducirte  elektro- 
motorische Kraft." 

Unsere  Ableitung  setzte  voraus,  dass  im  Leiter  bereits, 
unabhängig  von  der  Bewegung,  ein  Strom  floss,  oder  dass 
E  von  Null  verschieden  sei.   Unser  Resultat  aber  fiihrt  auf 

eine  Grösse  ^J',  welche  von  dem  Werth  von  funabhängig  ist. 

Die  Continuität  verlangt,  dass  es  in  gleicher  Form  auch 
fiii'  £*=0  gelte.  Dann  erhalten  wir  einen  Strom  erst  durch 
die  Bewegung,  und  dieser  heisst  der  „durch  die  Bewegung 
inducirte  Strom."  Im  allgemeinen  Fall  entsteht  der  that- 
sächliche  Strom  durch  Superposition  des  von  den  inneren 
elektromotorisclien  Kräften  und  des  von  der  Induction  her- 
lührenden  Stromes  gemäss  den  Gleichungen: 

Unsere  Betrachtungen  bezogen  sich  ferner  auf  einen  ganz 
speciellen  Fall  inducirter  Ströme.  Die  Gleichungen,  zu  wel- 
chen wir  gelangt  sind,  haben  aber  eine  viel  weiter  reichende 
Bedeutung: 

Jedesmal,  wenn  auf  irgend  w^elche  Art  die  magne- 
tische Induction  Q  durch  einen  linearen  Leiterkreis  sich  än- 
dert, tritt  in  diesem  Kreise,  neben  etwaigen  inneren  elek- 
tromotorischen Kräften,    eine   „inducirte"    elektromotorische 

Kraft     —        -.      auf.      Oder:    die    Gleichungen    (1)    und   (2) 

gelten  allgemein,  wie  auch  die  Aenderung  6Q  zu  Stande 
gekommen  sein  mag. 

Das  magnetische  Feld  kann  herrühren  von  permanenten 
Magneten  und  von  elektrischen  Strömen.  Es  kann  sich  ändern, 
indem  Magnete  oder  Stromleiter  oder  Eisenkörper  bewegt  werden, 
oder  indem  die  Stromstärken  sich  ändern.  Wir  w^oUen  den 
allgemeinsten  Fall  in's  Auge  fassen,  wo  alle  diese  Veränder- 
ungen vor  sich  gehen,  und  untersuchen,  ob  auch  dann  durch 
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den  Ansatz  (2)  dem  Energieprincip  Genüge  geschieht.  Der 
einfacheren  Schreibweise  wegen  nehmen  wir  an,  dass  nur  zwei 
Ströme  i^  und  i^  vorhanden  sind.  Dann  gelten  die  Gleich- 
ungen: 


wo 


^  1    ÖQ2 


Ql  =<?2   +    ^\P\2   +    ^\lh2 


(3) 


}  (4) 


Hier  sollen  q^  und  q^  die  von  den  Magneten  herrühren- 
den Beiträge  zu  Q^  und  Q^  bezeichnen;  j^^,  p^^,  jhi  haben 
die  frühere  Bedeutung. 

Die  magnetische  Energie  ist  nach  Kapitel  IV,  Gleichung 
(36)  und  (41): 

W^  =   IF<-)  +    V2  *1  2P11    +hhPx2-^    'k  h'P22  ,  (5) 

wo  W^^^  die  Energie  des  für  sich  allein  gedachten  Systems 
der  Magnete  bezeichnen  soll. 

Es  wirken  mechanische  Kräfte  1)  zwischen  den  Magneten. 
Die  von  diesen  bei  irgend  welchen  virtuellen  Verschiebungen 
geleistete  Arbeit  ist  nach  Kap.  m,  S.  197: 

iA^"^^  =  —  dW^"^^  ]  (6a) 

2)  zwischen  permanenten  Magneten  und  Stromträgem.  Die 
Arbeit  ist  nach  Kap.  IV  (7): 

ö.l<"»)  =  -.  I  dq,  +  ^,  dq,  ;  (6b) 

3)  zwischen  den  Stromträgern.  Ihre  Arbeit  ist  nach 
Kap.  rV  (41)  und  (55): 

Die  gesammte  Ai'beit  ist 

lA  =  iA^"^^  +  Ö4^*  •"^  +  iA^^ .  (6d) 

Cobn,  elektromiMpi.  Feld.  30 
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Die  im  Zeiteleraent  dt   abgegebene  chemische  und  ther- 
mische Energie  ist: 

oder  nach  (3)  und  (4): 


Vdt  =-  - 


h  ^n    ^   H 


IrdQ^  +  ^rdQ^ 


Vdt 


m  • 

^dq^  +  7^d(]2  +  h  ^(*ii?ii  +  hPn) 

Aus  (5),  (6)  und  (7)  folgt: 

iÄ+  Vdt  +  dW^^O.  (8) 

Es  fragt  sich,  ob  diese  Gleichung  mit  dem  Energieprincip 
in  Einklang  ist.  —  Um  dies  zu  beurtheilen,  müssen  wir  die 
Voraussetzungen  prüfen,  welche  implicite  in  unserer  bisherigen 
Entwicklung  enthalten  sind. 

Wir  nahmen  ursprünglich  an,  dass  unsere  Ströme  sta- 
tionär seien;  nur  unter  dieser  Voraussetzung  konnten  wir  be- 
haupten, dass  alle  Stromlinien  in  sich  zurücklaufen,  also  jedes 
i  im  ganzen  Stromkreis  den  gleichen  Werth  habe.  Wenn 
nun  aber  z.  B.  die  Bewegungen  so  erfolgen,  dass  Q^  sich 
nicht  gleichförmig  ändert,  so  wird  nach  (3)  ii  zeitlich 
veränderlich.  Es  kann  gleichwohl  noch  räumlich  constant  sein, 
—  es  ist  aber  nicht  mehr  noth wendig  constant.  Q,  als  die 
Induction  durch  die  Stromcurve  hat  aber  nur  einen  Sinn  für 
geschlossene  Stromcurven.  Unser  Ansatz  kann  nur  für 
diesen  Fall  gelten,  —  die  Erfahrung  zeigt  aber,  dass  er  dann 
auch  thatsächlich  gilt.  Eine  Strömung,  die  zeitlich  ver- 
änderlich ist,  aber  gleichwohl  in  geschlossenen  Bahnen  verläuft, 
ähnlich  einer  stationären  Strömung,  wollen  wir  als  „quasi- 
stationär"  bezeichnen.  Sie  ist  mathematisch  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  zwar^  =  /'(^),  aber  trotzdem /X^)  =  0  ist.  Denken 
wir  etwa,  dass  die  inducirenden  Bewegungen  oder  Strom- 
änderungen, kurz  die  Aenderungen  von  öi  periodisch  er- 
folgen,  dann  ist  die  Strömung  quasistationär  oder  nicht,  je 
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nachdem  1*1  in  allen  Punkten  der  Curve  ä,  gleiche  Phase 
hat  oder  nicht.  Unter  welchen  Bedingungen  das  eine  oder 
andere  eintritt,  dafür  werden  wir  erst  später  Anhaltspunkte 
gewinnen.  Hier  setzen  wir  das  erste  voraus,  und  für  diese 
quasistationären  Ströme  setzen  wir  weiter  voraus:  in  jedem 
Moment  ist  1)  das  magnetische  Feld  und  sind  2)  die  mecha- 
nischen Kräfte  die  gleichen,  als  wenn  die  in  diesem  Moment 
herrschenden  Stromstärken  stationär  wären.  —  Unter  diesen 
Voraussetzungen  ist  in  (8)  W^  die  magnetische  Energie,  und 

iA  die  Arbeit,  welche  von  den  mechanischen  Kräften  mag- 
netischen Ursprungs  geleistet  wird. 

Auch  das  elektrische  Feld  ist  uns  bisher  nur  bekannt, 
soweit  es  stationär  ist  und  alle  Körper  ruhen.    Dann  ist 

/f7^d/=0  für  jedej^geschlossene  Curve,   es   giebt  keine  in 

o 

sich  zurücklaufenden  elektrischen  Kraftlinien,  und  aus  dieser 

Eigenschaft    folgt,    dass   das   Feld   durch    die    Endpunkte 

der  Kraftlinien,  die  Elektricitätsmengen,  eindeutig  bestimmt 

ist.      Diese    Eigenschaft    besteht    aber    nicht    mehr,    sobald 

wir    Inductionsströme    vor    uns    haben,     d.    h.    sobald    für 

einen  Leiterkreis  -, '  4=  ^  i^^*    Es  superponirt  sich  dann  dem 

System  elektrischer  Kraftlinien,  welche  in  den  Elektricitäts- 
mengen enden,  ein  zweites  System  geschlossener  elektrischer 
Kraftlinien  (vgl.  Kap.  VT,  §  4).  Die  Energie  des  Gesammtfeldes 
erhalten  wir  vollständig,  indem  wir  die  Energiebeträge  addiren, 
welche  den  beiden  Theilfeldem  einzeln  entsprechen  würden. 
[Der  Satz  folgt  in  genau  der  gleichen  Weise  aus  den  Eigen- 
schaften beider  Felder,  wie  wir  in  Kap.  IV,  S.  282  zeigten, 
dass  die  magnetische  Energie  eines  Stromfeldes  und  des  Feldes 
permanenter  Magnete  sich  superponiren.]  Das  zweiteFeld  ist  um 
sü^schwächer,  jejangsamer  die  Aenderungen  von  Q  sind.  Wir 
wollen  sie  so  langsam  voraussetzen,  dass  wir  die  elektrische 
Energie  des  zweiten  Feldes  vernachlässigen,  die  gesa^mmte 
elektrische  Energie  also  als  durch  die  Elektricitätsmengen 
bestimmt  ansehen  können.  Unsere  Voraussetzung  in  diesem 
Abschnitt  ist  also  3):  die  elektrische  Energie  ist  in  jedem 
Moment  dieselbe,  welche  durch  die  gegenwärtige  Elektricitäts- 

20* 
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verth eilung  in  einem  stationären,  ruhenden  Felde  hervorge- 
bracht werden  würde.  —  Nun  sollen  alle  Ströme  in  ge- 
schlossenen Bahnen  fliessen,  also  durchweg  r{A)  =  0  sein. 
Dann  aber  finden  Aenderungen  der  Elektricitätsvertheilung 
durch  Ströme  nirgend  statt.  Die  Elektricitätsvertheilung 
und  damit  die  elektrische  Energie  kann  sich  aber  ändern 
durch  die  Bewegungen  der  Elektricität  mit  ihren  ponderablen 
Trägem.  Wir  nehmen  nun  endlich  4)  an,  dass  auch  die 
mechanischen  Kräfte  elektrischen  Ursprungs  die  gleichen 
sind,  die  in  dem  zur  Zeit  vorhandenen  Felde  bestehen  würden, 
wenn  dasselbe  stationär  wäre.  Dann  ist  die  Arbeit  dieser 
Kräfte  bei  irgend  welchen  Verschiebungen  gleich  der  durch 
die  Verschiebungen  hervorgemfenen  Abnahme  der  elektri- 
schen Energie.  Es  treten  also  auf  Grund  des  elektrischen 
Feldes  in  der  Gleichung  (8)  lediglich  zwei  Glieder  hinzu, 
welche  sich  gegenseitig  compensiren.  Die  Gleichung  sagt 
daher  aus,  dass  die  Summe  aller  im  Zeitelement  auftreten- 
den Energie,  —  mechanische  Arbeit,  thermisch -chemische 
Energie,  elektrische  und  magnetische  Energie,  —  Null  ist. 
Das  heisst:  die  Gesammtheit  unserer  Annahmen  hat  zur 
Folge,  dass  durch  das  Inductionsgesetz  (2)  das  Princip  von 
der  Erhaltung  der  Energie  befriedigt  wird. 

§  2.   Specialfälle. 

Wir  wollen  aus  dem  Gesetz  (2)  der  inducirten  Ströme 
Folgerungen  ziehen.  Man  spricht  von  „Magnetoinduction", 
wenn  die  Aenderungen  von  Q  durch  Bewegung  von  perma- 
nenten Magneten,  von  „Volta-Induction**,  wenn  sie  durch 
Bewegung  von  Stromleitern  oder  Aenderung  von  Stromstärken 
bedingt  sind;  von  „Selbstinduction",  wenn  es  sich  um  die 
Aenderungen  desjenigen  Antheils  von  Q^  handelt,  der  von 
dem  Strom  t\  selbst  herrührt. 

Zunächst  eine  allgemeine  Bemerkung:  Es  enthalte  ein 
Stromkreis  (in  der  Curve  s)  keine  innere  elektromotorische 
Kraft.    Dann  wird  aus  (2): 

1  IQ 
%w  =  —  — ■-.— 
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und  folglich  der  inducirte  „Integralstrom" 

T 

3  =J'idt  =  ^-  (<3o  -  Qr)  ■  (9) 

0 

Dieser  Integralstrom  ist  also  vollständig  bestimmt  durch 
Anfangs-  und  Endzustand  des  Systems;  er  ist  unabhängig 
von  den  zeitlichen  und  räumlichen  Verhältnissen  der  Ueber- 
führung. 

Es  sei  nun  für  t  =  0  der  Zustand  stationär;  dann  ist  t^  =  0. 
Nach  irgend  welchen  Veränderungen  im  Felde  mögen  wieder 
stationäre  Bedingungen  hergestellt  werden;  dann  werden  nach 
genügend  langer  Zeit  auch  die  Ströme  wieder  stationär.  Sei 
r  so  gi'oss  gewählt,  dass  dieser  Zustand  erreicht  ist,  dann 
ist  auch  i^  =  0.     Unter   diesen  Bedingungen   trägt   also   die 

Selbstinduction  des  betrachteten  Stromkreises  weder  zu  Qq 
noch  zu  Q^  bei.  Der  vollständige  Integralstrom  ist  daher 
ein  Mass  fiir  die  Veränderung,  welche  die  Induction 
durch  s  in  Folge  der  Bewegung  von  anderen  Stromleitern 
und  Magneten  oder  der  Aendenmg  anderer  Stromstärken 
erlitten  hat. 

Die  Erscheinungen  der  Volta-Induction  sind  quantitativ 
bestimmt  durch    die  Werthe  der  Inductionscoefficienten  ji;^; 

diejenigen  der  Selbstinduction  insbesondere  durch  die  AVerthe 
der  Selbstinductionscoefficienten  pf.j^.    Es  ist  wesentlich,  dass 

(s.  Kap.  IV,  S.  286)  alle  Grössen 


Plly      Pil  P[2 
P2i   Pil 

positiv  oder  im  Grenzfall  Null  sind. 


etc. 


A.  Ruhende  Leiter. 

Sei   zunächst  nur   ein   starrer,    gegen   seine   Umgebung 
ruhender  Stromkreis  vorhanden.    Dann  ist  in  (2): 

1  IQ  ^     U 
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wo  p  der  Selbstinductionscoefficient;  also 

wi  +  P I  =  e.  (10) 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wenn  i^  den  Werth  von  * 
zur  Zeit  t  =  0  bezeichnet, 

wt 

wi—  €=  (m^o  —  £)  e""  -P  ;  (10a) 

€ 
i  strebt  also  aperiodisch  seinem  stationären  Endwerth  —  zu. 

Der  Verlauf  ist  quantitativ  bestimmt  durch  den  Werth  des 

Quotienten  ^  ,    der    seiner  Dimension    nach    eine    Zeit    ist 

und  als  „Zeitconstante"  des  Stromkreises  bezeichnet 
wird. 

Es  sei  speciell  £=0,  dann  wird 

wt 

i  =  «0  6     ^  . 

Dieser  Fall  wird  realisirt,  indem  man  aus  einem  Stromkreis 
plötzlich  die  Elemente  ausschaltet,  während  der  Kreis  mit  un- 
verändertem Widerstand  geschlossen  bleibt.  Der  Strom  geht 
dann  erst  allmählich  gegen  0;  in  der  Zwischenzeit  giebt  er 
noch  Joule'sche  Wärme  ab  vom  Betrage: 


00  _ao 


0  0  0  0 

d.h.  gleich  der  beim  Beginn  vorhandenen  magnetischen  Energie. 
Ist  andererseits  in  (10a.)  ?q  =0,  d.  h.  betrachten  wir  den 
Vorgang  beim  Schliessen  eines  Stromkreises  mit  der  elektro- 
motorischen Kraft  6  und  dem  Widerstand  w?,  so  wird 

tut 

und 


S**  JO 


Cmt  =  Am»  —  iS)  dt---—  fpi  j*  rf'  =  —  %  p»i  \ 


M  0 
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wenn  i,  ==  -  den  stationären  Endwerth  von  i  bezeichnet,  der 

strenge  nach  unendlicher  Zeit,  bis  auf  unmerkliche  Bruchtheile 
aber  nach  sehr  kurzer  Zeit  erreicht  wird.  Um  die  magnetische 
Energie  des  stationären  Stromes  V2  Ph  ^  also  übertrifiFt  die 
aus  den  Elementen  aufgenommene  die  als  Joule'sche  AVärme 
abgegebene  Energie.  —  Während  des  stationären  Zustandes 
sind  beide  Grössen  einander  gleich;  beian  Verschwinden  des 
Stromes  wird  die  aufgespeicherte  magnetische  Energie  wieder 
in  Wärme  umgesetzt. 

Der  Vorgang  ist  genau  analog  dem  rein  mechanischen 
Process  bei  der  Bewegung  eines  Körpers  unter  der  gleich- 
zeitigen Einwirkung  einer  constanten  Kraft  und  eines  der 
Geschwindigkeit  proportionalen  Widerstandes,  —  etwa  eines 
Steines,  der  in  einer  zähen  Flüssigkeit  fällt:  der  magne- 
tischen Energie  dort  entspricht  die  kinetische  Energie  hier, 
der  Joule'schen  Wämae  dort  die  Reibungswänne  hier,  der  von 
den  Elementen  gelieferten  Energie  dort  die  Arbeit  der 
Schwerkraft  hier.  Die  soeben  verglichenen  Grössen  sind 
thatsächlich  Grössen  gleicher  Art:  sie  sind  sämmtlich  Energie- 
grössen.  Sie  sind  enthalten  in  der  Gleichung,  welche  aus  (10) 
durch  Multiplication  mit  idi  entsteht.  Ueber  die  Dimensionen 
der  einzelnen  Glieder  der  Gleichung  (10)  selbst  können  wir  nichts 
aussagen.  Es  liegt  aber  die  Versuchung  nahe,  den  Vergleich 
auch  auf  diese  auszudehnen.  Alle  Grössen  erhalten  ihr  be- 
stimmtes Analogon,  sobald  wir  es  für  eine  festsetzen,  etwa 

für  i.  Wäre  i  eine  Geschwindigkeit,  so  würde  -  eine  Be- 
schleunigung, })  eine  Masse,  £  eine  Kraft,  w  ein  Widerstands- 
coefficient  sein.  (Wäre  i  eine  Winkelgeschwindigkeit,  so 
wäre  p  ein  Trägheitsmoment,  £  ein  Drehungsmoment.)  Der 
Coeflicient  7?  nun  hängt,  wie  wir  sahen,  ganz  wesentlich  von 
der  Form  des  Leiters  und  von  seiner  Umgebung  ab;  er  kann 
z.  B.  einen  sehr  grossen  Werth  haben,  wenn  der  strom- 
führende Draht  um  einen  geschlossenen  Eisenring  gewunden 
ist;  er  wird  bereits  sehr  wesentlich  verkleinert,  wenn  der 
Eisenring  eine  schmale  Fuge  erhält;  er  sinkt  auf  etwa  i^Vo» 
wenn  der  Eisenring  ganz  entferat  wird,  und  auf  noch  viel 
kleinere  Werthe,  wenn  die  Drahtspirale  zu  einer  ebenen  etwa 
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ki'eisfönnigen  Schleife  ausgebreitet  wird,  p  ist  ein  Mass 
für  die  Energie  des  magnetischen  Feldes,  welches  ein 
Strom  von  gegebener  Stärke  erzeugt.  Unsere  Darstellung 
vertheilt  diese  Energie  in  bestimmter  Weise  auf  die  Theile 
des  Baumes;  sie  leitet  uns  darauf  hin,  die  Bewegungs- 
erscheinungen, welche  wir  geneigt  sind,  den  beobachteten 
Energiewerthen  unterzulegen,  dort  zu  suchen,  wo  ^3P  hohe 
Werthe  hat,  nicht  etwa  dort,  wo  die  elektrische  Strömung 
stark  ist.  lieber  die  Art  dieser  Bewegung,  ja  über  ihre 
Existenz,  geben  bisher  Versuche  keine  Auskimft.  — 

Es  mögen  nun  zwei  starre  ruhende  Stromkreise  gegeben 
sein.     Die  Gleichungen  (3)  nelimen  dann  die  Fonn  an: 


h'^x  +P\\ 


+  Pn  -g/  ==  Cl 


i^W^  +/>,2^+i?.22    ^^ 


■  i 


(n) 


Lösungen  derselben  sind: 

^^ i 


^  =  «1«    , 


€. 


w. 


ttt 


wenn  a,  «i,  02  den  Gleichungen  genügen: 

i^i  +P\\  «)«i  +  P12  «'^  =  ö 


a)  (u  =  0.       f 


(12) 


j(13) 


P{2  ct-ai   +  {W2  +  P22  «) «2 

Aus  (12)  folgt 

Aa^  +  Ba  +  (7=0, 

wo     Ä=p^iP22—Pi2'^j      B  =  W2Pix+WiP22y      C^W^W^ 

A,  B,  C  sind  positiv,  und  auch 

B'^  —  4äC=  {w2Pn  —  w^p22y  +  4w;,w?2i»i2^ 

ist  positiv.   Also  erhält  man  für  a  zwei  reelle  negative  Werthe 
—  ß  und  — 7,  und  somit 

Cl  T       —  ßt    i  —  rt 


Co  -L       —ßi\^ 


(14) 


W^ 
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i,    und   «2    nähern   sich   also    ihren    stationären  Endwerthen 

^   resp.     ^  entweder   aperiodisch,   oder   nachdem   sie  zuvor 

ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht  hatten.    [Im  Fall  von 

n  Leitern  stellen  sich  die  Grössen  »V als   Summe   von 

n  Exponentialfunctionen  dar.  Aus  den  Eigenschaften  der 
Coefficienten  ;;^^  (S.  286)  folgt,  dass  die  Exponenten  auch  in 

diesem  allgemeinen  Fall  reell  und  negativ  sind.  Für  den  Be- 
weis vgl.  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra.  2.  Aufl.  Bd.  T, 
§  94.]  Die  Coefficienten  h  und  c  haben  den  Gleichungen  (12) 
für  die  a  mit  den  Werthen  a  =  —  /9,  bezw.  a  =  —  y  zu  genügen, 
und  sind  durch  diese  Gleichungen  und  zwei  Anfangsbedingungen 
bestimmt. 

Es  sei  speciell  £"2  =  0;  man  bezeichnet  dann  i'|  als  den 
„primären",  «2  ^^s  den  „secundären"  Strom,  und  eine  An- 
ordnung, bei  welcher  »\  abwechselnd  geschlossen  und  geöffnet 
wird,  als  „Inductionsapparat." 

Wird  der  primäre  Strom  geschlossen  zur  Zeit  /  ==  0,  so 
ist  «20  — "  Ö,  und  folglich  nach  (14): 

Der  secundäre  Strom  steigt  also  zu  einem  Maximum  an,  um 
dann  wieder  zu  Null  abzufallen.    Der  Integi-alstrom  ist 


%^Jh<ii  =  h{^  —  -)' 


0 
Andrerseits  ist  aber  nach  (9): 

3         _  PjAco  _  _  Pl^A  .  (15) 

M?2  *^2«^1 

Hierdurch  ist  ^2  bestimmt. 

Wird  der  primäre  Strom  plötzlich  geöffnet,  öo  geht  tj 

vom  Werthe     -'   auf  Null   herab.     Der  Integralwerth   des 

secundären  Stromes   ist   also  numerisch  wiederum  durch  (15) 
gegeben.    Der  zeitliche  Verlauf  aber   entzieht   sich  der  Be- 
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rechnung;  denn  der  Widerstand  des  primären  Kreises  wächst 
—  in  Folge  des  OeflFnungsfunkens  —  sehr  schnell,  aber  in 
unbekannter  Weise  von  ^v^  bis  unendlich.  Um  einen  An- 
halt dafür  zu  bekommen,  wie  sich  die  Verhältnisse  bei  ver- 
schwindender Dauer  des  Oeffnungsfunkens  gestalten,  wollen 
wir  annehmen,  der  Widerstand  r  des  primären  Kreises 
ändere  sich  derart,  dass  i^  gemäss  einer  Exponentialfunction 
zu  Null  abfällt.    Das  heisst  wir  wollen  ansetzen: 

h^2  +P22  ^/    i  P12  ^l  =--0 

für  /  =  0 :  «2  ^==  ö> 

Aus  diesem  Ansatz  folgt: 

die  reciproke  Zeitconstante  des  secundären  Kreises  bedeutet. 
[Der  implicite  vorausgesetzte  Werth  von  r  =  f{i)  ergiebt 
sich  dann  a  posteriori  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (11); 
r  erhält  aber  für  i  =^  0  den  vorgeschriebenen  Werth  tc^  nur 
dann,  wenn  P11P22  —^Pi2'  ^^^'  Diese  Bedingung  muss  also 
erfüllt  sein,  damit  unser  Ansatz  zulässig  sei;  wie  sie  erfüllt 
werden  kann,  s.  S.  319.] 

«2  erreicht  ein  Maxiraum  für 

Es  möge  nun  k  sehr  gross  sein  gegen  /;  dann  wird  /r  klein, 
At  gross,  und  in  erster  Näheiiing: 

T  f 

J  ^  ^lP22  J  \^XP22) 

0  0 

hingegen 


«P  _  Oft 
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£s  entfallt  also  auf  das  Zeitintervall  von  0  bis  x  nur 
ein  verschwindender  Bruchtheil  sowohl  des  Integralstromes 
^2  ^e  der  Joule'schen  Wärme.  Man  kann  in  beiden  Be- 
ziehungen ohne  merklichen  Fehler  annehmen,  der  secundäre 
Strom  setze  sogleich  mit  seinem  Maximalwerth  ein.  Dieser 
Maximalwerth  ist 


Demselben  entspricht  eine  elektromotorische  Kraft 

^1         ~        '  > 
P22   '^\ 

sie  kann  gegenüber  fj  beliebig  gi'oss  sein.  — 


(16) 


Wir  kehren  zu  dem  Fall  eines  einzigen  Leiters  zurück, 
wollen  nun  aber  statt  der  constanten  inneren  elektromotorischen 
Kraft  E  eine  gegebene  periodisch  veränderliche  Grösse 

5  ==  £*ü  sin  vi 

annehmen.     Diese    elektromotorische   Kraft  können  wir  uns 
durch    periodische    Bewegungen    eines    Magneten    gegenüber 

unseim  Leiter  hervorgerufön  denken.         ist  ^ie  volle  Periode, 

V 

V 

-   die  sogenannte  Wechselzahl.    Die  Gleichung  (2)  nimmt  die 
Form  an: 


wi  -\-  p  ^^  =  €q  sin  vi . 
Das  vollständige  Integral  von  (17)  ist: 

let 
i  =  Ae     ^  +  «0  sin  {vi  —  9) ,     wo 


(17) 


i^Vu>"  ^  (ypY ^  €^    \ 


tg9)  = 


vp 
w 


(18  a) 


Nach  genügend  langer  Zeit  wird 
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i  =  Iq  sin  (vi  —  <p) .  (ISb)* 

Vergleicht  man  (18a,b)  mit  der  Gleichung 

welche  für  ein  stationäres  €  gelten  würde,  so  zeigen  sich 
die  folgenden  Unterschiede:  es  hat  scheinbar  eine  Wider- 
standsvermehrung stattgefunden,  und  es  ist  die  Phase  von  t 

gegen  diejenige  von  £  verzögert.  V^t*?'^  +  {^^)^  wird  häufig 
als  „scheinbarer  Widerstand"  oder  „Impedanz",  w  als 
„Ohm'scher",  rp  als  „inductiver"  Widerstand  bezeichnet.  Für 
enggewundene  Spiralen  mit  Eisenkern  verschwindet  schon  bei 
massig  grosser  Wechselzahl  w  gegen  pp.    Dann  convergirt  y 

gegen   -  .  —  Die  während  einer  beliebigen  Zahl  voller  Perioden, 

in   der  Zeit  <,  als  Joule'sche  Wärme  consumirte  Energie  ist 

t 

ihvdi  =      Tq'^w^^      S^iQ  cos  (p  . 


/■ 


2  "  2 

Ü 

Man  erhält  bei  gegebenem  Sq  dieselbe  Stromamplitude  ^  jedes- 
mal, wenn  der  scheinbare  Widerstand  der  gleiche  ist;  der 
Energieverbrauch  aber  kann  dabei  unter  jede  Grenze  herab- 
gedrückt werden,  indem  man  cl^n  inductiven  Widerstand 
gegenüber  dem  Ohm'schen  vergrössert.  Diese  Thatsache  ist 
wichtig  für  die  Technik. 

Hätte   statt  der  Gleichung  (17)  die  folgende  vorgelegen: 
^+P^^t  =  £-£oe'''      (£  =  /-!),  (17') 

so  hätte  man  angesetzt: 


und  erhalten: 


daraus : 


i{w  +  ivp)  =  €oe'']  (in 


t  =  t^e 


.(W-y) 


(18'b) 


wo  Iq  und  q)  wieder  die  Werthe  in  (18  a)  bedeuten.    Wir  hätten 
also   in   (17)  sin  tH  durch  die    Grösse  e'S   deren  imaginärer 
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Theil  sin  vt  ist,  ersetzen,  und  dann  in  der  Lösung  den 
imaginären  Theil  wieder  aussondern  können.  Das  gleiche 
Verfahren  ist  stets  anwendbar,  sobald  die  Unbekannten  und 
ihre  Differentialquotienten  lediglich  linear  und  mit  reellen 
Coefficienten  in  den  Gleichungen  auftreten.  — 

Es  seien  jetzt  zwei  Stromkreise  gegeben,  und  in  dem 
ersten,  dem  „primären",  eine  periodische  elektromotorische 
Ki-aft 


6*0  sin  vt . 


Wir  setzen  an 


d»i 


^ih  +  Pii   ö7  +  /^i2  -j^  =  c  =  Coe 


di, 


Äif 


^2h   +  Pl2    j7  +P22    g^    =0 

und  als  Lösungen: 


(19) 


ii  ==  Ci  e 


>vt 


«2  =  Cje 


vvt 


Setzt  man  dies  in  (19)  ein,  so  folgt: 

(w^  +  ivpn)^  +  ippi2'h  =  <So«**^' 
tvp^2'h  +  ("^2  +  ^^^^22)  «2  =  ö 
Daraus  zunächst 

wo  W  =w^  +W2P       ^2  _  __ (^^t  2)^ 

P^Pw  —P22P 


) 


(I9a) 


fi  = 


'^2^^\-{^22y 


(20) 


Vergleicht  man  (20)  mit  (17"),  so  folgt:  die  Hinzufügung  des 
zweiten,  „secundären"  Stromkreises  hat  für  den  primären 
eine  scheinbare  Vermehrung  des  Widerstandes,  von  w;,  auf  ir, 
und  eine  scheinbare  Verminderung  des  Selbstinductionscoefii- 
cienten,  von  j^,^  ftuf  P,  zur  Folge  gehabt. 

Es  wird  weiter 

vP 


iy  VW^  +  (vPy^£^e'^''"'^\    wo  tg  <p,  = 


t^=f.i^e*^,     wotgrf  = ^ 


W 


(21) 


VP22 
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Dies  bedeutet: 

«,  =  Ai  sin  (vi  —  9), ) 


«2  =  /*•  Ai  sin  (vt 


—  9)1  —  d)     ^ 


wo  A    2— £o^__ 

^1     —  |r2+'(|;P)2 

ist,  und  W,  P,  f,  g>i,  ö  die  angegebenen  Werthe  haben. 

In  der  hier  betrachteten  Anordnung,  welche  ein  „Trans- 
formator" heisst,  wird  dem  primären  Stromkreise  Energie 
in  der  Form  mechanischer  Arbeit  zugeführt;  sie  erzeugt 
zunächst  in  diesem  eine  inducirte  elektromotorische  Kraft  £ 
(Tgl.  §§  1  und  3).  Die  Absicht  ist,  die  zugeführte  Energie 
möglichst  vollständig  im  secundären  Kreise  zu  ver- 
brauchen in  einem  Strom  von  veränderter,  grösserer  oder 
kleinerer,  elektromotorischer  Kraft. 

Die    dem    primären   Stromkreis   zugeführte  Energie    ist 
Sil  dt.     Sie  wird   zum  Theil  in  magnetische  Energie  ver- 


/ 


wandelt,  zum  Theil  in  Joule'sche  Wärme  im  primären  und 
secundären  Stromkreise.  Die  magnetische  Energie  ist  aber 
eine  periodische  Function  der  Zeit,  und  das  Resultat  für 
genügend  lange  Zeit  ist  daher  lediglich:  Erzeugung  Joule'scher 
Wärme.  In  Zeichen:  man  multiplicire  die  erste  der  Strom- 
gleichungen (19)  mit  i,  dt,  die  zweite  mit  i^di,  addire,  inte- 
grire  über  eine  volle  Zahl  von  Perioden,  und  beachte,  dass 
dann 

gleich  Null  werden.    Dann  kommt: 

fCit  dt  =  Tw,  i^^dt  +  ftv^i2^  dt  =  f(J^  +  J2)dt.       (23) 

Ist  der  secundäre  Stromkreis  geöffnet,  also  W2  =  oo,  so 
wird  f=  0 ,  W=  Wi  ,  P  =  Pii'i  es  liegt  der  Fall  der  vorigen 
Aufgabe  vor.     Ist  dann  weiter  die  Frequenz  so  gross,   dass 

— '-  verschwindend  klein  ißt,  so  wird  nur  ein  verschwindend 
»^11 
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kleiner  Energiebetrag  consumirt.  Wird  hingegen  der  secun- 
däre  Kreis  geschlossen,  so  nimmt  mit  abnehmendem  w^  die 
Phasenverschiebung  tp^  ab  und  der  Energieverbrauch  zu. 

Die  Verhältnisse  werden  besonders  übersichtlich  unter 
gewissen  speciellen  Voraussetzungen:  a)  Es  enthalte  der 
primäre  Kreis  iV^, ,  der  secundäre  N^  Windungen,  welche  je 
gleichmässig  über  den  Umfang  desselben  Ringkörpers  von 
der  mittleren  Länge  Z,  dem  Querschnitt  S  und  der  Permea- 
bilität II  vertheilt  sind.  Dann  ist  [vgl.  Kap.  IV,  (22)]  das  Feld 
des  Stromes  i^  innerhalb  des  Ringes: 

die  Induction  dieses  Feldes  durch  die  iVj  Windungen  des 
Stromes  i^ : 

und  der  Selbstinductionscoefficient: 

Daraus  und  aus  den  entsprechenden  Werthen  von  M2,  O12, 
Q22  folgt: 

Die  sämmtlichen  Kraftlinien  eines  jeden  der  beiden  Ströme 
durchsetzen  die  sämmtlichen  Windungen  beider  Stromcui-ven. 
Dasselbe  Resultat  wird  mit  grosser  Annäherung  auch  erreicht, 
wenn  die  Windungen  beliebig  auf  einem  geschlossenen  Eisen- 
ring von  grossem  fi  vei-theilt  sind  [vgl.  Kap.  IV,  S.  263 f.]. 
Es  folgt 

Pl2'^=PllP22'  (24) 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichung  wird  die  Auflösung 
von  (19  a): 

J.t,   ==  £{W2  +  IPP22) 
^  •  «2  =^  —  £  '  t'VPi2 
wo      J  =  W^W2  +  IP  (pi ,  W2  +  P22  «^1 ) . 
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w. 


Es   sei   nun   b)  die  Frequenz   so   ffross,   dass      - 
kleine  Zahlen  sind,  dann  wird: 


und      ^^ 


nhi. 


ii  =       € 


Vii 


i^lt'^'2+/^22«^l 


ij  =  —  <f 


7^12 


i?11«^2+i^22«^t 


(25) 


Dies  giebt: 


.7'22    ._ 


W,  P22 


2 


1  fj^dt  =  V2  f'o  ^ ,-  ^2_;^';-^2_ 

^7      ^  (i^ll«^'2+i>22^^'l)^ 

welche  Werthe  die  Gleichung  (23)  befriedigen. 
Es  folgt  aus  ihnen: 

fJ^di       ^2  i't  1  ' 

man  kann  also  einen  beliebig  grossen  Bnichtheil  der  ge- 
sammten  verbrauchten  Energie  dem  secundären  Leiter  zu- 
fuhren, wenn  man  w^  genügend  gross  gegen  w^  macht.    Sobald 

I  J^dt  verschwindet  gegen    1  J2di,  wird  zugleich  nach  (25): 

1^2  Pxi 

Diesen  Strom  würde  direct  in  dem  (inductionsfrei  gedachten) 
secundären  Leiter  eine  elektromotorische  Kraft  vom  absoluten 

Betrage  £—  =  €  -z-j   hervorrufen. 


Äi 


K 


In  erster  Näherung  also  verbraucht  unter  unseren  Vor- 
aussetzungen die  Von'ichtung  selbst  keine  Energie;  sie  „trans- 
formirt"  sie  aber  in  der  gleichen  Weise,  wie  wenn  die 
gegebene  elektromotorische  Kraft  im  Verhältniss  der  Windungs- 
zahleu  verändert  würde. 
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Wir  behandeln  jetzt  ein  System  verzweigter  linearer 
Leiter.  Gemäss  unserer  Voraussetzung,  dass  die  Ströme 
„quasistationär"  seien,  gilt,  wie  für  stationäre  Ströme  [vgl. 
Kap.  n  (14)],  die  erste  KirchhofTsche  Regel: 

für  jeden  Verzweigungspunkt:  2Ji  =  0.  (a) 

Die  zweite  Regel: 

für  jeden  vollständigen  Umlauf:  2Jv;^i^  =  2£f.  (b) 

lässt  sich  im  allgemeinen  in  dieser  Form  nicht  verwerthen. 
Denn  unter  den  £  wären  jetzt  auch  die  inducirten  elektror 
motorischen  Kräfte  einzubegreifen.  Diese  aber  drücken  sich 
aus  durch  Stromstärken  und  Inductionscoefficienten  ge- 
schlossener Ströme;  —  sie  sind  nicht  ausdrückbar  durch 
die   i^   der  einzelnen  Zweige.     Aber  in  Folge  von  (a)  kann, 

wie  in  Kapitel  11  (15),    das   Stromsystem  zerlegt  werden  in 

ein  System  von  Strömen  ^^\  i^"'\.,  welche  in  vollständigen 
Umgängen  1,2..  verlaufen.     Man  erhält  für  diese : 


»•(•)  ^(0  +  i<^)  ^t.«   +  j(»)  ^'.B  .|.   .  .  ...  £<«) 

1  iQ' 

V     iit 

; 

• 

i<S)  Ji)  _(.  ,<1)  ^.1  _^  ,-(8)  ^2,8  _^  .  .          ^(2)  . 

1    dQ 

V     bt 

etc., 

0        ^^.      ...;>M,<l).|.y,^<2)^y.8^<S)^_.. 

etc. 

(26) 


Die  i^*\  tv^'''\  m;***  haben  die  gleiche  Bedeutung  wie  in  Kap.  11  (15). 

<f^*^  bezeichnet,  wenn  alle  Körper  ruhen,  die  innere  elektro- 
motorische Kraft  des  k^  Umgangs.    Wenn  Bewegungen  von 

Magneten  gegen  das  System  stattfinden,  so  ist  in  S^'^^  auch 
die  durch  diese  Bewegungen  inducirte  elektromotorische  Ki'aft 
enthalten.  Das  System  (26)  giebt  soviel  lineare  Differential- 
gleichungen, wie  Unbekannte  i^*^  vorhanden  sind.*) 

Praktisch  gestaltet  sich  der  Ansatz  in  der  Regel  ein- 
facher: Es  mögen  einzelne  Zweige  enggewundene,  —  etwa 
noch  mit  Eisen  gefüllte,  —  Spii-alen  enthalten,  der  Rest  der 

*)  8.  Helmholtz,  Wisseusch.  Abband  langen.    Band  I,  S.  435. 
Cohn,  elektromagn.  Feld.  21 
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Leitung   aber   aus   gestreckten  Drähten  bestehen.     Dann  ist 

die  Induction    (/^^   durch  irgend  eine  geschlossene  Curve  s^^^ 
wesentlicli  bestimmt  durch  die  Stromstärken  ij.  in  den  Spiralen 

und   deren  Foim  und  Lage  gegenüber 

/^^;  nicht  wesentlich  aber  sind  die  For- 
men der  äusseren  Leitungen,  welche  die 
Spiralen  zu  geschlossenen  Kreisen  er- 
gänzen, und  die  Stromstärken  in  diesen 
Leitungen.  Andererseits  setzt  sich  dieses 

Fig  40.  ^^^  wesentlich  zusammen  aus  den  Wer- 

then   der  Induction  für  die  in  s^^^  ent- 
haltenen Spiralen;  es  wird  nur  unwesentlich  beeinflusst  durch 

die  Form   des  Restes  von  s^^\     Demnach  erscheinen  in  (26) 
die  Grössen  0^^^  etc.  in  der  Form 

WO  die  i^  . .  die   Stromstärken   aller   einzelnen  Zweige  be- 
deuten,  und   die  p^j^ .  .  die  Inductionscoefficienten   derselben 

bezüglich  der  Spirale  des  Zweiges  ä-,  welche  man  sich  in  will- 
kürlicher Weise  geschlossen  denken  kann.     Zerlegt  man  in 

entsprechender  Weise  die  £^^^ .  . ,  und  führt  die  ij^  auch  auf 

der  linken  Seite  von  (26)  ein,  so  erhält  man  wieder  den  An- 
satz in  der  Bjrchhoflf sehen  Form: 

2wj^i^  =  -S ( £]t  —  -     ^j    für  jeden  Umlauf,  (b) 

mit  dem  Zusatz 

Si  =  0    für  jeden  Verzweigungspunkt.  (a) 

Als  Beispiel  mag  die  einfache  Stromverzweigung  Fig.  40 
behandelt  werden.    Es  kommt 


1   ßQx       IO2 


> 
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y=Piih  +Pi2hy        Y=Pi2h  +P22hy 

wo  als  positive  Richtungen  der  Strombahnen  s, ,  äj  die  dui'ch 
die  Pfeile  bezeichneten  zu  gelten  haben.    Also 

^\  H  +  {P\ t  - ^^12)  J^  =w^i^-\-  (;?22  —P\2)  ^J • 

Die  Ströme  stehen  also  nicht,  wie  bei  stationärem  Verlauf, 
im  reciproken  Verhältniss  der  Widerstände.  Seien  etwa  die 
Spiralen  so  gelagert,  dass  />,  2  verschwindet  gegenüber  jo, ,  und 
P22J  und  sei  die  elektromotorische  Kraft  f  und  somit  auch  die 

Strömung  periodisch   mit    der  Wechselzahl      .     Dann    wird 

(*i  =  ^i  ^**^  ^^'  gesetzt) 

{wy  +  ivpx\)h  =(*^2  +  «»^22)  «2  > 
also  das  Verhältniss  der  maximalen  Stromstärken 

Es    steigt,    wenn    etwa  Pitlw,    klein    ist  gegen  Palte,,,    ^it 
steigender    AVechselzahl.      Für    hinreichend    gi'osses   v   wird 
es    unabhängig    von     den    Ohm'schen    Widerständen,    näm- 
lich =  ^22^ 
Pw 


B.  Induction  durch  Bewegung. 

Tm  folgenden  behandeln  wir  Fälle,  in  denen  durch  Be- 
wegungen Ströme  inducirt  werden.  Wir  bezeichnen  all- 
gemein durch 


O 


die   inducirt e   elektromotorische   Kraft.     Die    Gleichung   (2) 
nimmt  dann  die  Form  an: 

it^  =£'+£',  (28) 

21* 
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aus  welcher  sich  ergiebt: 

—  fs'i  dt  =  f{£i  —  ihü)  dt. 

Es  ist  also,  wenn  nur  dieser  eine  Stromkreis  vorhanden  ist, 
—  /  £'idt  der  Ueberschuss  der  aus  den  galvanischen  Ele- 
menten aufgenommenen  über  die  als  Joule'sche  Wärme  ab- 
gegebene Energie.  In  diesem  Betrage  also  muss  Energie  in 
anderer  Form  auftreten.  Dass  dies  stets  zutriflft,  wurde  in 
§  1  gezeigt.  Wir  wenden  die  Gleichungen  auf  zwei  besondere 
Fälle  an: 

1)  es  werde  dem  Stromkreis  s  aus  unendlicher  Entfernung 
ein  permanenter  Magnet  genähert.  Es  heisse  Qq  der  Antheil 
der  Induction  durch  s,  welcher  vom  Strome  selbst,  q  derjenige, 
welcher  vom  Magneten  herrührt,  so  dass 

0  =  Oo  +  ^>  C?o  =  const. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  die  Bewegung  erfolge 
so  langsam,   dass  i  in  jedem  Augenblick  nur  unmerklich  von 

£ 
dem  stationären  Werth        abweicht,  welchen  es  vor  und  nach 

w 

der  Bewegung  besitzt.     Dann  ist  die  geleistete  Arbeit  nach 

Kapitel  IV,  Gleichung  (7): 

wo  Oj  den  Endwerth  von  Q  bezeichnet.   Andererseits  ist  auch 


-Je'idt^  ^((?,  "(?o)- 


Hierdurch  wird  dem  Energieprincip  genügt,  da  die  magne- 
tische Energie  des  Systems  durch  die  Annäheining  des  Mag- 
neten an  den  Stromkreis  nicht  geändert  wird.  [Kapitel  IV, 
Gleichung  (36).] 

2)  es  werde  dem  Stromkreis  aus  unendlicher  Entfernung 
ein  unmagnetisches  Stück  Eisen  genähert.    Es  w^erde  gesetzt 

0  =  (3o  +  Q\ 
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und  es  sei  wieder  Qq  der  Anfangs-,  Q^  der  Endwei-th  von  Q; 
Q'  ist  dann  der  von  der  inducirten  Magnetisirung  des  Eisens 
herrührende  Betrag.  Die  Bewegung  sMl  wieder  sehr  langsam 
erfolgen.    Es  ist  dann  nach  Kapitel  IV,  Gleichung  (57): 

^=V2yrfO'='/2^(0.-Qo). 
Andererseits  ist  wieder,  wie  unter  1), 

Diesmal  aber  hat  die  magnetische  Energie  sich  ge- 
ändert; sie  war  im  Anfang: 

und  ist  am  Ende: 

1 


^ml=V2ft^*^=^l2 


V 


I 


Es  folgt: 

m 

und  hiermit  ist   das   Energieprincip   wiederum  befriedigt.  — 
Der  inducirte  Integralstrom  ist  im  Fall  1)  wie  im  Fall  2): 

S' =  -  "4;  (<?.  -  Oo). 

Für  die  erzeugten  Inductionsströme  also  ist  es  ohne  Be- 
deutung, ob  der  an  irgend  einer  Raumstelle  auftretende 
Magnetismus  permanent  oder  temporär  ist.  Der  Unterschied 
besteht  aber  in  folgendem:  bei  der  Bewegung  eines  perma- 
nenten Magneten  gegen  einen  Stromleiter  wird  der  Ueber- 
schuss  der  aus  den  Elementen  aufgenommenen  über  die  als 
Joule'sche  Wärme  abgegebene  Energie  vollständig  in  mecha- 
nische Arbeit  umgesetzt;  bei  der  Bewegung  eines  Eisenstückes 
wird  er  zum  Theil  als  magnetische  Energie  aufgespeichert. 
Diese  Energie  kommt  zum  Vorschein,  wenn  der  Strom 
—  etwa  durch  Ausjjchaltung  der  Elemente  —  55um  Erlöschen 
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gebracht  wird.  Derselbe  liefert  dann  ohne  Eisenkörper  noch 
Joule'sche  Wärme  vom  Betrage  '/2  Po  *^>  ^^  Eisenkörper  aber 
^2/?!  i'^  (s.  S.  310).  —  Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  die  Per- 
meabilität des  permanenten  Magneten  gleich  der  der  Luft  sei 
(fi^).  In  Wahrheit  ist  auch  für  ihn  stets  /i'^fi^;  also  ist  ein 
Theil  seiner  Magnetisining  stets  „inducirt".  Die  durch  seine 
Bewegung  induciiien  Ströme  verrathen  seinen  „freien" 
(wahren  +  inducirten)  Magnetisnms;  —  der  Inductionsstrom, 
welcher,  bei  ruhenden  Körpern,  dui'ch  Ausschaltung  der 
Elemente  entsteht;  ist  abhängig  von  seinem  inducirten 
Magnetismus. 

Wir  wollen  jetzt  innere  elektromotorische  Kräfte  aus- 
schliessen,  so  dass  nach  (2)  wird: 

^=-F^'  (29) 

Wird  der  Stromträger  gegen  ein  fremdes  magnetisches  Feld 
bewegt,  so  wird  in  dt  die  Arbeit  geleistet: 


also  nach  (29): 


ö^  =  y  dQ=  ^j^  dt, 


_-  L/"^?' 


^^  =  --F%UT''^-  ^^'^ 


Diese  Arbeit  ist  stets  negativ,  d.  h.:  Der  durch  die  Be- 
wegung eines  Leiters  gegen  ein  magnetisches  Feld  inducirte 
Strom  hat  stets  solche  Richtung,  dass  die  auf  den  Strom- 
träger ausgeübten  elektrodynamischen  Kräfte  der  Bewegung 
entgegen  wirken.    (Lenz 'sehe  Regel.) 

Die  beiden  Aufgaben:  in  einem  gegebenen  magnetischen 
Felde  1)  die  mechanischen  Kräfte  auf  einen  linearen  Strom- 
leiter, —  2)  die  durch  Bewegung  in  dem  Leiter  inducirte 
elektromotorische  Kraft  zu  finden,  werden  gelöst  durch  die 
Auffindung  derselben  Grösse:  der  Veränderung  öQ,  welche 
Q  bei  virtuellen  Verschiebungen  erfährt. 

Dies  fuhrt  zunächst  zu  einer  allgemeinen  Bemerkung:  wir 
konnten  ÖQ  zerlegen  in  Beiträge,  w^elche  von  der  Verschiebung 
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V  der  einzelnen  Curvenelemente  ds  herrühren.  Der  Beitrag 
von  ds  war  (vgl.  Kap.  111,  Seite  230) 

d(60)  =  li^t'  sin  (Md.s)  ds-v  ^ 


wo  V  die  Axe  der  Drehung  ds  M  l)edeiitet.  Es  kann  also 
in  gleicher  AVeise  die  inducirte  elektromotorische  Kraft 

^,  1    IQ 

^  V  ht 

zerlegt  werden  in  Elemente,  von  welchen  ds  den  Beitrag 
-  -  ,,  rf  . ,    liefert.     d(6Q)  l)edeutet  die  vom  Element  ds  hei  der 

\  Ol 

Bewegung  gesclinittenen  Kraftlinien.  Inshesondere  also: 
zu  £"  liefert  ein  Element  ds  keinen  Beitrag,  wenn  es  sich 
sei  es  in  seiner  eigenen  Richtung,  sei  es  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  l)ewegt. 

Aus  (29)  folgt  die  Gleichung  (9): 


Dieser  Integral  ström  ist,  wenn  wir  nur  die  Zeit  t  hinreichend 
gross  wählen,  von  der  Selhstinduction  unahhängig  (s.  S.  309). 

In  der  Differentialgleichung  (29)  dagegen  enthält    .     im 

et 

allgemeinen  auch  ein  Glied:  p  .  .  Dasselhe  verschwindet  nach 

gewisser  Zeit,  wenn  durch  die  Bewegung  eine  gleichförmige 
Zunahme  von  Q  hewirkt  wird.  Diese  Bedingung  denken  wir  uns 
in  den  folgenden  Beispielen  [ausser  1)]  eingehalten.  Dieselhen 
bilden  die  Gegenstücke  zu  den  im  Kapitel  IV,  §  3  B.  unter 
gleicher  Zifter  behandelten  Beispielen. 

1)  Ein  Stromleiter  von  der  „Fläche"  S  werde  im  Erd- 
felde gedreht,  dessen  horizontale  Componente  /A,  dessen 
verticale  Z  heisse  („Erdinductor");  und  zwar: 

erstens  so,  dass  die  Normale  von  S  aus  der  Richtung 
von  7/  in  die  entgegengesetzte  Richtung  übergeht;  dann  ist 
9o  ^^  ^0  -W"-  5,    Q    -      fi^j  TT-  S,   also  der  Integralstrom 
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3,  = -j^  2  ^„  ff  •  S; 

zweitens   so,   dass   die  Normale   aus  der  Richtung  von  Z  in 
die  entgegengesetzte  übergeht;   dann  ist  der  Integralstrom 


Daraus 


1 


wenn   a   den   Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Richtung  des 
Erdfeldes  mit  der  Horizontalen  bildet,  die  sogenannte  Incli- 

nation.   Dieselbe  kann  also  aus  ^  bestimmt  werden  (s.  §  4). 

Ol 

Für  das  folgende  kann  man  allgemein  bemerken:  findet 
eine  Parallelverschiebung  dx  eines  Leiterstücks  statt,  und 
bezeichnet  f  die  Kraft,  welche  auf  dasselbe  wirken  würde, 
wenn  es  den  Strom  i  fuhrt,  so  ist  einerseits 


andererseits 


also 


p, 1  SQ  Sx 

^  Y  Ix  ö^ 


^  Ix   ÖX 


Ebenso:  wenn  eine  Drehung  d^  um  eine  Axe  stattfindet,  und 
ö  das,  für  den  Strom  %  berechnete,  Drehungsmoment  um  die- 
selbe bedeutet,  so  ist 

Hiemach  folgt  sofort: 

2)  Wird  die  Brücke  (Fig.  35)   mit   der   constanten   Ge- 
schwindigkeit u  nach  aussen  geschoben,  so  ist 
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3/y  bezeichnet  die   zur  Scbienenebene  normale  Componente 

des  Feldes,  und  das  Minuszeichen  bedeutet,  dass  €*  die 
Richtung  des  negativen  Uiulaufs  um  A'  hat. 

3)  Der  bewegliche  Badius  i^Fig.  36)  werde  durch  äussere 
Kräfte  in  gleichförmige  Rotation  versetzt.  Die  inducirte 
elektromotorische  Elraft  ist 

4)  (Sogenannte  unipolare  Induction.)  Bei  gleichför- 
miger Rotation  des  Bügels  (Fig.  37)  um  einen  Pol  des 
Magneten  wird  inducirt: 

^ tn    öd" 

5)  Gramme'scherRing.  Das  Stromsystem  kann  (s.  Fig.  38) 
in  zwei  einfache  Umläufe  mit  den  Strömen  i^  und  fj  aufgelöst 
werden.  In  jedem  derselben  ist  bei  gleichförmiger  Rotation 
des  Ringes  die  inducirte  elektromotorische  Kraft: 

^  ~        V"    ar 

Die  Kirchhoffschen  Regeln  aber  ergeben,  wenn  w  den 
Widerstand  einer  Ringhälfte,  Wq  denjenigen  des  äusseren 
Kreises  bezeichnet, 

»  =  »I   +  «2 

H  ^  +  *  w?o  ==^  ^' 
und  daraus: 

2i,  =2*2  =  *=^ 

2  +  ^0 

Im  Vorstehenden  ist  eine  dauernde  gleichmässige 
Verbindung  des  äusseren  Kreises  mit  den  beiden  Windungs- 
hälften vorausgesetzt.  Diese  ist  praktisch  nicht  ausführbar; 
es  entstehen  daher  plötzliche  Stromschwankungen  und  somit 
Wirkungen  der  Selbstinduction.  Auf  die  hieraus  entspringen- 
den Complicationen  geben  wir  nicht  ein. 
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§  3.  Ungeschlossene  Stromkreise. 

Wir  kehren  zur  Betrachtung  eines  ruhenden  Leiters 
zurück,  nehmen  aber  jetzt  an,  der  liciterkreis  .v  sei  niclit 
vollständig  geschlossen.  Seine  Enden  mögen  in  einem 
Condensator  (Capacität  r,  Elektricitätsmengen  -h  /')  enden 
(vgl.  Fig.  41).  Dann  ist  weder  die  Induction  Q  eines  gegebenen 
Feldes  durch  s^  noch  das  Feld  .V  eines  in  .s-  fliessenden  Stromes 
/  und  somit  die  Induction  Q'  dieses  Feldes  durch  eine  ge- 
gebene Curve  scharf  definirt;  wenn  aber  die  üefinung  sehr 
klein  ist  gegen  die  Länge  der  Leitung,  so  hat  man  angenommen, 
dass  man  diese  durch  die  Oett'nung  hindurch  auf  beliebige 
Art  geschlossen  denken  darf.  Mit  anderen  AVorten :  man  er- 
gänze s  durch  6s  ((juer  durch  den  C-onden- 
sator)  zu  einer  geschlossenen  Curve  s  -}-  6s 
und  denke  ()  und  f./,  was  stets  möglieb 
ist,  durch  Integrale  über  s  -\-  6s  ausgedrückt ; 
lässt  sich  6s  so  ziehen,  dass  der  von  dv 
herrührende  Beitrag  verschwindet  gegen- 
über dem  Rest,  so  nimmt  man  an,  dass 
das  Integral  über  s  praktisch  den  Werth 
von  Q^  bezw.  (/  darstellt.  Die  Erfahrung? 
hat  diese  Annahme  in  der  Weise  bestätigt, 
dass  es  nicht  möglich  war,  durch  Versuche 
mit  solchen  Anordnungen  eineEntscheidimg 
über  die  für  den  Fall  ungeschlossener  Ströme  am  Inductions- 
gesetz  anzubringende  Correction  herbeizuführen.  In  anderer 
Beziehung  aber  ändert  sich  unser  Ansatz  (2):  Es  befindet 
sich  jetzt  auf  jeder  Belegung  des  Condensators  eine  Elek- 
tricitätsmenge,  die  durch  den  Strom  geändert  wird ;  denn  die 
Stromlinien  enden  am  Condensator.  Wir  haben  also  jetzt 
eine  elektrische  Energie  IF^,   deren  Aenderungen   nach   der 

dritten  allgemeinen  Annahme  dieses  Kapitels  (S.  3(>7  f.)  durch 
die  Aenderungen  der  Elektricitätsvertheilung  gegeben  sind. 
Die  Energiegleichung  lautet  nunmehr  an  Stelle  von  (8): 

Ö.4  +  'Vdi  =  -  (rflF  ^.  rfirj  .  (31) 


Fig.  41. 


Es  handle  sich  um  einen  einzigen  ruhenden  Leiter  ohne  innere 


§  3.]  mit  Condensaior.  331 

elektromotorische  Kräfte.     Dann  ist  ^J  =  0,     V=i^w^ 

Tf ;  .-.  const.  +  V-,  ^' ,  ";.  -  V2  V  i' . 

c 

Weiter    folgt    aus    der    allgemeinen    Beziehung    [Kiip.    II, 
Gleichung  (1)] 


für  uiisern  Fall: 


JA^dS  = 


Also 

/^^ A  P  .  .et 


'■'"'=   -öA'^  c  ^'''P'')^-  c'--i''ir 


oder 


P        ör 


Dififerenzirt  man  nach  /,  so  kommt: 

Wir  setzen  als  Lösung  an:  i  =  e'''^ ^  und  finden: 


Daraus: 


1 

/)//-  +  ufj  -j-       =0. 

c 

Es  trennen  sich  zwei  Fälle: 
1)  sei        .,  <r  1 ;  dann  wird 

wo  7/|  und  ^2  ^*^®1'  ^^^  negativ  sind.  Der  Strom  *,  und 
ebenso  die  Ladung  P,  geht  also  aperiodisch  gegen  den  Werth 
XuU. 
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Sei  speciell       ,  sehr  klein,  dann  wird  sehr  nahe 


Vi 


w 


p 


1 

cw 


und   also   ri^   numerisch   sehr  klein  gegen  ri^. 
nach  einer  gewissen  Zeit  merklich 

i_ 

cw 


Folglich   ist 


%=^  ae 


Daraus  folgt 


(33) 


IW. 


m 


It 


—  ^*:.,  = 


_    P 


V2 


It 


CW 


also 


ÖIF. 


m 


ht 


CW 


sehr  klein;  daher  merklich  als  Energiegleichung: 


y= 


(31a) 


Umgekehrt  würde  man  zu  der  Gleichung  (33)  gelangen,  wenn 
man  in  der  Energiegleichung  die  magnetische  Energie  ver- 
nachlässigte, d.  h.  /?  ==  0  setzte. 


2)  sei  -    .,  >  1 ;  dann  wird 


'/2  =  —  ß  -^7 


wo 


ß== 


w 


ß^  +  7'  = 


cp 


i  =  e-^  (a,  e"^  +  «^  e""'')  =  A  e"*"  cos  (7/  +  d) . 

t  fällt  also  in  gedämpften  Schwingungen  gegen  Null  ab. 
Bezeichnet  T  die  Dauer  der  Halbschwingung,  x  das  „logarith- 
inische  Decrement",  so  ist 


r  = 


f' 


ß= 


T' 
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und  folglich 

^      •  (34b) 


Der  Ableitung  der  Gleichung  (32)  kann  man  eine  andere 
Form  geben.  Aus  dem  Ohm'schen  Gesetz  folgt  unmittelbar 
(vgl.  Fig.  41) 


iw  =  I  d  Egds 


a 
d 


wo  die  Buchstaben  neben  den  Integralzeichen,  von  unten  nach 
oben  gelesen,  den  Integrationsweg  bezeichnen  sollen,  und  O 
eine  Integration  über  die  geschlossene  Curve  im  Sinne  von  i. 

Unsere  Annahmen  kommen  nun  auf  das  folgende  heraus: 

*\  • 

1)  Das   erste   Integral   der    letzten  Zeile  darf  =  —  7;  . 

gesetzt  w erden,  wop  den  Selbstinductionscoefficienten  einer  Curve 
bdacb  bedeutet,  in  welcher  das  Element  acb  unbestimmt  ist. 

2)  Das  zweite  Integral  darf  gleich  dem  Werth  gesetzt 
werden,  den  es  für  ein  elektrostatisches  Feld  besitzen 
würde,  in  welchem  die  Condensatorplatten  dieselbe  Ladung 
besässen.  Man  darf  es  aber  nicht  mehr  als  die  „  Föten tial- 
differenz**  zwischen  a  und  b  bezeichnen;  denn  ein  Potential 
existirt  nicht;  der  Werth  des  Integi'als  ist  erst  durch  den 
Integrationsweg  (über  c)  bestimmt.  Die  Technik  benutzt  für 
den  allgemeineren  Begriif  „Linien-Integral  der  elektrischen 
Feldintensität"  das  Wort  „Spannung";  im  englischen  ist 
„Voltage"  eingeführt. 

Die  Gleichung  (32)  zeigt,  dass  man  für  unsern  nahezu 
geschlossenen  Stromkreis  das  Ohm'sche  Gesetz  formal  auf- 
recht erhalten  kann,  indem  man  diese  Spannung,  die  Grösse 
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—      ,   als   eine  neue  Art  elektromotorischer  Kraft  einfuhrt. 

c 

Multiplicirt   man   (32)   mit  i,   so   bildet   sich  auf  der  linken 

Seite    die   in   der  Zeit  Eins  erzeugte  Joule'sche  Wärme,  aus 

P 

aber   entsteht   die  Abnahme   der  elektrischen  Energie. 

c 

Allgemein  kann  man  wie  folgt  definiren:  erfahrungsmässig 
ist  mit  der  Existenz  eines  linearen  Stromes  i  das  Auftreten  einer 
Wärmemenge  Pw  (Joule'sche  Wärme)  in  der  Zeiteinheit  ver- 
knüpft, welche  sich  in  bestimmter  Weise,  nämlich  nach  Ver- 
hältniss  der  Körperconstanten  m;,  ,  W2  -  .  ,  über  den  Stromkreis 
vertheilt.  Diese  AVärme  findet  ihr  Aequivalent  in  verschie- 
denen Arten  verbrauchter  Energie.    Indem  man  jeden  dieser 

Posten  in  der  Foim  £^^\  schreibt,   erhält  man  nach  Division 
mit  i: 


iw 


jj^in) 


d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes. 

Jeden  Term  6'^'*^  der  rechten  Seite  bezeichnet  man  als  eine 
elektromotorische  Ki-aft  in  dem  linearen  Kreise.  Jeder  ein- 
zelne Term  kann,  für  positives  i,  positiv  oder  negativ  sein; 
nur  die  Summe  ist  nothwendig  positiv. 

Wir  haben  als  Quellen  Joule'scher  Wärme  („Strom- 
quellen") kennen  gelernt:  1)  chemische  und  thermische, 
2)  mechanische,  3)  magnetische,  4)  elektrische  Energie.  Dem 
Posten  1)  entspricht  die  von  uns  als  „innere"  bezeichnete 
elektromotorische  Kraft  €;  —  den  Posten  2)  und  3)  die 
„inducirte"  €';  —  dem  Posten  4)  die  Spannung  zwischen 
den  Enden  des  aufgeschnittenen  Kreises.  —  Nur  die  Grössen 
£  sind  durch  innere  Constanten  des  Kreises  gegeben;  sie 
trennen  sich  dadurch  von  den  übrigen  elektromotorischen 
Kräften. 

Der  Ansatz 

^       P  öl  .       ÖP 

ffiebt   den  Strom   für  einen  durch  einen  Condensator  unter- 


§3.] 


Widerstan  dsoperator. 
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brochenen   Stromkreis    mit    der    inneren    elektromotorischen 
Kraft  <f. 

Für  ein  beliebig  verzweigtes  Leitersystem  mit  einge- 
schalteten Ccmdensatoren  erhält  man,  unter  den  Voraus- 
setzungen der  S.  322,  den  Ansatz  durch  die  KirchhofFschen 
Regeln;  an  den  Gleichungen  (a)  (b)  ändert  sich  nur  das 
eine,   dass  für  jeden  Zweig  /.*,   welcher  durch  einen  Conden- 


sator  (e.)  unterbrochen  ist,  zu  £V  eine  Grösse 


tritt,  wo 


^     ^--  i^.     Es    handle   sich   um   ein  Stromnetz,   in   welchem 

keine  f^^  vorhanden  sind,  und  dessen  Zweige  so  gelagert  sind, 

dass    für   einen  jeden   nur   die   Selbstinduction   in   Betracht 
kommt.    Dann  wird  der  Ansatz: 


(a) 
(b) 


JSi  =  0  für  jeden  Verzweigungspunkt, 


öl. 


+Pk  .:i  =  o, 


für  jeden  Umlauf. 


0/ 


ti 


(35) 


Es  seien  die  Ströme  einfach -harmonische  (sinusförmige)  Func- 
tionen der  Zeit;  dann  setzt  man 


und  erhält  aus  (a)  (b): 


h  =  ^A:  « 


2:a=  0 


Sa, 


n  +  '  {m  -  1,1 


0 


(u) 
(b') 


Die  Form  der  Kirchhoft''schen  Gleichungen  für  stationäre 
Ströme  bleibt  also  bestehen;  es  ist  lediglich  an  Stelle  des 
Widerstands  w;^  der  complexe  „Wider  Stands  Operator*' 

1 


'^k-^-  c(vpj^  -  ^ 


getreten.     Weiteres   über   die   rechnerische  Durchführung  s. 
z.  B.  bei  M.  Wien,  Wied.  Ann.  44,  S.  G89. 
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§  4.  Massmethoden. 

In  diesem  Kapitel  sind  zum  ersten  Mal  zeitlich  ver- 
änderliche elektromagnetische  Grössen  aufgetreten;  solange 
die  Voraussetzungen  erfüllt  sind,  welche  wir  S.  307f.  unter  1) 
bis  4)  gemacht  haben,  können  wir  ihre  Messung  auf  die 
Messung  stationärer  Grössen  zurückführen. 

Aus  den  Annahmen  3)  und  4)  folgt  zunächst:  verbinden 
wir  die  Punkte  a  und  h  eines  geschlossenen  linearen  Strom- 
kreises (vgl.  Fig.  42)  mit  den  Organen  A  und  B  eines  Elektro- 
meters, so  sind  die  mechanischen  Kräfte  auf  den  beweglichen 
Elektrometertheil  in  jedem  Moment  die  gleichen,   als  ob  die 

gegenwärtige  elektrische  „Spannung*" 
zwischen  A  und  B  eine  stationäre  Poten- 
tialdiflferenz  wäre.  Es  werde  etwa  ein 
Quadrantelektrometer  (vgl.  S.  79)  in  der 
Weise  benutzt,  dass  A  und  G  mit  a 
verbunden  sind,  B  mit  h\  das  Instni- 
ment  sei  mittels  constanter  Potential- 
differenzen „geaicht",  d.  h.  der  Coefti- 
cient  k  der  Gleichung  (48  a)  S.  79  be- 
stimmt. Besteht  dann  zwischen  A  und  B  eine  periodisch 
wechselnde  Spannung  @,  und  ist  die  Dauer  der  Periode 
klein  gegen  die  Schwingungsdauer  der  Nadel,  so  erhält  man 
den  zeitlichen  Mittelwerth  [S^]  von  ©^  aus  dem  be- 
obachteten Drehungsmoment  &  gemäss  der  Gleichung 

Ö  =  2-[®']- 

Es  sei  nun  weiter  die  Capacität  des  Elektrometers  so  klein,  dass 
sich  kein  merklicher  Bruchtheil  des  veränderlichen  Stromes  in 
die  Leitung  Z>jB,  -4a  verzweigt;  dann  fliesst  in  dem  Zweige  hda 
der  gleiche  Strom  i,  welcher  dort  vor  Anlegung  des  Elektro- 
meters bestand.  Habe  der  Leiter  hda  etwa  den  Widerstand  w 
und  enthalte  er  eine  Spirale  vom  Selbstinductionscoefficienten 
2)j  so  ist  [s.  (35  b)] 
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Befände  sich  zwischen  a  und  h  anstatt  der  Spirale  ein  in- 
homogener Leiter  mit  der  inneren  elektromotorischen  Kraft  6, 
so  wäre 

^  =  wi  —  S  - 

Die    inducirte   elektromotorische   Kraft    €' ^==  —  v  \,   wird 

0/ 

also  elektrometrisch  genau  so  wie  eine  „innere"  S  gemessen. 

Es  ist  aber  zu  beachten:  wenn  hier  dem  ungeschlos- 
senen Leiterstück  hdn  ein  bestimmter  Werth  S'  zugeordnet 
wurde,  so  bedeutet  das  lediglich  eine  praktisch  ausreichende 
Näherung. 

Offen  blieb  bisher  die  Frage,  ob  der  Werth  einer  inducirten 
elektromotorischen  Kraft  £'  allgemein  eindeutig  in  Elemente 
zerfällt  werden  kann,  w^elche  den  Elementen  der  Stromcurve 
entsprechen.  Die  Strömung  ist  vollkommen  bestimmt  durch 
die  Tntegralwerthe  C  für  geschlossene  Curven;  nur  auf  diese 
Integralwerthe  also  kann  aus  der  beobachteten  Strchnung 
geschlossen    werden.    —    Das   gleiche   galt   für   die    Grössen 

£=  —  /  Kgds .    Auf  die  Elemente  A"  a])er  konnte  geschlossen 

werden  aus  den  Energieumsetzungen,  welche  sich  an  die 
Existenz  der  £  knüpfen;,  diese  finden  —  wenigstens,  soweit 
es  sich  um  Wärme  handelt  —  in  bestimmt  angebbarer  Weise 
in  den  einzelnen  Elementen  des  Leiters  statt,  und  somit 
lassen  sich  auch  die  Elemente  von  £  localisiren  (s.  Kap.  II, 
S.  173).  —  Die  Energieformen,  welche  bei  Vorhandensein 
der  £'  auftreten,  sind  im  allgemeinen  mechanische  Arbeit  und 
magnetische  Energie.  Die  letztere  kann  experimentell  nicht 
localisirt  werden;  nur  die  Theorie  veiiiheilt  sie  in  bestimmter 
Weise  auf  die  Raumelemente,  aber  wesentlich  auch  auf  Raum- 
theile  ausserhalb  des  Leiters.  Die  Aufgabe,  £'  in  seine  Ele- 
mente zu  zerlegen,  hat  demnach  physikalisch  keine  Lösung; 
mathematisch  hat  sie  unendlich  viele,  welche  alle  physikalisch 
gleichwerthig  sind.  —  Nur  in  dem  speciellen  Fall,  wo  nur  mecha- 
nische Arbeit  (keine  magnetische  Energie),  auftritt,  d.  h.  also 
bei  der  Bewegung  des  Leiters  gegen  einen  permanenten,  nicht 
inducirbaren  Magneten,  ist  in  der  S.  327  angegebenen  Weise 
eine  eindeutig  bestimmte  Zerlegung  möglich. 

Oohii,  elektromagB.  Feld.  22 
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Wie  unsere  Annahmen  3)  und  4)  die  Regeln  für  die 
Messung  periodisch  veränderlicher  Spannungen  ergaben,  so 
ergeben  die  Annahmen  1)  und  2)  die  Regeln  für  die  Messung 
periodisch  veränderlicher  Ströme:  ein  Galvanometer  misst 
bei  hinreichend  kurzer  Periode  den  zeitlichen  Mittelwerth 
von«  im  gleichen  Mass,  in  dem  es  einen  stationären  Strom 
t  misst;  —  ein  Elektrodynamometer  ebenso  den  "Werth  von  »i  -ij 
bezw.  von  i^. 

Im  gegenwärtigen  Kapitel  ist  als  neues  Messungsobjeet 
der  Integralstrom 


r 


aufgetreten.  Die  mechanische  Wirkung,  welche  derselbe  auf 
einen  Magneten  —  z.  B.  die  Nadel  eines  Galvanometers  (vgl. 
S.  262)  —  ausübt,  wird  ebenfalls  nach  dem  Princip  gefunden, 
dass  das  Feld  und  die  Kräfte  in  jedem  Moment  die  gleichen 
sind,  welche  der  jeweilige  Strom  als  stationärer  Strom  her- 
vorrufen würde.    Es  ist  also  das  Drehungsmoment  zur  Zeit  t: 

öi=i»fKcos*,  (36  a) 

wo  M  das  Feld  des  stationär  gedachten  Stromes  ♦  am  Ort 
der  als  sehr  klein  vorausgesetzten  Nadel  bedeutet,  K  das 
magnetische  Moment  der  Nadel,  &•  den  Winkel,  welchen  ihre 
Axemitder  zu  itf  normalen  Ebene,  dem  magnetischen  Meridian, 
bildet.    Allgemein  kann  gesetzt  werden 

• 

M^~g,  (36b) 

wo  g  eine  durch  die  Abmessungen  des  Instruments  bestimmte 
Constante  bezeichnet.  Diese  ergiebt  sich  bei  geeigneter 
Form  der  Strombahn  durch  Rechnung  [vgl.  Kap  IV,  (23)]; 
für  ein  beliebiges  Instrument  kann  sie  durch  Vergleichung 
mit  einer  Tangentenbussole  empirisch  bestimmt  werden. 
{0==4:j€g  heisst  die  „Galvanometerconstante".) 

Auf   die    Nadel    wirkt    femer,    zu    wachsenden   ß-,    das 
Drehungsmoment  des  Erdfeldes  H: 
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62  =  — Hü  sin  d-.  (37) 

Die  Bewe^ungsgleichung  der  Nadel  ist  daher,  wenn  D  ihr 
Trägheitsmoment  bezeichnet: 

Es  handelt  sich  in  der  Regel  um  Ströme,  welche  merklich 
in  sehr  kurzer  Zeit  r  ablaufen.  Wir  setzen  im  Folgenden  vor- 
aus, T  sei  sehr  klein  gegen  die  Schwingungsdauer  der  Nadel, 
und  diese  befinde  sich  zur  Zeit/«=0  im  magnetischen  Meridian 
und  in  Buhe.  Dann  bleibt  merklich  ^==0  während  der  Zeit  t; 
es  gilt  folglich  während  dieser  Zeit: 

Wir  integriren  diese  Gleichung  über  die  Zeit  von  0  bis  r; 
dann  folgt:  die  Nadel  hat  zur  Zeit  t  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit <D  erlangt,  welche  bestimmt  ist  durch 

Dc9  =  g'K-f'  (38) 

Nach  Ablauf  der  Zeit  t  ist  M^=Oj  und  es  folgt: 

D^^^=-HTismd'  iß) 

mit  den  Anfangsbedingungen 
für  <  =  t:  d^==i)  und    ^ ,  =  «> . 

Ol 

Die  Auflösung  ist,  w^enn  sich  die  Bewegung  auf  kleine  Winkel  d- 
beschränkt: 

^  =  -"—  sm  — ^7p~   ,  wo 

3t  IQ 


{%h"-w--  w 
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d.  h.    die    Nadel    führt  Schwingungen    aus  mit   der  halben 
Schwingungsdauer  Tq  und  der  Amplitude: 

a='^i^.  (40) 

Mittels  (39)  und  (40)  können  y.  und  co  aus  (38)  eliminirt  werden, 
und  es  folgt! 

a.  (41) 


3      n  s 


V        jt    g 

An  dem  gleichen  Galvanometer  bringe  ein  stationärer 
Strom  i  die  dauernde  kleine  Ablenkung  ß  heiTor.     Dann   ist 

vgl.  S.  262,  Gleichung  (24),  wo  ^  =-  ^  ^ 

-    =  -  p. 
y         9 

Also  3  =  i  -'«-  ^ .  (42) 

Hiermit  ist  die  Messung  kurz  dauernder  Integralströme  oder 
„Stromstösse"  auf  die  Messung  stationärer  Ströme  zurück- 
geführt. 

Wenn  der  Stromkreis  des  Galvanometers,  vom  Wider- 
stand w,  nach  dem  Ablauf  des  Stromstosses  geschlossen 
bleibt,  so  bedarf  die  vorstehende  Entwicklung  einer  Correction: 
die  Bewegung  des  Magneten  inducirt  dann  einen  Strom  ?', 
imd  dieser  wirkt  mit  einem  Drehungsmoment  6^, '  auf  die  Be- 
wegung der  Nadel  zurück.  Es  ist,  wenn  Q  die  Induction  des 
Magneten  durch  den  Galvanometerkreis  bezeichnet,  nach  (30): 

Wenn  nun  M'  das  vom  Strom  i'  erzeugte  Feld  bezeichnet, 
so  ist  nach  (36  b): 

M'  =  ^g,   und   ^  (HM')  =  f  -  ^i 
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nach  Kapitel  IV  (59)  aber: 


UM'  cos 

CK^) 

-J.Ö; 

folglich 

0- 

:  Ug  sin 

». 

Also  wird 

&'             ^ 

tiaW 

COS^*-  -.  ;  , 
0  ( 

und  an  Stelle 

von  (ß)  tritt: 

-er 

-t-öj. 

Für  kleine 

Schwingungen  hat  man 

daher: 

-pi»- 

wo 

»      HU 

2q- 

fiir  t  —  T : 

*  = 

0^*  = 

=  m. 

Die  Auflösung  ist,  sofern  //^!>9^: 


X  jr^ 


fp2 


also  nach  (43)  und  (39): 


iß^) 


(43) 


wo  ^  =  <?;       -^i=^P'—q^'7  (44) 


^^2 =  /''^  "=  7^  ■/  ('^^) 

Die  Amplitude  dieser  Schwingungen  (das  Maximum  von  d)  ist 

Tco  —  ^arcfcg 

oder  nach  (45)  auch: 
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X       .    n 


„=i;.J»e"«  ""**«.  (40') 

Aus  (38),  (39),  (40')  folgt  an  Stelle  von  (41),  (42): 

5       r„^>tg-«    H^  (4t') 

V        Jt  g 

oder  3=,-^«.e«"^".-«.  -(42') 

X  ist  das  „logarithmische  Decrement^  der  Nadelschwingung^ 
Tq  die  Schwingungsdauer  bei  offenem  Gahanometerkreis. 

Aus  (43),  (44),  (45)  folgt  noch 

2r^wH      p^       jtY^^^  +  x^^' 


(46) 


also  i^_  J^       9^  :^\[x^o^ 

-  kann  [s.  Kap.  in  (22)]  in  absolutem  mechanischem  Mass 
gemessen,  g  in  der  S.  338  angegebenen  Weise  bestimmt 
werden;  man  erhält  also in  absolutem  Mass  (W.  Weber). 

^0 


Für  die  schon  früher  eingeführten  elektrischen  und  mag- 
netischen Grössen  ergeben  sich  aus  den  Darlegungen  dieses 
Kapitels  mannigfache  neue  Messungsmethoden. 

Die  Grundlage  der  meisten  bildet  die  Gleichung  (9): 

Hier  bezeichnet  3  den  Integralstrom  in  einem  Kreise  vom 
Widerstände  w^  welcher  vor  und  nach  einem  kurzen  Zeit- 
intervall T  stromlos  ist,  und  für  welchen  während  r  die  Induc- 
tion  von  Q^  auf  Q  angewachsen  ist     Nach  (41),  bezw.  (4l') 
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kann   das  Verhältniss   ^y*    zweier  solcher  Integralströme   ge- 

messen  werden,  indem  man  die  Ausschläge  beobachtet,  welche 
sie  in  demselben  Galvanometer  hervorrufen,  und  event.  noch 
in  beiden  Fällen  das  Decrement  der  Schwingungen  bestimmt. 
Auf  dieselben  Messungen  wird  durch  (9)  die  Bestimmung  des 
Verhältnisses  zweier  Grössen  (Qq  —  Q)  zurückgefuhiii. 

1)  Es  werde  nun  zunächst  ein  Magnet  vom  Moment  K 
aus  grosser  Entfernung  in  eine  lange  Spirale  2  von  n  Win- 
dungen auf  der  Längeneinheit  eingeführt.  Das  Feld  eines 
Stromes  i,  welchen  wir  in  der  Spirale  fliessend  denken, 
wäre   im   Innern   der  Spirale  gleichförmig,    nämlich  parallel 

der  Axe  von  H  und  =  [s.  Kap.  IV,  (21)];  in  grosser  Ent- 
fernung wäre  es  0.  Es  ist  daher  nach  Kapitel  IV  (59),  wenn  x 
die  Richtung  der  Spiralenaxe  bezeichnet:  0  =  nK^  ,  während 

Qq  =  Q  ist.  —  Hiernach  können  die  permanenten  Momente 
verschiedener  Magnete  oder  auch  die  verschiedenen  Com- 
ponenten   des  Moments   eines  Magneten  verglichen  werden. 

2)  Es  befinde  sich  ferner  in  derselben  Spirale  2!  eine 
zweite  ebenfalls  sehr  lange  Spirale  S^  mit  n,  Windungen 
auf  der  Längeneinheit  und  dem  Strom  ij.  Der  Innenraum 
beider  Spiralen  enthalte  zunächst  nur  Luft;  dann  ist  inner- 
halb 2^  das  Feld 

^0  —    Y~  ' 

Die  Induction,  welche  dieses  Feld  durch  2  sendet,  heisse  (?, . 
Der  Strom  i,  werde  geöffnet;  dann  sinkt  die  Induction  durch 
S  um  Q^.  —  Nun  enthalte  JS,  in  seinem  Innern  ein  beliebig 
geformtes  Stück  Eisen.  Dann  sinkt  beim  Oeffnen  von  t,  die 
Induction  durch  -S  um  Oi  +  (?',  wo  nach  Kapitel  IV  (21) 
und  (59) 

wenn  11 J  die  x-Componente  des  durch  den  Strom  i,  oder  durch 
das   äussere  Feld   Mq  ^--   -\y^  in  dem  Eisenstück  inducirten 
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magnetischen  Moments  bezeichnet.    Mittels  dreier  Beobach- 
tungen, welcte  je  in  relativem  Mass 


geben,  kann  man  also  das  Yerhältniss  der  inducirtenMomente 

^^,9  bestimmen,  welche  durch  dasselbe  Feld  M^  =  —~~ ,  sei  es 

in   dem   gleichen  Eisenstück  bei   verschiedener  Orientirung, 
sei  es  in  verschiedenen  Eisenstücken,   hervorgerufen  werden. 

3)  Hieran  ändert  sich  nichts,  wenn  das  Eisenstück  ein 
permanenter  Magnet  ist;  denn  das  permanente  Moment  trägt 
zum  Anfangs-  und  Endwerth  der  Induction  den  gleichen  Be- 
trag bei.  Durch  Combination  der  Methoden  1)  und  2)  kann  man 
daher  das  permanente  K^  eines  Magneten  mit  dem  durch 

das  Feld  M^  = -y^  inducirtenK^.'  vergleichen.   Lässt  man 

noch  den  Strom  i^  durch   eine   Tangentenbussole  gehen,   so 

erhält  man  tt-f.,  also  auch  -^ ,   und  somit  das  Verhältniss 

\  '  Jtl  H 

des  permanenten   zu   dem  bei   beliebiger   Orientirung  durch 

das   Erdfeld  inducirten  Moment;   d.  h.   die  Coefficienten  A 

und  B  in  Kapitel  HE;  S.  219  f. 

4)  Die  Spirale  2^  sei  jetzt  in  ihrer  Mitte  von  einer  kurzen 
Spirale  S^  von  N.^  Windungen  umgeben,  die  durch  das  Galvano- 
meter geschlossen  ist.  Die  Spirale  .Sj,  deren  Querschnitt  Sx 
heisse,  sei  in  einem  ersten  Versuche  von  Luft  erfüllt;  in  einem 
zweiten  Versuch  enthalte  sie  einen  langen  Eisenstab  vom  Quer- 
schnitt Ä    Dann  ist  die  Induction  durch  S^  im  ersten  Fall: 

im  zweiten  Fall: 

Q"  =  M,  N^rlfiS  +  fi^  (S,  - S)], 

wo  jedesmal:     i>/,  ==—y-     [s.  Kap.  IV  (29a)]. 
.Daraus: 

Ho     ^^  s      (T^ 
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5)  Allgemein  liefert  der  inducirte  Integralstrom,  welchen 
das  Oeftnen  oder  Schliessen  eines  gegebenen  Stromes  in  einer 
benachbarten  Leitung  hervorruft,  ein  relatives  Mass  für  den 
wechselseitigenlnductionscoefticienten;?,  2  der  beiden  Leitungen, 
gemäss  der  Gleichung  (15): 


32  =  ± 


P\2h 
W2 


Die  pi2   können   also  verglichen  werden  durch  Vergleichung 
der  32- 

Eine  genauere  Vergleichung,  sowohl  zwischen  wechsel- 
seitigen, wie  zwischen  Selbstinductionscoefficienten,  wie  end- 
lich zwischen  Coefficienten  beider  Gattungen  erhält  man  durch 
Nullmethoden,  welche  den  Methoden  zur  Vergleichung  von 
Widerständen  nachgebildet  sind.  Es  enthalte  z.  B.  die  Wheat- 
stone'sche  Verzweigung  (Kap.  ü,  S.  140  f.)  in  den  Zweigen 
1  und  2  Leiter  von  merklicher  Selbstinduction,  während  die 
Selbstinduction  der  Zweige  3  und  4  und  ebenso  die  wechsel- 
seitige Induction  der  verschiedenen  Zweige  zu  vernachlässigen 
sei.  Die  Bedingungen  für  die  Stromlosigkeit  des  Zweiges  5 
sind  dann  nach  den  Gleichungen  (a)  (b)  S.  322: 

"^Xh+Pll  -3/  =^3*3 

^2  h  +  P22  -jf  =  ^Ah' 

Zeigt  sich  also  die  „Brücke"  stromlos  sowohl  für  stationären, 
wie  für  veränderlichen  Strom,  so  ist 

P22        ^2        ^4 

Die    Vergleichung    der   Inductionscoefficienten    ist    dadurch 
zurückgeführt  auf  eine  Vergleichung  von  Widerständen. 

Von  der  grössten  Bedeutung  sind  die  im  Kapitel  V  ent- 
wickelten Sätze  für  die  grundlegenden  absoluten  Messungen. 
Als  Aufgabe  derselben  bezeichnen  wir  (vgl.  Kap.  IV,  §  4): 
es  sollen  zwei  der  drei  Grössen 
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a)    \^^  b)    ^;  c)       '^' 


bestimmt  werden,  wo  X^  das  Leitungsvermögen  des  Queck- 
silbers bedeutet,  Sq  und  (Jq  die  Constanten  des  Vacuums,  und 
V  die  universelle  Constante,  welche  in  alle  Beziehungen 
zwischen    elektrischen    und    magnetischen    Grössen    eingeht. 

Bezeichnet  nun  p  einen  elektrodynamischen  Inductions- 
coefficienten,  c  eine  elektrostatische  Capacität,  w  einen  Wider- 
stand, so  sind  sowohl  -  - ,  wie  —  ,  wie  — .     Längen ,  welche 

für  geeignete  Formen  der  Leiter  aus  deren  Dimensionen  be- 
rechnet werden  können,  wenn  das  den  Leiter  umgebende 
Medium  das  Vacuum  (Luft),  bezw.,  wenn  das  Material  des 
Leiters  Quecksilber  ist  (s.  Kap.  IV,  §^  3,  bezw.  Kap.  I,  §  10 
und  Kap.  II,  §  4),  und  welche  für  beliebige  Leiterformen 
experimentell  durch  Vergleichung  mit  einer  solchen  Nonualan- 
ordnung  zu  bestimmen  sind.  —  Man  erhält  daher 

a)  ^=^'^"„  b)  ^'=.ß  y-,  c)  -i^=c-^™-;, 

'       V^  cm^  ^     Bq  sec  ^o  i^o  sec^ 

wenn  man  für  irgend  welche  w^p^c  die  Combinationen 

a)     —  =  a ,        b)    WC  =  ß  sec ,        c)    j9C  =  y  sec^ 

p  sec 

messen  kann. 

Die  einfachsten  Schemata  für  diese  Messungen  liefern 
die  Gleichungen  (10a),'  (33),  (34b).  Sie  betreffen  den  zeitlichen 
Verlauf  eines  Stromes  a)  in  einem  geschlossenen  Leiter  mit 
Selbstinduction,  b)  in  einem  offenen  Kreise  ohne  merkliche 
Selbstinduction ,  c)  in  einem  offenen  Kreise  mit  Selbstin- 
duction. —  Die  drei  Schemata  bilden  die  Grundtypen  aller 
rein  elektrodynamischen  Bestimmungen  der  fraglichen  Con- 
stanten. 

Als  Beispiel  einer  ausgeführten  Methode  zur  Messung  von 
-!^^  sei  die  folgende,  von  W.  Weber  herrührende  erwälmt: 
man    erzeugt   einen  Stromstoss   durch  Drehen   einer  Spule 
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im  erdmagnetischen  Feld  („Erdinductor")  und  misst  ihn  durch 
ein  Galvanometer.    Dann  ist  einerseits  (s.  S.  328): 

andererseits  nach  (41): 


3        ToH 

—  ~  —  a  . 
V       3t  g 


Daraus 

V^w_  2jtSg^ 

Hier  sind  S,  g,  a,  Tq  messhare  Grössen,  nämlich  S  eine  Fläche, 
g  eine  reciproke  Länge,   a  ein  Winkel,    Tq  eine  Zeit;   man 

erhält  also  die  rechte  Seite  in        .     Der  Widerstand  w  des 

sec 

Kreises    kann  verglichen   werden  mit   dem  Widerstand   der 

Siemens -Einheit:    w^=    , ;    so    kommt    -^^-  in  '— :, . 

^         Aj    cm'  V^         cm^ 

—  Ein   Beispiel   einer  ausgeführten  Methode,   welche  einen 

permanenten   Magneten  benutzt,   ist  S.  342   gegeben.   — 

Alle  praktisch  verwandten  Methoden  zur  Messung  von     -^ 

(in  derLitteratur  meistens  als  „Ohm-Bestimmungen"  bezeichnet) 
beruhen  auf  den  Sätzen  des  Kapitel  V.  Sie  alle  sind  frei 
von  der  Benutzung  des  mechanischen  Wärmeäquivalents, 
welches  in  die  absoluten  Widerstandsnxessungen  nach  den 
Methoden    der    Kapitel  11   und   IV    eingeht.      Nachdem   in 

solcher  Weise  -^^   gefunden   war,   haben  die  Methoden  in 

Kapitel  IV  umgekehrt  dazu  gedient,  das  mechanische 
Wärmeäquivalent  zu  bestimmen. 

Die  Bestimmungen  von    -  sind  praktisch  nach  dem  fol- 

genden  Schema  ausgeführt  worden  (vgl.  Maxwell,  Treatise 
§  775):  Ein  Condensator  von  der  Capacität  c  werde  mittels 
einer  galvanischen  Kette  zur  Potentialdifferenz  £  geladen, 
und  die  Elektricitätsmenge  c€  durch  ein  Galvanometer  ent- 
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laden;  dieser  Vorgang  wiederhole  sich  nmal  in  der  Secunde. 

l 

Ist   die  Zeit        sehr  klein  gegen  die  Schwingungsdauer  der 

n 

Galvanometernadel,  so  bewirkt  der  intermittirende  Strom  den- 
selben Ausschlag,  wie  ein  constanter  Strom 

i  =  nc£. 

Wird  also  der  gleiche  Ausschlag  hervorgebracht,  wenn  die 
Kette  dauernd  durch  einen  AViderstand  w  geschlossen  ist, 
so  ist 

iw  =  £*, 

und  folglich 

1 

.WC  =    -• 
n 

Aus  WG  folgt    — .     Ist   nun     '^®   bereits  bekannt,    so  folgt 

w^eiter .   (Die  Ermittlung  von     y-^-  ist  in  der  Litteratur 

häufig  als  „v-Bestimmung^  bezeichnet.) 


Kapitel  VI. 

Die  MaxwelFschen  Gleichungen. 

§  1.  Die  erste  Grundgleichung. 

Unsere  bisherigen  Betrachtungen  galten  in  der  Haupt- 
sache —  Kapitel  I  bis  IV  —  solchen  elektromagnetischen- 
Erscheinungen,  welche  zeitlich  unverändert  in  ruhenden  Kör- 
pern vorkommen,  und  —  im  Kapitel  V  —  einer  gewissen 
Art  elektrischer  Ströme,  welche,  wenn  auch  nicht  stationär, 
doch  mit  den  stationären  das  wesentliche  Merkmal  gemein 
haben,  in  geschlossenen  Bahnen  zu  fliessen.  Sehen  wir  von 
den  statischen  Erscheinungen  ab,  so  kann  demnach  das  Ge- 
biet unserer  Untersuchungen  kurz  bezeichnet  werden  als  „die 
Lehre  von  den  geschlossenen  elektrischen  Strömen".  Für 
diese  waren  die  ausreichenden  und  als  ausreichend  anerkannten 
Grundlagen  gewonnen  durch  die  Arbeiten  von  Ampere,  Fara- 
day,  Wilhelm  Weber  und  Franz  Neuma'nn.  Die  weitere 
Entwicklung  der  Elektricitätslehre  ist  beherrscht  durch  die 
Frage:  welche  Verallgemeinerung  ist  an  den  Grundgesetzen 
vorzunehmen,  um  auch  von  dem  Verhalten  ungeschlossener 
Ströme  Rechenschaft  zu  geben?  —  oder  mit  Benutzung  der 
früher  eingeführten  Bezeichnung;  welches  sind  die  Grundgesetze 
eines  nicht  stationären  und  auch  nicht  quasi-stationären,  son- 
dern ganz  willkürlich  veränderlichen  elektromagnetischen 
Feldes?   * 

Dieser  Frage  hat  m<an  zunächst  die  Fassung  gegeben: 
1)    welche    mechanischen   Kräfte    auf   benachbarte    Magnete 
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und  Stromträger  und  2)  welche  elektromotorischen  Kräfte 
in  benachbarten  Leitern  erzeugen  Ströme  in  ungeschlossenen 
Bahnen?  —  und  in  weiterer  Specialisirung :  welches  ist  das 
allgemeinste  Gesetz  der  mechanischen  („ponderomotorischen^) 
und  elektromotorischen  Einwirkung  zweier  Stromelemente 
auf  einander?  (W.Weber,  Helmholtzu.  A.)  Dieses  Vorgehen 
ist  methodisch  demjenigen  analog,  welches  die  ältere  Dar- 
stellung der  Elektrostatik  beim  Uebergang  vom  homogenen 
zum  inhomogenen  Dielektricum  befolgte  (s.  in  Kap.  I,  S.  97, 
und  entsprechend  in  Kap.  III,  S.  205  flf.), 

In  anderer  Weise  hat  Maxwell  das  Ziel  zu  erreichen 
gesucht.  Ersah  mitFaraday  in  der  Umgebung  elektrisirter 
Körper,  wie  in  der  Umgebung  von  Magneten  und  strom- 
flihrenden  Drähten  veränderte  Zustände  des  Haumes, 
—  ein  „elektromagnetisches  Feld."  "  Die  Veränderungen  in 
jedem  Baumpunkt  sind  nach  ihm  vollständig  charakterisirt 
durch  Grösse  und  Richtung  zweier  veränderlicher  Vectoren. 
Die  Gesammtheit  der  Werthe  dieser  Feldvectoren  in  allen 
Raumpunkten  bestimmt  eindeutig  —  und  unabhängig  von 
den  supponirten  „Ursachen"  der  Veränderungen,  den  Elek- 
tricitätsmengen,  magnetischen  Mengen  und  Stromstärken  — 
den  elektromagnetischen  Zustand  des  Raumes;  er  bestimmt 
insbesondere  eindeutig  dessen  elektromagnetische  Energie. 
Die  Werthe  der  Vectoren  in  einem  bestimmten  Raumpunkt 
stehen  in  directem  gesetzmässigem  Zusammenhang  lediglich 
mit  den  Werthen  in  den  unendlich  nahen  Raumpunkten,  — 
und  nur  in  mittelbarem  Zusammenhang  mit  irgend  welchen 
Grössen,  welche  den  Zustand  in  endlich  entfernten  Punkten 
charakterisiren. 

Indem  wir  uns  diesen  Vorstellungen  anschliessen,  werden 
wir  veranlasst,  erstens  die  elektromagnetische  Energie  als  ein 
Raumintegral  darzustellen,  dessen  Element  durch  die  Werthe 
der  beiden  Feldvectoren  in  einem  Raumelement  bestimmt  ist; 
zweitens  die  Verallgemeinerung  der  Grundgesetze  in  einer 
Verallgemeinerung  der  Differentialgleichungen  zu  suchen, 
welche  zwischen  den  elektrischen  und  magnetischen  Vectoren 
bestehen. 

Es  ist  dies  das  gleiche  Verfahren,  welches  wir,  im  Anschluss 
anMaxwell,  bereits  in  den  früheren  Abschnitten  befolgt  haben.^ 
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Das  Verhältniss  der  beiden  Theorien  ist  aber  ein  wesentlich 
verschiedenes  auf  dem  bisher  behandelten  Gebiet  der  statio- 
nären Vorgänge  einerseits,  und  auf  dem  nun  zu  behandelnden 
Gebiet  der  schnell  veränderlichen  Vorgänge  andererseits.  Auf 
jenem  Gebiet  war  die  experimentelle  Kenntniss  der  That- 
sachen  dem  Ausbau  der  Theorie  voraufgegangen;  den  bekannten 
Thatsachen  entsprechen  die  ältere  wie  die  neuere  Maxwell' sehe 
Theorie  mit  gleicher  Vollkommenheit;  der  Unterschied  zwischen 
beiden  ist  lediglich  formaler  Natur  (vgl.  die  citirten  Stellen). 
—  lieber  schnell  veränderliche  Vorgänge  lagen  zu  MaxweU's 
Zeit  ausreichende  Erfahrungen  nicht  vor.  Auf  diesem  Ge- 
biet musste  die  Theorie  Wegweiser  für  das  Experiment  sein; 
die  verschiedenen  Theorien  unterschieden  sich  nach  Umfang 
und  Inhalt  ihrer  Voraussagungen.  Die  experimentelle  Ent- 
scheidung ist  das  Verdienst  von  Hertz.  Seine  Versuche 
haben  gezeigt,  dass  gegenüber  allen  älteren  Darstellungen 
die  Maxwell'sche  Theorie  nicht  nur  die  einfacliste,  sondern 
auch  die  vollständigste  Beschreibung  der  Thatsachen  bildet. 

Wir  schreiten  zur  Aufstellung  der  Gleichungen,  in  welchen 
diese  Theorie  ihren  kürzesten  Ausdruck  findet.  Wir  haben 
zu  diesem  Zweck  an  den  bisher  gewonnenen  Gesetzen  zwei 
Verallgemeinerungen  vorzunehmen. 

Die  erste  Verallgemeinerung  betrifft  das  Gesetz  der  in- 
ducirten  elektromotorischen  Kräfte.  Ein  solches  wurde  bisher 
lediglich  für  lineare  Strombahnen  aufgestellt;  wir  haben  es 
in  folgender  Form  benutzt  [Kap.  V,  (2)]: 

Den  Inhalt  des  Kapitel  V- bildet  wesentlich  die  Entwicklung 
dieser  Gleichung.  In  derselben  bezeichnet  i  einen  längs 
der  geschlossenen  Curve  $  gleichförmigen  Strom,  und 
Q  die  magnetische  Induction,  welche  durch  s  hindurchtritt. 
In  dieser  Form  ist  das  Gesetz  untrennbar  verknüpft  mit  dem 
Begriff  des  geschlossenen  Stromes.  —  Es  giebt  aber  eine 
andre  Form  des  Gesetzes  [Kap.  V,  (l)]: 


/ 
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Hier  ist  eine  Eigenschaft  der  elektrischen  Feldintensität 
ausgesprochen:  ihr  Linienintegral  über  eine  geschlossene 
Curve  8  ist  nach  dieser  Gleichung  bestimmt  durch  die  zeitliche 
Aenderung  des  magnetischen  Feldes  in  der  Nachbarschaft 
dieser  Curve.  Die  Gleichung  ist  bisher  angewandt  ledig- 
lich auf  die  Fälle,  wo  entweder  die  Aenderung  yon  Q  beliebig 
ist,  die  Curve  ä  aber  von  einem  linearen  Leiter  erfiiUt  wird 
(Kap.  V),  —  oder  die  Curve  s  beliebig,  Q  aber  stationär  ist 
(Kap.  I  und  II).  Es  ist  logisch  zulässig  und  naheliegend, 
der  Gleichung  Gültigkeit  zuzuschreiben  für  eine  beliebige  ge- 
schlossene Curve  .9  und  beliebige  Aenderungen  von  (?•  Wir 
machen  diese  Annahme;  d.  h.  wir  stellen  das  Gnmdgesetz  auf: 

Das  Linienintegral  der  elektrischen  Feldinten- 
sität über  irgend  eine  geschlossene  Curve  .s  ist  gleich 
der  durch  V  dividirten  Abnahme  der  durch  die  Curve 
tretenden  magnetischen  Induction  während  der  Zeit- 
einheit. 

Bei  den  bisherigen  Anwendungen  des  Satzes  in  Kapitel  V 
war  die  Curve  s  unzweideutig  bestimmt,  auch  wenn  Bewegungen 
stattfanden:  sie  fiel  stets  mit  dem  linearen  Leiter  zusammen. 
Auf  dem  jetzigen  erweiterten  Gebiet  kann  die  Bedeutung 
von  s  im  Fall  der  Bewegung  zweifelhaft  sein.  Wir  schliessen 
einstweilen  diesen  Fall  von  unseren  Betrachtungen  aus  und 
setzen  für  Kapitel  VI  und  VTI  voraus:  alle  Körper  sollen 
ruhen.  (Die  Erweitening  für  bewegte  Materie  s.  Kap.  VTIIB.) 

Dann  ist,  da  die  Magnetisirung  /  fest  an  der  Materie 
haftet,  die  Aendeiamg  der  Induction  B  identisch  mit  der 
Aenderung  der  Polarisation  3)1  =  fiM  (vgl.  S.  242).  Der  Satz 
kann  daher  formulirt  werden: 


ffiMjfdS=  -  vfE^d^. 


d 


(«D 


Die  Gleichung  (J)  ist,  da  sie  für  jede  Fläche  S  gelten 
soll,  ihrem  Wesen  nach  eine  DiflFerentialgleichung;  wir  wollen 
sie  in  die  entsprechende  Form  kleiden.  Dies  geschieht, 
indem  wir  für  S  ein  Flächen  dement  wählen.  Die  Anzahl 
solcher  möglicher  Differentialformen  ist  unbegrenzt;  wir  wählen 
hier  die  Elemente  des  cartesianischen  Coordinatensystems: 


§  1.]  Erste  Grundgleichung.  353 

Es  sei  dS  das  Rechteck  mit  den  Kanten  dy  und  dt;   dann  ist 
(vgl.  Kap.  III,  S.  223  f.) 

.Vj,=  M„      dS=dyd.t,     j  E,d3==  [-^^  -   ^^)  dydx, 


also 


U  \  ö?/         ix  ) 

ht  \  bx  by 


(j") 


Die  Klammergrössen  der  rechten  Seite  sind  die  rechtwink- 
ligen Componenten  des  Vectors  P(E),  der  „Rotation"  von  E. 

Bezeichnen  wir  noch  den  Vector,  dessen  Componenten    ^     •  • 

sind,  d,  h.  die  Aenderungsgeschwindigkeit  oder  den  „Anstieg" 

von  My  durch  lif,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (J")  in 
folgender  Form  schreiben,  welche  von  der  Beziehung  auf  ein 
bestimmtes  Coordinatensystem  wiederiim  frei  ist: 

fiM=  —  F.  P{E) .  (J') 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  ist  diese:  man 
bestimme  einerseits  die  magnetische  Polarisation  fiM  im 
Moment  t  und  im  Moment  t  +  dt  nach  Grösse  und  Richtung; 
der  Vector,  welcher  durch  geometrische  Addition   (ßM)^   zur 

Resultante  (jtM)^_^^  ergänzt,  ist  iiM-dt.   fiM  heisse  „Anstieg" 

von  fiM,  —  Man  bestimme  andrerseits  am  gleichen  Ort  das 
Linienintegral  von  E,  erstreckt  um  eine  willkürlich  gestellte 
Flächeneinheit.  Für  eine  bestimmte  Stellung  der  Fläche  ist 
das  Integral  ein  Maximum.  Es  heisse  „Rotation"  von  E  ein 
Vector  P{E),  der  die  Grösse  dieses  Maximalwerthes  und  die 
Richtung  der  (gegen  den  Umlauf)  positiven  Flächennonnale 
besitzt.  —  Dann  sind  der  Anstieg  von  fiM  und  die  Rotation 
von  E  parallel  und  entgegengesetzt  gericlitet,  und  ihre  Zahl- 
werthe  stehen  im  constanten  Verhältniss   V. 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  ^^ 
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Es  folgt  geometrisch:  der  Anstieg  einer  beliebigen  Com- 

ponente  (iM^  der  magnetischen  Polarisation,  oder  ^Afi^f^h 

ist  gleich  dem  mit  —   V  multiplicirten  Linienintegral  von  £ 
erstreckt  um  eine  zu  N  senkrechte  Flächeneinheit. 

Specielle  Formen  des  letzten  Satzes  sind  in  (J")  ent- 
halten. Eine  weitere  Folgerung  aus  demselben  ist  (J).  Vgl. 
Kap.  in,  1.  c. 

Als  Anwendung  der  Gleichung  (J)  wollen  wir  die  räum- 
liche Vertheilung  eines  periodisch  veränderlichen  Stromes 
untersuchen.  Der  Leiter  soll  ein  Draht  vom  Durchmesser  2r  sein, 
der  entweder  geradlinig  ausgestreckt  ist,  oder  der  wenigstens 
eine  Curve  von  einem  gegen  r  überall  sehr  grossen  Krümmungs- 
radius bildet.  Innere  elektromotorische  Kräfte  sollen  in  dem 
Draht  nicht  vorhanden,  das  Leitungsvermögen  überall  das- 
selbe sein.  —  Wenn  die  Strömung  stationär  ist,  so  ist  sie 
dann  gleichförmig  über  den  Drahtquerschnitt  verbreitet,  und 
die  gleiche  in  allen  Querschnitten  (s.  Kap.  II,  S.  157  f.).  Dies 
folgt  aus  den  Bedingungen: 

P(E)  =  0 ,  oder  fs^dfi^  0  (C) 

und 

r(A)  =  0,    wo  A  =  XE. 

Für  die  Vertheilung  der  magnetischen  Feldintensität  be- 
steht dann  weiter  (s.  Kap.  IV)  die  Gleichung: 


A^  V'P{M),  oder    fAjjdL=  vfM^dly 


(H) 


wo  l  die  Randcurve  von  L. 

Ist  das  Feld  veränderlich,  so  gilt  (C)  nicht  mehr;  an 
seine  Stelle  tritt: 

—  V'P{E)^fiM    oder    —  V  fE,ds  =  -CfiMj^dS.         (J) 

Bezüglich  der  Gleichung  (H)  nehmen  wir  —  bis  auf  weiteres 
— :   an,   dass   sie   auch   für  veränderliche  Felder  gilt.    Darin 
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lie^  bereits,  dass  wir  die  Strömung  als  quasistationär  voraus- 
setzen; denn  aus  (H)  folgt:  I\A)  =  0  (vgl.  Kap.  IV,  S.  247). 
Diese  Forderung  soll  in  der  Weise  erfüllt  sein,  dass  die 
Strömung  auch  jetzt  durchweg  parallel  der  Drahtaxe  verläuft 
und  in  allen  Querschnitten  die  gleiche  ist.  Man  denke  etwa 
den  Draht  zum  Kreise  gebogen,  und  einen  Magneten  in  der 
Axe  des  Ki'eises  bewegt;  dann  ergiebt  sich 
das  verlangte  aus  der  Symmetrie.  a  r 


Aus  (H)  und  (J)  ist  die  Vertheilung  des 


A 


>1 


^O- 


■►«l 


^ 


Stromes  über  den  Drahtquerschnitt  abzuleiten. 

Aus     den     geometrischen     Voraussetzungen      ^ 

folgt,  dass  A,  E,  ilf  nur  Functionen  des  Ab- 

standes   q  von  der  Drahtaxe  (und  der  Zeit) 

sein  können,  und  dass  M  überall  in  concen-  FiR.  43. 

irischen  Kreisen  um  die  Drahtaxe  verläuft. 

Indem  wir  in   (H)  eine  magnetische  Kraftlinie  für  /  wählen, 

erhalten  wir: 


/ 


0 
oder  durch  Differentiation 

Aq  =  XEq=^.  V^^(qM),  (l) 

M  umläuft  positiv  die,  in  der  Richtung  von  E  positiv  ge- 
rechnete, Axe. 

Als  Fläche  S  der  Gleichung  (J)  wählen  wir  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  1  parallel  und  dg  normal  zur  Axe;  bedeutet 
dann  N  die  Richtung  von  +  M,  so  bezeichnet  der  Pfeil  in 
Figur  43  die  zugehörige  Umlaufsrichtung  für  .<?.  Es  wird 
daher: 


und 


/  fiMj^dS  =^  f4M-  dQ , 


E,ds  =  E^~-E^^,^,=^-\^Ui^.. 

O 

23 


/ 
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Also 

Sobald  «also  das  Feld  veränderlich  ist,  ist  E  nicht  mehr  gleich- 
förmig über  den  Drahtquersclinitt,  sondern  Function  von  o. 
Die  Differentialgleichung,  welche  direct  die  räumliche  und 
zeitliche  Veränderung  von  E  verknüpft,  folgt  aus  (1)  und  (2) 
durch  Elimination  von  M: 

=  V-^  ^  ?  U  ^^^  nach  (2),  oder 

Das  Feld  möge  nun  periodisch  veränderlich  sein.  Eine 
beliebig  gegebene  periodische  Function  der  Zeit  können  wir 
uns  nach  einer  Fouri  er 'sehen  Reihe  entwickelt  denken. 
Wir  haben  es  nun  hier  und  in  der  Folge  ausschliesslich  mit 
der  Auflösung  solcher  Differentialgleichungen  zu  thun,  welche 
linear  und  homogen  sind  bezüglich  der  Componenten  von  K 
und  M  und  ihrer  Differentialquotienten.  Aus  beliebig 
vielen  Lösungssystemen  entsteht  daher  durch  Addition 
stets  wieder  ein  Lösungssystem.  Es  genügt  deshalb,  wie 
wir  es  hier  und  in  Zukunft  thun  wollen,  die  periodischen 
Grössen  als  „einfach  harmonische"  (sinusartige)  Functionen 
der  Zeit  vorauszusetzen.  Es  soll  also  an  jeder  Stelle  des 
Drahtes 

£  =  a  cos  (pt  +  h)  (4') 

sein,  wo  p  eine  Constante  bezeichnet  und  Amplitude  a  und 
Phase  b  ausschliesslich  Functionen  von  q  sind.  Hierfür 
schreiben  wir  wiederum  (vgl.  Kap.  V,  S.  31 6f.) 

^  =  /•((>)•  ^"' .  (4) 

Durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (3)  folgt: 


^F+;t' -'«'''>=«■ 


(r.) 
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wo 


«    —         y^i     '  (6) 


Durch  Einführung  von 


nimmt  (5)  die  Ponn  an: 

^;{+if+/-=o.  (8) 

oy^       y  01/ 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Bessel'schen  Func- 
tionen von  der  Ordnung  Null  für  das  Argument  y.  Ein 
particuläres  Integral  ist  die  „Bessel'sche  Function  erster 
Art"  «^o(.v)>  welche  für  jedes  endliche  y  endlich  ist,  aber 
für  unendliches,  nicht  reelles  y  unendlich  wird.  Ein  zweites 
particuläres  Integral  bildet  die  „Bessel'sche  Function  zweiter 
Art"  Ki^(y)y  welche  für  ^  =  0  unendlich  wird,  hingegen  für 
unendliches  y  gegen  Null  convergirt.  Aus  beiden  setzt  sich 
das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (8)  zusammen  als 

wo  A  und  B  willkürliche  Constanten  bezeichnen  [s.  Heine, 
Handbuch  der  Kugelfunctionen;  H.Weber,  Zur  Theorie  der 
Bessel'schen  Functionen,  Mathemat.  Annalen  37,  S.  404,  und 
eine  Zusammenstellung  der  Resultate  bei  Sommerfeld,  Wied. 
Ann.  67,  S.  243].  Wir  brauchen  gemäss  (4)  die  Function  f(Q) 
im  Geltungsbereich  q  =  0  bis  ()  =  r ,  und  in  diesem  Bereich 
muss  sie  endlich  sein.  Daher  ist  die  für  uns  allgemeinste 
Lösung : 

also  E=Ä'J^{y)>e''^.  (9) 

Die  Function  «/oO/)  lässt  sich  u.  A.  in  Fonn  einer  unendlichen 
Reihe  darstellen;  es  ist 

'A)Cy)=l— 2'2:i2+24.(i.2)2~2MV-2^3)^"^28-(l'2-34)2~"'''^^'*) 
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Setzen  wir  daher 

"f=ß,  (11) 

so  wird  wegen  (7): 

Femer:   wenn  y  sehr  gross  ist,    so  ist  ein  Näherungswerth 
für  «/o(y) : 


V2pty 
Wir  entnehmen  aus  (7)  den  Werth 


ty  =  +  (*  +  1)  (» }/^2  ^'^' 


und  erhalten  mit  diesem 


«^0(2/)  =    /^  (13) 

als  eine  Näherung,  falls  q  1/        eine  grosse  Zahl  ist.     (Der 

Grad   der  Näherung  ist   aus   den   vollständigen  Formeln 
bei  Sommerfeld  zu  ersehen.)  — 

Amplitude  und  Phase  von  E  in  (4')  sind  Functionen  von 
(>.  Wir  fragen  zunächst  nach  der  Amplitude;  sie  ist  gleich 
dem  Modul  von  E  in  (4)  oder  (9). 

Ist  ß  eine  kleine  Zahl,  so  giebt  (12)  genähert: 


4 


Mod  Q  =  1  + 
Der  grösste  Werth  von  ß  ist 

Ist  V  so  klein,   dass  dieses  /9,   eine  kleine  Zahl  ist,  so  wird 
folglich  für  jeden  vorkommenden  Werth  von  q  genähert: 
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d.  h.  das   elektrische  Feld,   und  somit  die  Strömung,  ist  an- 
nähernd gleichförmig  üher  den  Querschnitt  verbreitet. 

Ist  hingegen  p  so  gross,  dass  ß^  eine  grosse  Zahl  ist,  und 
ist  6  klein  gegen  r,  so  gilt  nach  (9),  (13)  und  (7a)  genähert: 

Mod  — -^-N—  =  — ^_    -    ,  oder 

t{r) 


(16) 


werthes  in  einer  Tiefe 


d.  h.   die  Amplitude  der  Strömung  sinkt  auf    -  ihres  Rand- 


=vi- 


(16  a) 


Um   diese   Resultate   auf  bestimmte  Fälle   anzuwenden, 
benutzen  wir,  dass  [s.  Kap.  IV,  (34)] 

f^l,=  1,063.10-*'^'', 
ixV^         '  cm^ 

ist,  wo  X^  sich  auf  Quecksilber,  /t/o  auf  das  Vacuum  bezieht. 
Es   sei   nun   der  Drahtradius  r  =  0,1  cm,   und  die  Wechsel- 

zahl      =10*»        •    Besteht  dann  der  Draht  aus  Kupfer,   so 
Ji  sec 

ist    ^  =  1  und  y  =  55.     Dies  giebt:    ar'^  =  230 ;   daher  ist 

l 

(16)  als  Näherung  brauchbar,  und  es  folgt  weiter  ^i  =  ^a-t  ^^* 

Besteht  der  Draht  aus  Eisen,  und  nehmen  wir  die  mittleren 
Werthe   '^^lOOO,    ~  =  8   an,    so    wird   «r^  =  34000    und 

*»  =  13ÖÖ  '°^- 
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Ausser  der  Amplitude  ist  auch  die  Phase  von  E  eine 
Function  von  q\  d.  h.  die  Vertheilung  der  Strömung  über  den 
Querschnitt  ist  einem  periodischen  Wechsel  unterworfen.  — 
Nun  waren  der  Widerstand  w  und  der  Selbstinductionscoef- 
ficient  p  eines  Leiters  durch  folgende  Gleichungen  definirt: 
bezeichnet  i  den  Strom  durch  einen  willkürlichen  Querschnitt, 
so  ist  (a)  wi'^  die  in  der  Zeiteinheit  entwickelte  Joule'sche 
Wärme,  und  (b)  %pi'^  die  magnetische  Energie  des  zum 
Strom  i  gehörenden  Feldes. 

Aus  diesen  Definitionen  ergeben  sich  w  und  p  als  con- 
stante  Grössen  nur,  solange  die  Vertheilung  der  Strömung 
über  den  Querschnitt  unveränderlich  ist.  Die  Definitionen 
werden  also  in  dem  jetzt  vorliegenden  Fall  unbrauchbar. 
Neben  den  Beziehungen  (a)  und  (b),  welche  w  und  p  unab- 
hängig von  einander  definiren,  bestand  aber  noch  eine 
wichtige  Beziehung,  in  welcher  sie  gemeinsam  auftreten: 
es  wart«?*  die  Summe  aller  elektromotorischen  Kräfte  im  Kreise; 
demnach  für  alle  Vorgänge,  bei  welchen  sich  p  nicht  ändert, 

die  Gesammtheit  der  elektromotorischen  Kräfte  mit  Ausnahme 
der  selbstinducirten.  Dieses  £f  ist,  wenn  „innere"  elektro- 
motorische Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  derjenige  Antheil 
der  elektromotorischen  Kraft,  welcher  von  der  Aenderung 
des  „fremden",  nicht  durch  den  Strom  selbst  hervorgerufenen 
Feldes  herrührt,  —  die  „fremde  elektromotorische  Kraft", 
wie  wir  sie  nennen  wollen. 

Damit  die   Grösse  fV  der  Gleichung  (c)  eine  bestimmte 

Bedeutung  habe,  muss  der  Leiter  gegenüber  den  fremden 
elektromotorischen  Kräften  als  „linear"  betrachtet  werden 
dürfen;  d.  h.  seine  Querschnittsdimensionen  müssen  ver- 
schwindend klein  sein  gegenüber  den  Entfernungen  der  Mag- 
nete und  Ströme,  welche  das  fremde  Feld  erzeugen.  Dies  sei 
vorausgesetzt. 

Dann  wollen  wir  den  Widerstand  w  und  den  Selbst- 
inductionscoefficienten  p  des  Leiters  für  Ströme,  welche  ein- 
fach-harmonische Functionen  der  Zeit  sind,  aus  der 
Beziehung  (c)   definiren,     Pies  ist  stets  möglich  j   denn  die 
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nach  unserer  Voraussetzung  allgemeinsten  Ausdrücke  für  <f, 
und  i  sind  von  der  Form: 

i  =  a  sin  vt 
Sf=h  sin  vt  -\-  c  cos  vt , 
wo  AT,  hj  c  Constanten.    Daraus: 

I        a  av  et 

Also  giebt  es  in  unsenn  Fall  stets  constante  reelle  Grössen 
w\  p\  welche  die  Gleichung  befriedigen: 

«''*+/ j*  =  <£y-  (n) 

Nun  werden  wir  zeigen  (s.  S.  363),  dass  für  das  aus  (17) 
definirte  w   weiter  gilt: 

T  T 

ft^tvdt=  fjdt,  (18) 

0  0 

wo   T=       die  Dauer   der  halben  Stromperiode   und  J  die 

Joule'sche  Wärme  bezeichnet.  Aus  den  Constanten  iv  und 
;/  erhalten  wir  also  nicht  nur  die  Stromgleichung  in  derselben 
Foiin,  in  welcher  sie  sich  aus  Widerstand  und  Selbstinduc- 
tionscoefficient  für  Ströme  von  unveränderlicher  Ver- 
theilungergiebt;  sondern  wir  erhalten  auch  aust^;'  den  richtigen 
Betrag  der  Joule'schen  Wärme,  zwar  nicht  für  jedes  Zeit- 
element, wohl  aber  im  zeitlichen  Mittelwerth. 

Wir  wollen  nun  w'  und  p'  für  unsern  Draht  bestimmen. 
Unsere  obigen  Betrachtungen  beschränkten  sich  auf  das  Innere 
des  Drahtes;   die   fremde  elektromotorische  Kraft  £.  wurde 

nicht  eingeführt.  Der  Werth  von  £„  welcher  der  betrachteten 

Strömung  entspricht,  muss  also  erst  gefunden  werden. 

Wir  construiren  eine  Fläche  Äo,  welche  den  den  Draht 
umgebenden  Raum  T2  einfach  zusammenhängend  macht  (vgl. 
S.  295 f.),  deren  Randcurve  s  also  auf  der  Drahtoberfläche 
liegt;  die  Länge  des  Drahtes  und  der  Curve  s  sei  /. 
Die   magnetische   Induction    Q    durch    S^^    zerlegen   wir   in 
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die  Antheile  0'  und  (?",  welche  bezw,  vom  Ström  t  und  von 
dem  „fremden"  Felde  herrühren.    Dann  ist 

Wir  setzen  weiter 

y-iP'  (21) 

Aus  unserer  Voraussetzung,  dass  der  Krümmungsradius  R 
der  Drahtcurve  durchweg  sehr  gross  sein  soll  gegen  den 
Drahtradius  r,  folgt  dann  genau  wie  S.  297:  der  Coefficient 
P  ist  unabhängig  von  der  Vertheilung  der  Strömung  über 
den  Drahtquerschnitt;  er  ist  also  auch  für  unsere  Ströme 
eine  Oonstante,  und  sein  Werth  ist  unabhängig  von  der 
Schwingungszahl.  Es  bedeutet  femer  (vgl.  S.  295)  V2  -P**  die 
magnetische  Energie  des  Raumes  r2,  welche  dem  Strom  • 
entspricht.  —  Aus  (19),  (20),  (21)  folgt: 

(£>=/£(r)  +  P^|  (22) 

Der  Vergleich  mit  (17)  ergiebt: 

w'i+{p'-F)^^^==lE{r).  (23) 

Es  muss  also  EM  linear  durch  i  und  -, ,  ausgedrückt  werden, 

und  es  muss  der  Coefficient  P  für  die  gegebene  Drahtcurve 
berechnet  sein.  Dann  sind  die  Grössen  w'  und  p'  bekannt, 
und  zugleich  ist  die  fremde  elektromotorische  Kraft  f^  be- 
stimmt, welche  dem  Strom  i  entspricht,  —  oder  umgekehrt 
der  Strom  i,  welcher  zu  dem  gegebenen  periodischen  £f  gehört. 

Wir  schliessen  hier  den  Beweis  der  Gleichung  (18)  an:  es 
werde  gesetzt 


J+l^f'kliM^'dx  =  Q, 
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WO  r,   das  Drahtvolumen  bezeichnen  soll;  dann  ist 


r 


0 

oder  nach  (1)  und  (2) 

r 

a  =  l  V2:tj[E  l-  (qM)  +  qm\'^]  dQ 

0 

=  lV2jtrM{r)'E{r), 

oder  nach  (l') 

£i  =  li  E(r) . 
Also  folgt  aus  (23): 

■       ^'  i'  +  1^  [  %  (P  - 1')  i']  -  «^  +  IJ'k  li^I'  dz . 

Da  aber  »-  und  M'^  die  Periode  T  haben,  so  erhält  man  hier- 
aus durch  Integration  die  Gleichung  (18).  [Die  Form  des 
Beweises,  nicht  aber  das  Resultat,  hängt  davon  ab,  dass 
der  Leiter  einen  kreisförmigen  Querschnitt  habe;  dies,  sowie 
die  physikalische  Bedeutung  der  Grösse  ii  wird  sich  in  §  5 
ergeben.] 

Wir  schreiben  nun 


i  =  ae 


dann  folgt  aus  (23): 


w'  +  iv(p'-P)=^^^l'''^.  (24) 


Nun  ist  nach  (l'): 


oder  nach  (2): 


P2jr/    ö£\  ,    , 
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also : 


«,'  +  ..(/-p)='?,^/- 


oder  nach  (7)  und  (9): 


Das  heisst:  w  ist  der  reelle,  v{p'  —  P)  der  imaginäre  Antheil 
der  rechten  Seite. 

Aus  der  Reihenentwicklung  (10)  folgt: 


JJy)  =  1  4-  a:  4-  ?^  +  ^^  +  5l  J_ 


X 


00 

0    (/^!)^' 


wo  a:  = 


__(yV  —  ^^q1 


(27) 


.-e7o'(,)  =  2.(l+J  +  ^+;^  + 


_.!^Cv)_ 


2x  V         2        12  ^  48 


Also  aus  (26),   wenn  wieder  das  Zeichen  ß^    aus  (14)  einge- 
führt wird: 


10 


l 


1  + 


ßx 


Xjtr'^V    '    12 


+ 


/  =  P  + 


U^-'il-)] 


Diese  Entwicklungen  sind  für  kleine  Werthe  von 


Ä 


—  ~4  472 


brauchbar.     Für   verschwindende    Werthe    dieser    Grösse 
geben  sie: 


w  =  - — 


P  + 


l      [i 
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ü 


und  dies  sind  thatsächlich  Widerstand  w  und  Selbstinductions- 
coefficient  p  des  Drahtes  für  stationären  Strom.  —  Vgl. 
Kap.  IV,  S.  296,  wo  W^^  die  Energie  des  vom  Draht  er- 
füllten Raumes,  also 

und  ferner  2h  die  Drabtlänge  /  ist;  endlich  ^,  die  Permea- 
bilität des  Drahtes  bezeichnet. 

Für  grosse  Werthe  von  y  erhält  man  aus  (13)  genähert: 

und  folglich  für  grosse  Werthe  von  ß^  aus  (26),  da  nach  (7a) 
l         1  +  i 


zu  setzen  ist: 


*^   =  l^r^  V  2 


(29) 


wo  rf,  die  durch  (16  a)  definirte  Grösse  bezeichnet.  Für  un- 
begrenzt wachsende  Wechselzahl  wächst  daher  w'  über  jede 
Grenze;  genauer:  es  wird  unendlich  gross  gegenüber  dem 
Widerstand  w  für  stationären  Strom; ;/  aber  geht  gegen  den 
festen  Grenzwerth  P.  Dies  entspricht  dem  oben  gefundenen : 
die  Strömung  beschränkt  sich  auf  eine  verschwindend  dünne 
Oberflächenschicht;  man  erhält  den  Widerstand,  also  die 
Joule'sche  Wärme,  richtig,  indem  man  die  Schicht,  innerhalb 

welcher  die   Strömung   auf    -   des   Randwerths   absinkt,   als 

gleichförmig  durchströmt  annimmt;  —  das  magnetische  Feld 
beschränkt  sich  auf  den  äusseren  Raum;  seine  Energie  hat 
als  Grenzwerth:   ^j^Pi'^» 

Der  Coefficient  P  ist  in  Kapitel  IV,  Gleichung  (63)  und 
(64)  für  zwei  specielle  Fälle  gefunden:  für  zwei  parallele 
Drähte  von  dem  gegen  r  grossen  Abstand  a  und  der  gegen 
a  grossen  Länge  h  ist 
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und  für  einen  Kreis  von  dem  gegen  r  grossen  Radius  B  ist 


4jtJ  ^ 


Hr)  -  ^] 


WO  fi^  jedesmal  die  Permeabilität  des  den  Draht  umgebenden 
Mediums  bezeichnet.  Im  einen,  wie  im  andern  Fall  ändert 
sich  p  sehr  wenig  mit  der  Wechselzahl,  wenn  der  Dralit  aus 
Kupfer  besteht;  es  kann  sich  hingegen  sehr  stark  ändern, 
wenn  der  Draht  aus  Eisen  besteht. 


§2.  Die  zweite  Grundgleichung. 

Die   zweite   der  Verallgemeinerungen,   auf  w^elche    oben 
(S.  351)  hingewiesen  wurde,  betriflft  die  Gleichung 

fA^ydL-=^  vfM^dl  (H) 

o 
oder  A=r'P{M).  (ff) 

Durch  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (E); 

rifiM)  =  -  r(/) 

ist  das  magnetische  Feld  M  bestimmt,  sobald  überall  die 
Strömung  A  und  die  Magnetisirung  /  gegeben  ist  (s.  S.  249). 
Nun  kann  aber  die  Gleichung  (H)  nur  gelten  für  eine  Strömung, 
welche  der  Bedingung 

riA)  =  0 

genügt,  d.  h.  für  „geschlossene",  oder,  wie  wir  sie  genannt 
haben,  für  „quasistationäre"  Ströme.  Der  Frage:  „wie  ist 
das  magnetische  Feld  ungeschlossener  Ströme  zu  bestimmen?** 
können  wir  die  Fassung  geben:  „welcher  Grösse  ist  V  -  P(M) 
gleich,  wenn  r(A)  von  Null  verschieden  ist?"  Es  muss  T"-  P{M) 
ein  Vector  X  sein,  welcher  allgemein  der  Bedingung  r(X)  =  0 
genügt,  und  welcher  für  stationäre  Zustände  in  A  übergeht. 
In  Zeichen:  wir  können  schreiben 

x,  =  a,  +  Iy„ 


§2.] 
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-;,nY)^r(A}. 


Nun  ist  allgemein  [s.  Kap.  II,  Gleichung  ( l ')] : 


-^^r(€£)  =  r(^); 


also  muss 


it 


riY)=°^n,E) 


sein.  Die  einfachste  Annahme,  welche  eine  mögliche  Ver- 
allgemeinerung von  (H)  liefert,  ist  daher: 

Y=sE. 

Dies  ist  MaxwelTs  Annahme;  sie  liefert  die  zweite 
unserer  Grundgleichungen.  Dieselbe  lautet  in  allgemeinster 
Form: 


f{^N  +  It^^E^d)  dL  =  vJM^dl, 


(K) 


WO  /  die,  bezüglich  JV  positive,  Randcurve  der  Fläche  L  be- 
zeichnet. 

Im  folgenden  soll  allgemein,  wenn  A  und  B  zwei  Vectoren 
sind,  das  Zeichen  A  '\'  B  die  Resultante  bedeuten,  d.  h. 
einen  Vector  C,  welcher  durch    die  Gleichung  C^  =  ^^  +  Bi 

definirt  ist.  Bezeichnen  wir  dann  noch  durch  E  den  „Anstieg" 

von  E  (vgl.  itf  S.  353),  so  lautet  (K)  in  Differentialform: 


Ausgeführt  für  Cartesische  Coordinaten,  bedeutet  dies: 


(K') 


A^  +  ^isE;)^ 


A,  +  ;^ieE^) 


ix 


A +  >*?,)  = 


ox 


i,% 

ix 


(K") 
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wo  durchweg 

Die  Gleichung:    r{A)  +  ^-^TisE)  =  0,  in   Folge  deren   der 

Ansatz  (K)  möglich  wurde,  gilt  allgemein,  in  Isolatoren 
sowohl  wie  in  Leitern.  Wir  dürfen  daher  —  und  wir  werden 
mit  Maxwell  —  auch  den  Gleichungen  (K)  allgemeine  Gültig- 
keit zuschreiben  in  allen  isotropen  ruhenden  Körpern. 

Die  Maxwell'sche  Hypothese,  welche  von  der  speciellen 
Gleichung  (H)  zu  der  allgemeinen  Gleichung  (K)  führt,  ist 
im  vorstehenden  auf  ihren  formal  einfachsten  Ausdruck 
gebracht.  Sie  gewinnt  einen  anschaulichen  Inhalt,  sobald  wir 
uns  die  im  §  2  des  zweiten  Kapitels  (S.  131)  vorgetragene 
Auffassung  zu  eigen  machen.  Stellen  wir  uns  vor,  in  jedem 
Köi*per  zerfielen  primär  fortdauernd  elektrische  Kraftlinien, 
und  zwar  im  Betrage 

für  die  Zeiteinheit  und  die  zu  N  normale  Flächeneinheit, 
und  es  käme  der  thatsächliche  Kraftlinienbetrag  secundär  in 
jedem  Moment  zu  Stande  als  Resultat  dieses  spontanen  Zer- 
falls und  gleichzeitiger  Energiezufuhr  von  aussen.  Dann  ist 
für  die  obige  Zeit  und  Fläche: 

thatsächliche  Zunahme  der  Kraftlinien 

=  neu  entstehende  —  zerfallende 

^  (eE^)  =  neu  entstehende  —  Ay 
oder: 

neu  entstehende  Kraftlinien  =  Ay  +  ^-  (c  E^)  . 

Im  stationären  Zustand  hat  demnach  ^j^  zwei  Bedeu- 
tungen; es  giebt  sowohl  den  Betrag  1)  der  zerfallenden,  wie 
2)  der  neu  entstehenden  Kraftlinien  an.  Diesem  Betrage  ist 
das  mit  T'  multiplicirte  Linienintegi'al  von  M  um  die  Fläche 
erfahrungsmässig  gleich. 

Wenn  man  diesen  Erfahrangssatz  auszudehnen  sucht  auf 
den  allgemeinen  Fall  nicht -stationärer  Zustände,  so  hat  man 
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zunächst  zur  Wahl,  das  Linienintegral  einer  der  beiden  Grössen 
unter  1)  oder  2)  gleich  zu  setzen,  welche  jetzt  verschiedene 
Werthe  besitzen.  Aber  der  Ansatz  1)  erweist  sich  als  unmög- 
lich, da  der  Betrag  der  zerfallenden  Kraftlinien  oder  der 
Strömung,  über  eine  geschlossene  Fläche  summirt,  nicht  mehr 
allgemein  Null  ist.  Es  bleibt  als  möglicher  Ansatz  nur  der 
zweite,  welcher  den  Betrag  der  neu  entstehenden  Kraft- 
linien allgemein  als  Werth  des  Integrals  vorschreibt.  Dies 
ist  aber  der  Maxweirsche  Ansatz.  —  Durch  die  hier  vor- 
getragene Auffassung  tritt  der  hypothetische  Inhalt  von  (K) 
zugleich  in  die  vollkommenste  Analogie  zu  dem  thatsächlichen 
Inhalt  von  (J).     Denn  (K)  bedeutet  in  dieser  Anschauung: 


vJ^M^dl  =  I 


Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  durch  /  neu  hin- 
durchtretenden elektrischen  Kraftlinien, 


o 

während  (J)  thatsächlich  bedeutet: 

/„  ,         I  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  durch  5  neu  hin- 
*  \  durchtretenden   magnetischen  Kraftlinien. 


In  einem  Fall  überträgt  sich  diese  vollkommene  Analogie 
aus  der  blossen  Vorstellung  auf  die  Thatsachen  und  die  sie 
darstellenden  Gleichungen:  wenn  es  sich  um  Isolatoren 
handelt.  Dann  ist  yl  =  0;  die  „neu  hindurchtretenden  elek- 
trischen Kraftlinien"  sind  identisch  mit  der  thatsächlichen 
und  beobachtbaren  Vermehrung  der  Kraftlinien,  und  die 
Gleichungen  werden: 

-  vJE^ds  ^  -  IftiMydS  (J) 

O  vS 

+  vfMidl  =  ^^  feE^^dL .  (K, ) 

Der  Inhalt  der  Gleichung  (K)  lässt  sich  am  einfachsten 
so  aussprechen: 

Die  Aenderung  der  elektrischen  Polarisation  in 
der  Zeiteinheit  ist  gleichwerthig  einer  elektrischen 
Strömung  von  gleichem  numerischem  Betrage. 

Cobn,  elektromagn.  Feld.  24 
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Dieser  Satz  ist  indirect  in  weitestem  Umfange  bestätigt 
durch  die  in  Kapitel  VII  zu  besprechenden  Versuche.  Eine 
directe  Bestätigung  fand  er  zuerst  durch  Versuche  von  Rönt- 
gen (Sitzungsber.  der  Berliner  Akademie  1885,  S.  195),  —  und 
dann  in  einfacherer  Form  und  grösserem  Massstabe  durch 
Versuche  von  Hertz  (Ausbreitung  der  elektrischen  Kraft 
S.  102). 


§  3.  DieMaxwell'schen  Gleichungen.  —  Deduction  der 

Gesetze  der  stationären  Felder. 

Zu  den  Grundgleichungen  (J)  und  (K)  fügen  wir  noch 
die  dritte  wesentliche  Annahme  hinzu, 

dass  die  Ausdrücke  in  (B)  und  (F)  stets  —  d.  h.  auch 
für  beliebig  veränderliche  Felder  —  den  Werth  der 
elektrischen,  bezw.  magnetischen  Energie  angeben. 

Unsere  Voraussetzungen  sind  also  von  jetzt  an:  ein 
Kaum  T,  welcher  von  beliebigen  ruhenden  isotropen  Körpern 
erfüllt  ist,  besitzt  elektromagnetische  Energie  vom  Betrage 

W^  =  V2  feE^dx  (B) 

W^  =  'kffiM^dr  (F) 


wo 


^ffiM^.dS=  —  vfE^ds  (J) 

o 

j(A^+l^{BES)dL=  vJM^dl,      ^,v=  ^Es^Kj,),  (K) 

o 

Hier  bedeuten  E  und  M  zwei  variable  Vectoren,  V  eine 
universelle  Constante,  X,  Sy  fi,  K  gegebene  Körperconstanten, 
und  zwar  l,  s,  fi  positive  Zahlgrössen,  K  einen  in  Leitern  ge- 
gebenen Vector,  welcher  überall,  wo  der  Leiter  homogen  ist, 
verschwindet.  (Die  Benennungen  für  alle  diese  Grössen  sind 
früher  angegeben,) 
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Unser  Gleichungssystem  fällt  im  Wesen,  wenn  auch  nicht 
genau  der  Form  nach,  zusammen  mit  dem  Gleichungssystem,  in 
welchem  Max  well  seine  elektromagnetische  Theorie  zusammen- 
gefasst  hat.  Wir  bezeichnen  es  als  „die  Maxwell'schen 
Gleichungen". 

Wir  sind  zu  denselben  gelangt  durch  eine  Reihe  von 
Verallgemeinerungen,  die  wir  schrittweise  an  den  directen 
Ergebnissen  der  Beobachtungen  anbrachten,  —  auf  inductivem 
Wege.  Von  jetzt  an  wollen  wir  deductiv  verfahren:  wir  sehen 
ab  von  aller  Erfahrung  und  betrachten  die  MaxweU'schen 
Gleichungen  als  die  ausschliesslichen  Grundlagen  unserer 
ferneren  Untersuchungen.  Aus  ihnen  werden  die  Erfahrungs- 
thatsachen,  auf  die  wir  uns  bisher  stützten,  folgen,  —  und  es 
werden  sich  weitere  Folgerungen  ergeben,  welche  durch  Be- 
obachtung geprüft  sind  und  mit  den  Ergebnissen  der  Be- 
obachtung verglichen  werden  sollen.  (In  den  wenigen  Fällen, 
wo  wir  eine  Thatsache  herbeiziehen,  welche  nicht  aus  den 
MaxweU'schen  Gleichungen  folgt,  wird  dies  ausdrücklich  er- 
wähnt werden.) 

Zunächst  zeigen  wir,  dass  die  Grundlagen  unserer  bis- 
herigen Betrachtungen  in  den  MaxweU'schen  Gleichungen 
enthalten  sind. 

Endlichkeit  und  Stetigkeit. —  IFmuss  eine  endliche 
Grösse  sein  für  jeden  Raum  t.  Daraus  folgt,  dass  E  und  M 
durchweg  endlich  sein  müssen,  —  und  femer,  dass  sich  stets 
eine  geschlossene  Fläche  So  construiren  lassen  muss  derart, 
dass  die  Beiträge  zu  W,  welche  von  dem  Raum  ausserhalb 
Sq  heiTühren,  unter  jeder  vorgeschriebenen  Grenze  bleiben. 
Es  muss  also  sein,  wenn  r  den  Abstand  von  einem  im  endlichen 
gelegenen,  übrigens  willkürlichen  Punkt  bezeichnet, 

lim   /  eE^r'^dr  ^^  0  iur  r  =  00 

r 

oder 

lim  E^r^  ==  "^^  , 

r 

wo  a  endUch  und  ^^^  1,  oder 

24* 
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a 


lim£?  = 
r 


w« 


wo  w  >  ^/2 .     Das   gleiche   folgt   für  lim  M,  —  Wir  haben 
früher,  wie  üblich,  die  Annahme  benutzt,  dass  E  und  M  für 

r  ==  oo  verschwinden  sollen  wie       ,  wo  w  >  2;  es  genügt  aber 


T 


für  alle  Polgerungen  die  Annahme  m  >  -Vj ,  wovon  man  sich 
leicht  überzeugt.  — 

Die  Gleichungen  (J)  und  (K)  sollen  überall  gelten: 
sie  sollen  also  Beziehungen  zwischen  endlichen  Grössen  aus- 
drücken auch  an  denjenigen  Stellen  des  Baumes,  wo  sich 
etwa  die  Feldgrössen  sprungweise  ändern.  Sei  S  eine  solche 
XJnstetigkeitsfläche,  N  eine  der  Normalen  von  dS.  Wir 
wählen  für  den  Augenblick  N  als  %-Axe.     Dann  folgt  aus 

lE^  lE^ 

der  Form  (tT  )  der  Gleichung  (J),  dass  -^^    und  -^     auch  an 

dS  endlich  sein,  d.  h.  dass  £^  und  E^  auch  beim  Durchgang 

durch   dS  sich  stetig  ändern  müssen.    Das  gleiche  folgt  aus 
(K")  für  M^  und  M^ .     Befreit  von   der  Beziehung   auf  ein 

bestimmtes  Coordinatensystem,  lauten  diese  Sätze: 

Auch  dort,  vo  beim  Durchgang  durch  eine  Fläche  S  etwa 
die  Constanten  und  variablen  Feldgrössen  sich  sprungweise 
ändern,  gehen  doch  die  tangenti-alen  Componenten  der 
beiden  Feldintensitäten  stets  stetig  über.  In  Zeichen:  nach 
Grösse  und  Richtung  ist  stets 

E,,  =  Es^,    itf^,  =  ilf^.  (30) 

Wählen  wir  nochmals  .V  als  «- Axe,  so  folgt  weiter  aus  ( J") : 
E^  und  E^  müssen  beim  Durchgang  durch  S  sich  stetig  ändei-n 

nicht  nur  für  einen  Punkt  der  Fläche,   sondern  für  jeden 

Punkt  des   zu  x  normalen  Flächenelements  dS.     Das  heisst 

iE^  iE^ 

u.  A.:  auch    ^      und    -^  -  müssen   stetig   sein.     Daraus   aber 

folgt  nach  der  dritten  der  Gleichungen  (J"):  ^    {f^^J  ist  stetig. 
In  der  gleichen  Weise  folgt  aus  der  dritten  der  Gleichungen 
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(K"):  A^  +       (eK^)  muss  stetig  sein.    Das  heisst,  ohne  Rück- 
sicht auf  ein  bestimmtes  Coordinatensystem: 

Auch  an  Unstetigkeitsflächen  S  gelten  für  die  Normal- 
componenten  der  beiden  Polarisationen  und  der  Strömung 
die  Bedingungen: 

^--      und  Ay  +  ^  (eEy)  stetig. 
Oder 


(31) 


Die  Gleichungen  (31)  folgten  aus  den  Gleichungen  (30),  indem 
zu  beiden  Seiten  der  Fläche  S  die  Gleichungen  (J)  und  (K) 
als  gültig  angenommen  wurden.  Sie  enthalten  also  keine  von 
(30)  unabhängigen  Stetigkeitsbedingungen  für  die  Unbe- 
kannten dieser  Gleichungen. 

Elektrische  und  magnetische  Mengen;  elektrische 
Strömung.  —  Wir  wenden  die  Gleichungen  (J)  und  (K)  auf 
geschlossene  Flächen  Ä,  bezw.  L  an;  dann  verschwinden 
die  Integrale  der  rechten  Seiten,  und  es  kommt: 


I  fiMydS  =  0 


ö  _ 

^U  ^"''^'"^       "  I  für  jede  geschlossene 


-iJaEyäS-^fj^dS 


Fläche  S.  ^^^^ 


Oder 


ffiMy  dS  =  2m  <32  a) 

fsE^^.dS  =  i:e,  (32  b) 

-^-^^=fA,.dS,  (32c) 

mit  folgender  Bedeutung  der  neu  eingeführten  Zeichen: 
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2m  ist  für  jede  geschlossene  Fläche  S  eine  unveränderliche 
Grösse;  sie  heisst  die  von  S  eingeschlossene  magnetische 
Menge. 

2e  ist  eine  unveränderliche  Grösse  für  jede  Fläche  S, 
an  welcher  durchweg  >l  =  0  ist,  d.  h.  welche  in  „Isolatoren'' 
verläuft.  Sie  heisst  allgemein  die  von  S  eingeschlossene  elek- 
trische Menge.  Für  eine  beliebige  geschlossene  Fläche  5 
ist  ihre  zeitliche  Aendening  in  der  gleichen  Weise  durch  den 
Vector  A  bestimmt,  in  welcher  die  zeitliche  Aendening  des 
materiellen  Inhalts  von  S  durch  dessen  Strömung  bestimmt 
sein  würde.    A  heisst  daher  die  elektrische  Strömung. 

Die  Gleichungen  (32  a),  (32  b),  (32  c)  sind  bezw.  identisch 
mit  den  früheren  Gleichungen  (E),  (A),  und  (1)  in  Kapitel  II. 
—  Die  Gleichungen  (32)  lauten  in  Differentialform: 


0/ 


r{(iM)  =  0 


[\Ä)  +  l-^r{BE)  =  (s 


(33) 


Die  Gleichungen  (33)  kann  man,  bezogen  auf  Cartesische  Co- 
ordinaten,  erhalten,  indem  man  die  drei  Gleichungen  (J"), 
bezw.  (K")  der  Reihe  nach,  nach  x^  y  und  x  differenzirt  und 
addirt;  sie  lauten  dann: 


öy 


+ 


dx 


li 


r,  ((iM)  =  0 


hA.      bA..      HA 


ix 


'  + 


y 


^y 


+ 


^.  P^'^A  4.  ^Sl^l .  ^^'^^^\ 


=  n(j)  +  Ar,(££)  =  o 


(33a) 


Die  auf  eine  XJnstetigkeitsfläche  S  bezügliche  Form  von  (33) 
haben  wir  bereits  unter  (31)  gefunden.  — 

Eindeutige  Bestimmtheit  des  elektromagne- 
tischen Feldes.  —  Das  Feld  E^  M  ist  zu  jeder  Zeit  be- 
stimmt, wenn  es  in  einem  beliebigen  Moment  willkürlich  ge- 
geben ist.    Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (J") 
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(K  ):  Fül*  den  Moment  t  können  die  sechs  Grössen  E^  .  .  M^ 
willkürlich  gewählt  werden;  die  Gleichungen  bestimmen  dann 

lediglich    die   sechs   Grössen     ..—  ••    ..  -,  d.  h.  also:   sie  be- 

01  Ol 

stimmen   zusammen  mit  den  gegebenen  Werthen  die  sechs 
CJrössen  E^  .  .  M^  für  den  Moment  t-^  dt.   Aus  diesen  Werthen 

folgen   die   Werthe   für   den   nächsten    Moment  und  so  fort. 
(Vgl.  auch  unten  S.  405  f.) 

Stationäre  Felder.  —  Es  sei  speciell  für  /  =  0  das 
Feld  (Eq,  iWo)  so  gegeben,  dass  durchweg 

P{Eq)  =  {)    und     V'P(Mo)  =  X(Eq—K) 

ist.     Dann  bleibt  dieses  Feld  unverändert  bestehen. 

Beweis:  der  Ansatz  E^  E^^  und  M  ==  Mq  gentigt  erstens 
den  Anfangsbedingungen.    Er  ergiebt  femer 

M=0,    P{E)  =  0 
und 

^  =  0 ,     F.  P{M)  =  A 

und  befriedigt  somit  die  Gleichungen  (J')  und  (K').  —  Also: 
ein  Feld,  für  welches  im  ganzen  Raum  gilt 

P{E)  =  0  und  F.  P{M)  =  A, 

ist  stationär. 

Andrerseits    folgt    aus    (J')  und  (K')   sofort:   wenn   das 

Feld  stationär,  also  M^=E=0  sein  soll,  so  muss 

P(E)  =  0  und   F.  P(M)  =  A 

sein. 

Wir  haben  also  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  des  stationären 
Zustandes. 

Sie  sind  identisch  mit  unseren  früheren  Gleichungen 


/■ 


E,dl  =  0  (C) 

^^^  r  fMidl  =  fjydL .  (H) 
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Aus  (C)  folgt  (s.  Kap.  I,  S.  44):  E  ist  vollständig  bestimmt, 
sobald  noch  tiberall  eine  Function  r(aE)  bekannt  ist,  wo 
a  eine  gegebene  positive  Grösse  bezeichnet.  (Dass  E  ausser- 
dem in  unendlicher  Entfernung  der  Bedingung  genüge,  welche 
für  jedes  Feld  gilt,  wird  hier  und  im  folgenden  stets  still- 
schweigend vorausgesetzt.)  — 

Und  weiter:  £ist  für  einen  begrenztenRaumr  bestimmt, 
wenn  in  t  überall  r(aE)  bekannt  ist,  und  femer  entweder 
E^  an  der  gesammten  Oberfläche  S  von  r,  oder  Eg  und  zu- 
gleich   I  eE^dS'  für  jedes  zusammenhängende  Stück  S^  von  & 

[Der  Beweis  folgt  leicht  aus  dem  Satz  g)  S.  48.] 
Nun  folgt  aus  (H) :  r(A)  =-  0 ,  d.  h. 

r(xE)  =  r{xK). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  in  Leitern  eine  gegebene 
Grösse.  An  der  Grenzfläche  gegen  Isolatoren  verwandelt  sich 
die  Gleichung  in 

Somit  ist  E  für  das  Innere  der  Leiter  nach  dem  vor- 
stehenden eindeutig  bestimmt.  —  In  Isolatoren  nimmt  die 
Gleichung  r(;i/S)  =  r{XK)  die  Form  0  =  0  an.  Dort  aber 
sind  die  Grössen 

.  Q  =  r{eE)  im  Innern 

und 


e 


^jeE^^S  für  jede  Leiteroberfläche 


als  gegeben  zu  betrachten;  denn  dies  sind  nach  (32)  im- 
veränderlich  an  den  materiellen  Theilen  haftende  Grössen. 
Femer  ist   an  den  Leiteroberflächen  Eg  gegeben,   da  es  im 

Lei  ter  als  bekannt  vorauszusetzen  ist  und  an  S  keinen  Sprung 
erleidet.    Somit  ist  auch  im  Isolator  das  Feld  bestimmt. 

Das  heisst:  das  stationäre  elektrische  Feld  ist  völlig  be- 
stimmt durch  die  Körperconstanten  und  die  willkürlich  wähl- 
bare „Elektricitätsvertheilung"  (>,  e. 

Ist  aus  diesen  Daten  £,  also  auch  A,  gefunden,  so  folgt  3f 
eindeutig  aus  (H),  sofern  noch  überall  eine  Function  r(ßM) 
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bekannt  ist,  wo  ß  eine  positive  Constante  bezeichnet.  Nun 
sind  aber  die  r(ßM)  nach  (32)  unveränderliche  Grössen;  also 
ist  M  eindeutig  bestimmt. 

Die  Bedeutung  der  elektrischen  und  magnetischen 
Mengen  ist  demnach:  sie  haften  an  der  Materie,  und  sie 
bestimmen,  zusammen  mit  den  Köi'perconstanten,  ein  statio- 
näres elektromagnetisches  Feld  vollkommen. 

Statische  Felder. —  Es  seien  nun  die  Anfangsbeding- 
ungen (C)  und  (H)  erfüllt,  welche  das  Feld  zu  einem  statio- 
nären machen;  ausserdem  aber  sei  noch  für  jede  in  einem 
Leiter  verlaufende,  geschlossene  Cui-ve 


/' 


Kidl  =  0 . 
O 

rA 

Dann  wird  wegen (C) allgemein  /  .' dl  =  0;  zugleich  ist  wegen 

o 

(H)  aber  r(A)  =  0,  und  aus  diesen  Gleichungen  folgt:  A  =  0 
überall,  oder 

Dies  ist  die  frühere  Gleichung  (D');  sie  sagt  aus,  dass  in  den 
Leitern  das  elektrische  Feld  überall  vorgeschriebene  Grösse 
und  Richtung  hat,  und  überall,  wo  der  Leiter  homogen  ist, 
verschwindet.  —  Weiter  folgt  aus  (H): 

/  Midi  =  0  f ür  jede  geschlossene  Curve, 

o 

unsere  frühere  Gleichung  (G).  In  diesem  Fall  ist  das  magne- 
tische Feld  durch  die  magnetische  Vertheilung  r(fiM)  allein 
bestimmt. 

Das  elektrische  und  das  magnetische  Feld  sind  völlig 
unabhängig  von  einander;  (C)  und  (D')  bilden  die  Grunji- 
gleichungen  des  statischen  elektrischen,  (G)  die  Grund- 
gleichung des  statischen  magnetischen  Feldes.  Jedes  der- 
selben heisst  mit  Recht  ein  statisches  Feld,  weil  unter  unseren 
Voraussetzungen,  wie  wir  alsbald  sehen  werden  (S.  398  f.),  keine 
Energieumsetzungen  stattfinden. 
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Wir  haben  »oeben  sämmtliche  Grundgleichungen  für 
stationäre  Felder  aus  den  jetzigen  allgemeinen  Grund- 
gleichungen (J)  und  (K)  wiedergefunden.  Aus  ihnen  folgt 
der  Inhalt  der  Kapitel  I  bis  IV.  Wir  schliessen  die  stationären 
Felder  von  unseren  ferneren  Betrachtungen  aus. 

Es  sei  nun  fiir  den  Moment  ^=^0  das  Feld  Eq,  Mq  ganz 
beliebig  gegeben.  Dann  zerlegen  wir  es  in  zwei  Felder  Eq\  .V,/ 
und  Eq'\ Mq\  von  denen  das  erste  den  Gleichungen  (C)  und 
(H)  genügt  und  dieselbe  elektrische  und  magnetische  Ver- 
th  eilung  besitzt,  wie  das  gegebene  Feld  ß^j^W^.  D.h.  wir  setzen: 


/»«)  =  0;    r{BE')^ 


*  im  Dielektricum : 

<^6 


l  eE^y^dS^^  6  für  jede  Leiteroberfläche; 

V .  P{M,')  =  2  (£^'  -  20 ;   rill  Mo')  =  [l2 

m 

WO  die  Qg^O^^ej  p^,ö^   gegebene  Grössen  bezeichnen.     Durch 

diese  Bedingungen  ist  das  Feld  Eq'j  Mq'  völlig  bestimmt,  und 
es  ist  zugleich  stationär. 

Es  zerfällt  also  zu  jeder  Zeit  das  Feld  in  die  beiden 
Felder  fT,  M'  und  E",  M'\  von  denen  das  erste  den  Gleichungen 

i^  =^0,  itf '  =  0  und  zugleich  den  obigen  Gleichungen   fiir 
E^  und  M^  genügt. 

Indem  wir  diese  Gleichungen  von  den  für  das  Gesammt- 
feld  A\  M  gültigen  Gleichungen  [(J),  (K)  nebst  Anfangsbe- 
dingungen] subtrahiren,  erhalten  wir  fui*  das  zweite  Theil- 
feld  £",  M"\ 

^M"  =    -  V'P{E"), 
XE"  +  aE"  =  V'  P(M")', 
r(€E")  =  0  im  Dielektricum , 


/ 


eBy"rfÄ=  0  für  jede  Leiteroberfläche, 
r{nM")  =  0  überalL 


§  4.]  Unsere  bisherige  Behandlung  veränderlicher  Felder.  379 

D.  h.  sofern  wir  uns  nur  mit  den  veränderlichen  Antheilen 
elektromagnetischer  Felder  beschäftigen,  dürfen  wir  ohne 
Minderung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass 

1)  die  inneren  elektromotorischen  Intensitäten  (Ä"), 

2)  die  magnetischen  Dichten  (QmJ^m)^ 

3)  die  elektrischen  Dichten  im  Dielektricum  (()^,ög), 

4)  die  gesammten  Elektricitätsmengen  für  einen  Leiter  (e) 
durchweg  Null  sind. 


§4.  Die  MaxwelTschen  Gleichungen  und    die   ältere 

Elektrodynamik. 

Aus  dem  Gebiet  der  nicht-stationären  Zustände  haben 
wir  einige  specielle  Fälle  behandelt.  Die  Gleichung  (J),  auf 
die  Curve  s  eines  linearen  Leiters  angewandt,  giebt  unmittel- 
bar das  Inductionsgesetz  in  derjenigen  Form,  in  welcher  es 
die  Grundgleichung  des  Kapitel  V  bildete.  Bei  der  Ver- 
werthung  dieser  Gleichung  wurde  das  magnetische  Feld,  so- 
weit es  von  veränderlichen  linearen  Strömen  abhing,  stets  aus 
den  momentanen  Werthen  der  Stromstärken  so  berechnet, 
als  ob  diese  Ströme  stationär  wären.  Entsprechend  wurde 
die  elektrische  Energie  aus  der  elektrischen  Vertheilung  so  be- 
rechnet, als  ob  diese  stationär  wäre.  Femer  wurde  voraus- 
gesetzt, dass  in  jedem  Moment  der  Strom  in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  linearen  Leiters  den  gleichen  Werth  besitze, 
—  und  stillschweigend,  dass  die  Strömung  gleichmässig  über 
den  Querschnitt  verbreitet  sei. 

Im  ersten  §  des  Kapitel  VI  fanden  wir,  unter  welcher 
Bedingung  diese  letzte  Annahme  zulässig  ist;  wir  fanden  das 
allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Strömung  über 
den  Querschnitt  eines  drahtförmigen  Leiters  vertheilt.  Als 
Grundlagen  dienten  hier  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
( J)  und  die  Gleichung  (H) ;  beide  wurden  angewandt  auf  das 
Innere  des  homogenen  Leiters.  Den  strengen  Ansatz  hätten, 
nach  der  Maxwell'schen  Theorie,  die  Gleichungen  (J)  und  (K) 
gebildet;  die  Vernachlässigung,  welche  wir  begingen,  bestand 
also  darin,  dass  wir 
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iE, 
XEi+  e         durch  ZE^ 

0  o 

ersetzt  haben ;  und  dies  geschah  für  Felder,  welche  sich  pro- 
portional   mit   sin  pt  änderten.    Wir  haben  also  -  -  gegen  1 

vernachlässigt,  wo  e  die  Dielektricitätsconstante  des  Leiterb 
bezeichnet.  Das  e  der  Metalle  ist  nicht  bekannt;  es  giebt 
keine  Beobachtung,  auf  deren  Ergebnisse  diese  Grösse  einen 
merkbaren  Einfluss  gehabt  hätte.  Es  kann  demnach  zweifel- 
haft erscheinen,  ob  dem  Begriff  „Dielektricitätsconstante  von 
Metallen"  überhaupt  eine  physikalische  Bedeutung  zukommt 
(vgl.  hierüber  Schluss  von  Kapitel  VII).  Führt  man  ihn  ein, 
so  sagt  der  Versuch  aus:  selbst  für  die  schnellsten  Schwing- 
ungen,  mit  welchen   man  operiren  konnte,  ist         stets  eine 

verschwindend  kleine  Zahl  gewesen.  Vorgreifend  bemerken 
wir,  dass  die  grössten  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe 

von   p    etwa   von   der   Grössenordnung    sind.      Andrer- 

sec 

seits  ist  [vgl.  Kap.  II,  Gleichung  (26)]   -^— ^=Qe7    misS^^- 

X«  «7,0  I  •  lU 

X 

Setzen  wir  also    .=  10,   was   einem  mittleren   Werth   für 

X\ 
Metalle  entspricht,  so  ist  für  dieses  p  rund 

^»  =  10-« . 

Die  Dielektricitätsconstante  der  Metalle  kann  also  immerhin 
sehr  gross  sein  gegen  diejenige  der  Luft;  die  Versuche  zeigen 

lediglich,  dass  -  klein  sein  muss  gegenüber  hundert  Millionen. 

Praktisch  aber  folgt  aus  dem  gesagten,  dass  wir,  sofern  es 
sich  um  Metalle  handelt,  den  Thatsachen  gleichermassen 
gerecht  werden,  wenn  wir  in  den  Maxwell'schen  Gleichungen 
dem  e  einen  beliebigen  Werth  von  der  Grössenordnung  von 

€q  beilegen,  oder  wenn  wir  das  Glied  eE  fortlassen,  also  (K) 
durch  (H)  ersetzen.  Wir  haben  daher  in  Kapitel  VI,  §  1  die 
Stromvertheilung   in    einem    Metalldraht    richtig   berechnet; 
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richtig  gefunden  sind  dort  also  auch  die  Joule'sche  Wärme, 
und  die  magnetische  Energie  im  Drahtinnem. 

Ebenso  würde  für  jede  andere  Ponn  metallischer  Leiter 
eine  Lösung  der  Gleichungen  (H)  und  (J)  stets  eine  mög- 
liche Stromvertheilung  darstellen.  Das  elektrische  und 
magnetische  Feld  im  äusseren  Raum  aber,  welches  dieser 
Strömung  durch  die  Gleichungen  (H)  und  (J)  zugeordnet  ist, 
entspricht  nicht  allgemein  den  MaxwelFschen  Gleichungen, 
und  wir  dürfen  es  demnach  nicht  allgemein  als  das  wirkliche 
Feld  betrachten.  Ebenso  ist  diejenige  Grösse,  welche  wir 
als  die  elektrische  Energie  betrachtet  haben,  —  die  Energie 
nämlich,  welche  aus  der  in  jedem  Augenblick  vorhandenen 
Elektricitätsvertheilung  genau  so  berechnet  wird,  als  ob 
diese  Vertheilung  stationär  wäre,  —  nicht  allgemein  die  wirk- 
liche elektrische  Energie. 

Wir  wollen  versuchen,  ein  Urtheil  zu  gewinnen  über  die 
Tragweite  des  begangenen  Fehlers. 

Die  Beziehungen  zwischen  Strömung,  magnetischem  Feld 
und  elektrischem  Feld,  welche  wir  (bis  Kapitel  VI,  §  1  ein- 
schliesslich) für  ruhende  Körper  mit  Ausschluss  jpermanenter 
Magnete  als  gültig  annahmen,  lassen  sich  in  folgendem  „An- 
satz der  alten  Theorie"  zusammenfassen: 


(H)         r.  PiM)  =  A ,  r(ßjV)  -=  0  (34) 

(J)     -  F.  P{E)  =  iiM,        l  r{BE)  =  ~  r{A)  (35) 


m 


Die  Gleichung  (H)  enthält  nur  dann  keinen  inneren  Wider- 
spruch, wenn  r{A)  =  0  ist.  In  der  That  war  auch  nur  für  diesen 
Fall,  —  den  Fall  der  „quasistationären"  Ströme,  —  die  vor- 
Maxwell'sche  Elektrodynamik  zu  einer  allgemein  als  richtig 
anerkannten  Theorie  gelangt,  welche,  nicht  der  Form,  wohl 
aber  dem  Inhalt  nach,  durch  die  vier  obigen  Gleichungen  dar- 
gestellt wird.  (Vgl.  unten  S.  388.)  Die  Erweiterung  der 
Theorie  für  „ungeschlossene"  Ströme  wurde  auf  verschiedenen 
Wegen  gesucht.  Wenn  aber  ein  nahezu  geschlossener  Strom- 
kreis lediglich  durch  einen  Condensator  unterbrochen  war,  so 
Hessen  sich  ohne  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  die  obigen 
Gleichungen  anwenden,  wenn  in  (H)  die  Strömungslinien  will- 
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kiirKch  durch  den  Condensator  hindurch  zu  geschlossenen 
ergänzt  gedacht  wurden.  Die  A  der  Gleichung  (H)  hahen 
dann  nicht  genau  die  gleiche  Bedeutung,  wie  diejenigen  der 
Gleichung  (35);  die  letzteren  bezeichnen  ausschliesslich  die 
wirkliche  Strömung  im  Leiter.  —  Wir  wollen,  um  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  sofort  diesen  allgemeineren  Fall  der 
„nahezu  geschlossenen"  Ströme  betrachten.  Den  specielle- 
ren  Fall  der  wirklich  geschlossenen  Ströme  erhalten  wir 
dann,  indem  wir  in  unseren  Resultaten 

setzen. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  unsere  Gleichungen,  und 
damit  auch  die  MaxwelTschen,  im  metallischen  Leiter 
durch  ein  bestimmtes  Werthesystem  der  i^/und  E  und  damit 
auch  der  A  befriedigt  werden;  (dabei  können  dem  s  im  Leiter 
beliebige  Werthe  von  der  Grössenordnung  der  a  der  Iso- 
latoren beigelegt  werden).  Das  Feld  im  ganzen  B.aiim  und 
die  Energie,  welche  der  Ansatz  (91)  diesem  A  zuordnet,  wollen 
wir  untersuchen. 

Im  folgenden  werden  wir  wiederholt  den  Satz  benutzen, 
dass  ein  Vector  Ä  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  überall  die 
Werthe  von  P(Ä)  und  r{aÄ)  (wo  a  eine  gegebene  positive 
Grösse)  vorgeschrieben  sind,  und,  was  stets  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt wird,  im  unendlichen  Ar^  endlich  ist.  Den  Beweis 
8.  S.  249. 

Das  Feld  M  ist  eindeutig  bestimmt  durch  (H)  und  (34), 
da  A  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Ist  M  aber  bekannt, 
so  bestimmen  (J)  und  (35)  das  Feld  E  bis  auf  ein  unveränder- 
liches Theilfeld  Eq,  welches  einer  ruhenden  Elektricitätsver- 
theilung  entspricht.    Man  setze  nämlich 


^i  =  ^ii  +  ^i 


21 


i>(E,)  =  o,     l  risE,)  ^  -  r(A) 


-V-P(E,)^^fiM,       r(eAi)  =  0. 
Die  Gleichungen  (J)  und  (35)  werden  dann  befriedigt.    E^  ist 


(36) 
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eindeutig  bestimmt;  £\  abei*  ist  wie  ein  statisches  Feld  zu 
berechnen  aus  einer  Dichte  p,  welche  bis  auf  einen  sta- 
tionären Antheil  Qq  gegeben  ist;  denn  ^  =^  —  ^"(^0  bat  vor- 
geschriebene Werthe. 

Die  Berechnung  der  Felder  M  und  E  kann  zurückgeführt 
werden  auf  die  Auffindung  eines  Vectors  A  und  einer  Zahl- 
grösse  ^:  Das  Feld  M  muss  sich  wegen  (34)  in  folgender 
Form  schreiben  lassen: 

fiM==P{A).  (37) 

Durch  diese  Gleichung  ist  der  Vector  A  noch  nicht  bestimmt 
(vgl.  Kap.  in,  S.  226).  Er  wird  aber  eindeutig  bestimmt, 
sobald  wir  noch  fordern 

r(eA)  =  0 .  (38) 

Aus  demselben  Vector  A  berechnet  sich  dann  R^y  Jiö,ch  (36) 
und  (37)  ist 

—  F.  P{E.^)  =  P{A)  oder  P{  VE^  +  i)  =  0 

und  nach  (36)  und  (38)  ist 

r[B{vE,  +  i)]  =  o. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  aber  folgt: 

VEj  +  i  -    0 
oder  VE2=--  —  A.  (39) 

Das  Feld  ß,  endlich  muss  sich  nach  (36)  in  der  Form  dar- 
stellen lassen: 

■ 

Als  magnetische  Energie  betrachteten  wir  die  Grösse 

^«.  =  %fli^f'dT ,  (4t) 

als  elektrische  Energie  aber  nicht  die  Grösse 
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sondern  [vgl.,  auch  für  den  Beweis  der  vorstehenden  Gleichung, 
S.  307  f.] 


TK 


=  Vi/^i^^i 


2rfr. 


(42) 


Hierfür  kann  nach  (40)  geschriehen  werden: 


wo 


^^-- 


(43) 


ht 


=  -  nA) 


Wenn  die  Gesammtheit  der  vorstehenden  Gleichungen 
keinen  inneren  Widerspruch  enthalten  soll,  so  muss  durch 
sie  dem  Energieprincip  Genüge  geleistet  werden.  Dass  dies 
für  eine  endliche  Anzahl  von  Elektricitätsmengen  und  „linearen'' 
Strömen  zutrifft,  folgt  aus  den  Entwicklungen  des  Kapitel  V. 
Wir  wollen  es  hier  für  den  allgemeinen  Fall  einer  beliebigen 
räumlichen  Strom-  und  Elektricitätsvertheilung  nochmals 
zeigen.  Da  alle  Körper  ruhen  sollen,  also  mechanische 
Arbeit  nicht  geleistet  wird,  lautet  die  Energiegleichung: 


wo 


(44) 


Nun  ist  nach  (41)  und  (37): 


8/        JV 


itf, +  ..Ut 


■■] 


oder  nach  (39)  und  (H): 


dz 


liW, 


m 


iit 


-/(«^  •  A 


+  -)dx. 


(45) 


d 
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Aus  (42)  folgt: 

Aber  nach  (36)  ist 

risEy  +  A)  =  0    und    P(£,)  =  0 , 


also 


/IC-<^->  +  .>„  +  ..].,  =  o. 


Polglich 


OTT,  r 

f^^j(E,,A,  +  .-)dz.  (46) 


d 


Aus  (45)  und  (46)  aber  ergiebt  sich  durch  Addition  die  zu 
beweisende  Gleichung  (44). 

Diese  Entwicklung  zeigt  deutlich,  dass  dem  Energie- 
princip  nicht  genügt  würde,  wenn  wir,  unter  Wahrung  des 
Ansatzes  (?l),  die  elektrische  Energie  aus  dem  Gesammt- 
feld  E  als 


K-'kf 


eE^dr 


berechnen  wollten. 

Die    vor-MaxwelFsche    Elektrodynamik    also    lässt    sich 
folgendermassen  charakterisiren:  sie  musste,  als  erfahrungs- 
mässig   feststehend,    annehpien,    dass    neben    dem    „elektro- 
statischen**  Felde  -Bj    (herrührend  von  der  Elektricitätsver- 
theilung),  noch  ein  „elektrodynamisches"  Feld  £^  (herrührend 
von  variablen  Strömen)   bestehen  könne.    Sie  nahm  aber  an, 
dass  der  Energievorrath  des  Feldes  ausschliesslich  durch 
den   erster  en   Antheil  bestimmt  würde.     Darin  lag,   dass, 
wenn  man  in  einem  gewissen  Gebiet  das  elektrische  Feld  nach 
Grösse  und  Kichtung  kenne,   dies  noch  nicht  ausreiche,   um 
die  physikalischen  Consequenzen  zu  beurtheilen,  —  dass  man 
hierzu  vielmehr  auch  die  Ursachen,  die  Entstehungsart  des 
Feldes  kennen  müsse.    Die  vor-MaxweU'sche  Elektrodynamik 
negirte  also  die  Einheitlichkeit  des  elektrischen  Feldes.    Sie 

Cohn,  dektromagii.  Feld.  25 
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that  das  freilich  unausgesprochener  Massen;  erst  Hertz 
hat  diesen  organischen  Fehler  blossgelegt.*) 

Hertz  setzt  die  Verhältnisse  voraus,  welche  den  typischen 
Fall  der  älteren  Theorie  bilden:  alle  Ströme  sind  geschlossen, 
und  die  verschiedenen  Körper  im  Felde  unterscheiden  sich  weder 
in  ihrem  elektrostatischen  noch  in  ihrem  magnetischen  Ver- 
halten von  der  atmosphärischen  Luft.  In  unseren  Bezeich- 
nungen heisst  das: 

r{Ä)  =  0 ,    £  =  const. ,    [i  =  const.  (47) 

Der  Ansatz  (Sl)  wird: 

(H)  V'P{M)  =  A,  r{M)  =  0       (34')     | 

(J)    ^V-P{E)  =  fiM,        l^nE)  =  0    (35')     I       ^^^ 

Die  Functionen  Aj.,Ay,A^  und  9),  welche  zur  Darstellung  der 
Lösung  dienen,  sind  liir  diesen  Fall  bereits  in  Kapitel  IV, 
bezw.  Kapitel  I  gefunden,  Sie  sind  für  den  Punkt  ;>  (^,.V,  0» 
wenn  r  den  Abstand  zwischen  p  und  dr  bezeichnet: 


'        VJ  4Jtr 
^y        VJ  4jcr  '^'^ 

1  Cgdr 


(48) 


(49) 


wo  die  Q  jetzt  unTeräiicIerliche  Grössen  bedeuten,  also 
^  =  0  ist.  Aus  diesen  Functionen  berechnet  man  nach 
(40),  (39),  (37): 

*)  Hei*tz,  Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  Maxwell'Bchen  elektro- 
dynamischen Qrundgleichungen  und  den  Gmndgleichungen  der  gegnerischen 
Elektrodynamik.    Wied.  Ann.  23»  S.  84  (1884). 
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£?,= 


^- 


£. =— 


ögj  l   J>^r 


i^K  =  ^--  - 


i*K  =  ^- 


f^^^=J^'- 


ix 

V    it 

1  ö^y 

r  it 

iq) 

1  ö^» 

r  d< 

hÄ, 

^^v 

iy 

iÄ, 

ö^» 

hx 

öx 

dA^ 

ö^ 

(50) 


öy 


(51) 


Dass  durch  dieses  Weiiihesystein    dem   Ansatz    (31')    genügt 

Ä   .      , 
wird,   ist  leicht  zu  Terificiren:  Der  Vector  -     ist  identisch 

mit  dem  Vector  11  des  Kapitel  IV,  Gleichungen  (18)  und  (19); 
er  genügt  also  den  Gleichungen 

r(.l)  =  0,    Jä,  =  -  y^^^etc. 

und  die  Gleichungen  (H)  und  (34')  sind  erfüllt  (s.  S.  251  f.). 
Weiter  folgt: 

- ''( ö,  -  id'  -  ly  iy  -  -d)=lM''^^  «*^-'  ^-  '^-  ('J)- 


Endlich: 


öV^^*^)="ör'''^-rö/^^(^) 


=  0  +  0 ,     d.  h.  (35'). 
Die  magnetische  Energie  wird  [s.  Kap.  IV,  Gleichung  (60)] : 


II'   —  */ 


+  4v4/'  +  A^/ 


dz  dt.     (52) 


OK* 


25 
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Der  angenommene  "Werth  der  elektrischen  Energie  wird  nach 
(43)  und  (49): 


-^■-''.jW/^^-^-'- 


(53) 


Die  Gleichungen  (48)  bis  (53)  enthalten  thatsächlich  die  voll- 
ständige ältere  Elektrodynamik.  Sie  schliessen  sich  auch  in 
der  Form  der  älteren  Theorie  an;  denn  sie  behandeln  elek- 
trische Strömung  und  Elektricitätsvertheilung  als  die  funda- 
mentalen Grössen,  und  stellen  die  Feldstärken  dar  mit  Hülfe 
des  „Vectorpotentials"  der  ersteren,  und  des  gewöhnlichen 
(„scalaren")  Potentials  der  zweiten.  (Um  vollkommene  Iden- 
tität der  Ausdrücke  zu  erhalten,  muss  man  in  unseren 
Gleichungen  den  Grössen  £  =  ^o  >  i^  =  A^o  ^"^^  ^  diejenigen 
Werthe  beilegen,  welche  das  besondere  von  dem  betreffenden 
Autor  gewählte  Masssystem  definiren;  s.  Kap.  IV,  S.  279f.).  — 

Mit  dem  Werthesystem  der  Gleichungen  (48)  bis  (51)  ver- 
gleichen wir  ein  anderes,  welches  den  Maxwell'schenForde- 
rungen,  d.h.  in  unserem  Fall  den  Gleichungen: 

(K)        V'P(M)  =  A+eE;       r(Af)  =  0       (34')     j 

(J)    -V.PiE)=fiM;  |^r(£?)  =  0    (35')     j    ^^^ 

genügt. 

Wir  setzen 


»^     J  Axr 


h 


ix 


dx 


dx 


dx      B.   8.  W. 


^'^^»'        Cö2    Ifi    +co4    J^4 


H ininfin., 


wo  eo 


(54) 


nebst  entsprechenden  Werthen  für  B^  und  B^. 
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Hieraus  folgt  (s.  S.  251  f.) 

r(6,)  =  o,   Ab^ b,, 

U.    8.   W. 

und  daher  weiter,  sofern  die  unendlichen  Reihen  convergiren: 

r{B)  ^  0  (55) 

Andrerseits : 


1   d^B,        1  i%,        1  d*6 


ix 


Also:  u  1    ö^J?^ 

4ß,  +  -^J,=  i,-^--;,etc.  (56) 

Führen  wir  in  der  Lösung  des  Ansatzes  (31')  an  Stelle  des 
Vectors  Ä  den  Vector  B  ein,  so  erhalten  wir  eine  Lösung 
von  (W). 

In  der  That:  setzen  wir  wieder 


und  weiter: 


öo)        1  öJ9j. 


80  werden  die  Gleichungen  (J),  (34'),  (35')  ebenso  erfüllt,  wie 
durch  die  frühere  Lösung.    Weiter  aber  folgt: 

also  nach  (56): 

F 


390  ^^  ^^  Theorie  als  Näherung.  [Kap.  VI. 

und  unter  Benutzung  von  (55): 

^'"•"ör     '^        nUy\'hx         iy  I       i'Ai»         öx'J' 

Also  ergiebt  sich:  wenn  ein  mögliches  quasistationäres 
Strömungssystem  A  —  d.  h.  ein  solches,  welches  den  Max- 
welVschen  Gleichungen  genügt  —  gefunden  ist,  so  lässt  sich 
das  durch  die  MaxwelFschen  Gleichungen  (9!K')  dieser  Strömung 
zugeordnete  elektromagnetische  Feld  darstellen  in  der  durch 
(49),  (54),  (57),  (58)  gegebenen  Form,  —  vorausgesetzt,  dass 
die  hier  auftretenden  unendlichen  Reihen  convergiren. 

Denken  wir  uns  zwei  geometrisch  ähnliche  Leitersysteme 
gegeben,  mit  räumlich  und  zeitlich  ähnlich  verlaufenden 
Strömen.     Dann  ist  in   den  Reihen  das  Verhältniss  q^  des 

{n  +  l)ten  zum  nten  Glied: 

wo  L|  und  Lj  entsprechende  Längen,  Tj  und  T2  entsprechende 
Zeiten  sind.   Jedes  q^  kann  also  beliebig  klein  gemacht  werden, 

indem  man  die  Abmessungen  der  Leiter  und  die  Schnellig- 
keit der  Stromschwankungen  genügend  klein  wählt.  Bis 
zu  gewissen  Werthen  dieser  Grössen  müssen  die  Reihen 
convergiren,  —  und  bis  zu  gewissen  Werthen  müssen  sie  sehr 
schnell   convergiren.     Man  kann   femer   erwarten,   dass   die 

Grenzen  der  L  und  ^,  in  welchen  schnelle  Convergenz  erfolgt, 

recht   weit    gesteckt    sind;    denn    co    ist    nach    Kapitel  IV, 

cm 
Gleichung   (32):   3- 10^^ — ,  die  Geschwindigkeit  des  Lichts. 

sec 

Brechen  wir  die  Reihen  beim  ersten  Glied  ab,  so  wird 
und   wir   kommen    somit  auf  diejenige   Lösung    als    erste 
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Näherung   zurück,   welche    dem  Gleichungssystem  (31')  der 
älteren  Elektrodynamik  streng  genügt.  — 

Nehmen   wir   an,   die  Strömungscomponenten   seien  ein- 
fach hannonische  Functionen  der  Zeit,  also  von  der  Fonn 


A  =  a  sin  (vt  +  b)  etc. 


(59) 


Dann  lassen  sich  die  unendlichen  Reihen  in  (54)  ausrechnen; 
es  wird 


vr 


B,  =  f^J  A,  ~  -^  dz 


B. 


cos 


vr 

OJ 


y    4jtr 


dr 


vr 
cos  — 

B,  =  ^IA^  -^--dr 
*        VI     *    4jtr 


_  f^ 


(60) 


AVir  wollen  zeigen,  dass  die  mittels  dieser  B^. , .  nach  (49), 
(57),  (58)  berechneten  E^ . .  M^ . .  thatsächlich  dem  Gleichungs- 
system (9W)  genügen.  Dies  ist  nach  dem  vorstehenden  ge- 
zeigt, sobald  wir  bewiesen  haben,  dass  der  Vector  B  der 
Gleichungen  (60)  den  Gleichungen  (55)  und  (56)  genügt. 

Um  diese  Eigenschaften  des  Vectors  B  abzuleiten,  denken 
wir  um  den  Punkt  ])(xyy,z)f  für  welchen  B  berechnet  werden 
soll,  eine  Kugelfläche  K  mit  dem  sehr  kleinen  Kadius  R 
beschrieben;  der  Innenraum  heisse  T|  ,  der  Aussenraum  T2, 
die  entsprechenden  Antheile  von  B^. ; .  seien  B^^.  und  B^^  .  .  . 

Die  Integranden  in  (60)  und  ihre  Diflferentialquotienten  sind 
endlich  und  stetig  in  T2.    Also  wird 


nB,) 


j  /cos  — 


dr, 


oder  wenn  p  (x ,y,z)  einen  variablen  Punkt  in  r2  bezeichnet. 
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=  —  f^ 

V 


COS 

4,f'  + 


rfr, 


»« 


oder,  da  £XÄ)  =  0 , 

r        vR 

u  I  cos 

Dieses  Integral  verschwindet,   sobald  R  verschwindend  klein 
wird.    Zugleich  wird  dann  cos  -  =  1  in  Ti  ,  also 

(D 


vj ' 


^-  =  ^  /  ^  '^ 


von  der  Form  der  Raumpotentiale  des  Kapitel  I,  §  3. 
Demnach  werden  B^^^  .  .  nebst  ihren  ersten  Differential- 
quotienten verschwindend  klein,  also  auch  r{B^ ).    Somit  folgt 

/1(B)  =  0,  d.  h.  (55). 

Weiter  ist 

Hierin  ist 

vr 

AB,^  =  JijA,-AF{r)dT,     y^o  F(r)  = 


cos 


Um  AF  =  ^2^  -f  •  •  auszurechnen,  wenden  wir  die  Gleichung 

X  S 

an  auf  ein  Element  einer  Kugelschale  mit  dem  Mittelpunkt 
p' ;  dasselbe  habe  die  Dicke  dr  und  die  Basis  r^do.  Wir  er- 
halten dann,  da  unser  F  nur  von  r  abhängt: 

AF-r^dodr  =  (~  r^do)        —  (^~  r^do) 
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oder 


JF 


1    ö  /•  ,  iF\       2  iF    ,    i'^F 

I  ••*         _  1  _        —  -    _L-     -    -     - 


=  1    ö  /  ,  iF_\  _ 


Also  wird  für  unsere  Function  F: 


(61) 


JJ?'  = 


i; 


(D 


F' 


Demnach 


^^2x  =  —  -2  ^^i^  » 


oder  für  verschwindendes  R  auch 


^^2.= 


P 


Für  verschwindendes  R  wird  aber  andererseits: 


AB 


ix 


\vJ  \nr 


dx 


^^-f"  A 


Demnach: 


^B,  =  ~^,B,-^  A,  etc. 


Aber  nach  (59)  und  (60)  ist: 


also 


AB. 


1    l^ 


A^,  d.  h.  (56). 


Hiermit  ist  der  verlangte  Beweis  erbracht. 

Für  eine  Strömung  also,  welche  durch  einfach-harmonische 
Functionen  der  Zeit  dargestellt  wird,  folgt:  das  Feld  £,  M 
leitet  sich  nach  dem  MaxwelPschen  Ansatz  in  der  gleichen 
Weise  aus  dem  Vectorpotential  B  der  Gleichungen  (60)  ab, 
in  welcher  es  sich  nach  der  älteren  Theorie  aus  dem  Vector- 
potential A  der  Gleichungen  (48)  ableitete.  B  aber  unter- 
scheidet sich  folgendermassen  von  Ä:  ein  Stromelement  in  p 
liefert  zum  Vectorpotential  Ä  eines  Punktes  p  in  der  Ent- 
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femung  pp  =  r  einen  Beitrag,  welcher  einfach  wie    -  abnimmt 

T 

In  B  aber  ist  dieser  Factor    -  noch  mit  dem  periodischen 

T 
VT 

Factor   cos   -  multiplicirt.    Der  Einfluss  des  Stromelement^ 

ist,  —  wenn  wir  einen  Ausdruck  der  Elasticitätslehre  ge- 
brauchen wollen,  —  im  Raum  rings  um  p'  vertheilt  nach 
kugelförmigen  „stehenden  Wellen**  von  abnehmender  Ampli- 
tude.    Der  ITnterschied   macht   sich   aber  erst  von   solchen 

Entfernungen  r  an   geltend,   für  welche        einen  merklichen 

Werth  besitzt.    Finden  etwa  10"  Stromwechsel  in  der  Secunde 

CO       3-10^^ 
statt,  so  ist  —  =  — -\a  cm  =  ca.  100  Meter,  und  mit  dieser 

Grösse  muss  r  vergleichbar  geworden  sein,  bevor  die  Ab- 
weichung zwischen  A  und  B  merkbar  wird. 


Aus   den  Maxwell'schen   Gleichungen   folgt,   wie  wir  in 
§  5  (S.  398)  zeigen  werden,  ganz  allgemein 


d 


OK  +  ^yj  -  -/(^x  ^x  +  *V  4  +  ^x  A)  dr . 


Sind   nun   die  Voraussetzungen   (47)   unserer  letzten   Unter- 
suchungen erfüllt: 

r{A)  =^  0 ,       f  =    const.,      //  =  const., 
und  ist  E  in  der  Form  (57)  dargestellt: 


i?»  _  __  ^9>  _  :l  ^- 

Vx        V    hi  ' 


so  wird  durch  partielle  Integi-ation 


ö  1  rßBx  öR,  SR       \ 

j,(>n+Trj=^y(3-^A+  ^;j,+  j/AJ^r.       (62) 

Der  wechselseitige  Inductionscoefficientj»,  2  zweier  linearer 
Strombahnen  ^|  und  «2  konnte  dadurch  definirt  werden,  dass 
bei  ruhender  Materie 
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der  Beitrag  ist,  welchen  die  gleichzeitige  Existenz  der  Ströme 
/,  in  5,  und  ip  in  «2  zur  Gesammtänderung  der  Energie  des 
Feldes  lieferte.  In  der  vor-MaxwelPschen  Theorie  hing  von 
den  Stromstärken  veränderlicher  geschlossener  Ströme  nur 
der  Werth  der  magnetischen  Energie  ab;  in  der  Max- 
well'schen  Theorie  ändert  sich  mit  ihnen  auch  die  elek- 
trische Energie. 

Es  mögen  nun  u.  A.  zwei  periodische  lineare  Ströme  vor- 
handen sein: 

1,  =  a,  sin  (vt  +  h^)  in  der  Bahn  s^ 
h  =  ^-2  sin  (^^  +  ^2)    ^     ^         «       •'^2  • 

Der  Beitrag  zu  ^  0^\+  l^'i»)»  welcher  durch  die  gleichzeitige 
Existenz  von  t,  und  12  bedingt  ist,  ist  dann  nach  (60)  und  (62) 

m 


Pn\'<  ä, 


+  •.  $)• 


COS  (dsi  dso)  cos  —  ,^«v 

Dieser  „wechselseitige  Inductionscoefficient"  unterscheidet  sich 
also  von  dem  Werth,  den  die  ältere  Theorie  liefert  [Kap.  IV, 
Gleichung  (15)],  sobald  die  Entfernungen  r  zwischen  den  Ele- 
menten von  «1  und  $2  nicht  verschwindend  klein  sind  gegen- 

..,  CO 

über    -• 

"Wir  wollen  noch  einen  einfachen  Fall  betrachten,  für 
welchen  der  Vergleich  der  beiden  Theorien  ohne  Rechnung 
durchgeführt  werden  kann:  Als  Stromträger  sei  ein  auf  einen 
King  gewundenes,  in  sich  zurücklaufendes  Solenoid  gegeben; 
der  Strom  nehme  während  einer  gewissen  Zeit  mit  gleich- 
förmiger Schnelligkeit  ab.  Wenn  der  Strom  constant  wäre, 
so  würden  (vgl.  Kap.  IV,  S.  260)  die  magnetischen  Kraft- 
linien   im    Innern    des  Bingkörpers    in   Kreislinien  um  die 
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Kingaxe  verlaufen;  im  Aussenraum  wäre  kein  magnetisches 
Feld  vorhanden.  Wir  nehmen  an,  dass  auch  jetzt  das  mag- 
netische Feld  M  in  gleicher  Weise  vertheilt,  und  in  jedem 
Moment  der  gerade  bestehenden  Stromstärke  proportional  ist 
(Diese  Annahme  wird  sich  alsbald  als  richtig  erweisen.)  Diesem 
variablen  magnetischen  Felde  entspricht  nach  (J)  ein  elek- 
trisches Feld  E^  dessen  Kraftlinien  in  durch  die  Rotationsaxe 
gelegten  Ebenen  verlaufen  und  im  wesentlichen  den  Kingkörper 
umzingeln.  Da  M  sich  gleichförmig  ändert,  so  ist  E  constant. 
Die  elektrische  Polarisation  fügt  also  in  (K)  kein  Glied  zur 
Strömung  hinzu,  aus  welcher  allein  wir  bisher  M  berechnet 
hatten.  Unser  System  der  E^  M  ist  mit  den  MaxwelPschen 
Gleichungen  in  üebereinstimmung.  —  Nun  befinde  sich  in  der 
Nachbarschaft  ein  zweites  ringförmiges  Solenoid,  ebenfalls 
mit  gleichförmig  veränderlichem  Strom.  Auch  diesem  kommt 
ein  variables  magnetisches  Feld  im  Innern  des  Ringkörpers  zu, 
und  ein  constantes  elektrisches  Feld,  welches  sich  in  den  Aussen- 
raum erstreckt.  Sind  beide  Ströme  gleichzeitig  vorhanden,  so 
durchdringen  sich  die  magnetischen  Felder  nicht,  wohl  aber  die 
elektrischen.  Die  gesammte  magnetische  Energie  ist  einfach 
gleich  der  Summe  der  Werthe,  welche  den  beiden  einzelnen 
Strömen  entsprechen;  —  die  gesammte  elektrische  Energie 
aber  enthält  einen  Term,  welcher  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  beiden  Solenoide  abhängt.  Es  bestehen  daher  mecha- 
nische Kräfte  zwischen  den  beiden  Ringen.  Und  anderer- 
seits: wenn  ein  Ring  gegen  den  andern  bewegt  wird,  so  ändert 
sich  die  Zahl  der  durch  ihn  hindurchtretenden  elektrischen 
Kraftlinien;  es  entstehen  folglich  magnetische  Kraftlinien 
längs  der  Ringlinie,  und  es  werden  somit  elektromotorische 
Kräfte  in  dem  umgebenden  Solenoid  erzeugt.  Diese  mecha- 
nischen und  elektromotorischen  Kräfte  kennt  die  ältere  Theorie 
nicht,  (s.  Hertz  a.  a.  O.) 


§.  5.  Der  Poynting'sche  Satz. 


Wir  multipliciren  die  Gleichungen  (J  )  der  Reihe  nach 
mit  M^^  M^j  M^y  die  Gleichungen  (K")  der  Reihe  nach  niit 

£^,  E^j  E^y  addiren  die  sechs  so  entstehenden  Gleichungen, 
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multipliciren    mit   dt    und    integriren  über  einen  beliebigen 
Raum  T.     Schreiben  wir  dann  wieder  wie  früher 


V=J(A,E,  +  ..)dT 


(64) 


und  setzen  noch 


■w 


so  kommt 


+  j.  ("A  -  V.) 


'^=-^+^. 


dz , 


(65) 


(66) 


Wir  bezeichnen: 


2,  --^  ViE^M,  -  E,M^)    \ 
S^  -=  r{E,M^  -  E,M,) 
S,  -~-  V{E,M^  -  E^M^) 


(67) 


Dies  sind  [vgl.  Kap.  III,  Gleichungen  (68)]  die  rechtwinkligen 
Cpmponenten  eines  Vectors  2!  von  der  Grösse 


(67  a) 


2=^  VE  Main  (EM) 

und  der  Richtung  X  (EM). 

Die  Componente  £^  von  JS  nach  der  Normale  n  einer 
Fläche  S  ist,  wenn  Eg  und  Mf,  die  zu  S  tangentialen  Compo- 
nenten  von  £^und  ilf  bezeichnen: 


.£„  =  +  T""  EgMg  sin  (EgM^ ,  je  nachdem  n  _L 


E^s 


(67  b) 


Wenn   an   der  Fläche   S  die  Feldgrössen   sich   sprungweise 
ändern,  so  bleiben  doch  nach  (30)  Eg  und  M^  stets  stetig,  also 

ist  auch  -2^^  immer  stetig.    Daher  wird  ohne  jede  Beschrän- 
kung aus  (65)  durch  partielle  Integration: 


Si 


=  -^jr{2:)dx  =J2js, 


(68) 
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wo,  wie  stets,  S  die  Oberfläche  von  r    und  n  deren  innere 
Normale  bezeichnet. 

Es  werde  nun  zunächst  unter  r  der  unendliche  Baum 
verstanden;  dann  verschwindet  nach  den  Eigenschaften  von 
A'und  M  (s.  S.  372)  das  Flächenintegi*al,  und  es  wird  aus  (66^: 

Es  muss  also  nach  dem  Energieprincip 

?P=  f{A,E^  +  -)dx 


-/ 


die  gesammte  in  der  Zeiteinheit  in  nicht-elektromagnetischer 
Form  frei  werdende  Energie  darstellen.  Dies  bestätigt  die  Er- 
fahrung. 

Unser  Ausdruck  für  ?P  zerlegt  weiter  formal  diese  Energie, 
indem  sie  jedem  Yolumelement  dz  einen  bestimmten  Beitrag 

dV=AE cos  {AE)dT  =  {^-  +  4K cos {AE)\ dz       (69) 

zuweist.  Dass  aber  gerade  dieser  Energiebetrag  in  diesem 
Element  thatsächlich  abgegeben  werde,  folgt  nicht  mit  Noth- 
wendigkeit  aus  unseren  Voraussetzungen.  Die  Erfahrung  er- 
giebt  in  dieser  Hinsicht  folgendes:  es  wird  Energie  nur  ab- 
gegeben, wo  A  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  in  Leitern;  — 
die  abgegebene  Energie  ist  stets  positiv  und  hat  für  die  Volum- 

einheit  den  "Werth  -y   (und  die  Form  von  Wärme),   w^o  der 

Leiter  homogen  ist;  —  zu  diesem  stets  positiven  Betrag  ge- 
sellt sich  ein  zweiter  Antheil,  welcher  sein  Vorzeichen  mit 
der  Stromrichtung  wechselt  (und  sowohl  chemischer  wie  ther- 
mischer Natur  sein  kann),  wo  der  Leiter  inhomogen  ist;  —  der 
gesammte  umkehrbare  Energiebetrag  für  eine  vollständige 
Stromschleife    ist    in    Uebereinstimmung    mit    dem    Werthe 

I  AK  coB  {AK)dz,  —  D.  h.  zusammengefasst    (vgl.  Kap.  11, 

S.  125  und  166) :  in  dem  vollen  Umfange,  In  welchem  die  Grössen 
der  Gleichung  (69)  überhaupt  einer  unabhängigen  (nicht  auf 
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dieser  Gleichung  selbst  basirenden)  Messung  zugänglich  sind 
entspricht  die  durch  (69)  gegebene  mathematische  Zerlegung 
von  ?P  den  Thatsachen. 

Im  Besondern:  wenn  an  keiner  Stelle  des  Raumes  elek- 
trische Strömung  existirt,  so  findet  auch  keinerlei  Energie- 
umsetzung statt:  das  Feld  ist  statisch.  — 

Es  sei  jetzt  x  ein  endlicher  Raum  mit  der  Oberfläche  S, 
Dann  folgt  aus  (66)  und  (68):  die  Vermehrung  der  elektro- 
magnetischen Energie  des  Raumes  t  in  der  Zeiteinheit  zer- 
fallt in  zwei  Theile.  Den  ersten  Antheil  bildet  die  verbrauchte 
chemisch-thermische  Energie:  —  ?P.  Hierzu  kommt  aber  ein 
zweiter  Antheil,  welcher  sich  darstellen  lässt  als  eine  über 
die  Oberfläche  S  erstreckte  Summe,  und  zwar  liefert  das 
Flächenelement  dS  den  Beitrag  S^dS,     Wir  erhalten  also 

diesen  zweiten  Antheil  richtig,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Energie  durch  die  Oberfläche  einströmt,  und  zwar  in  der 
Zeiteinheit  durch  rfS  im  Betrage -S"^  c?Ä ;  —  oder,  dass  überall 

eine  Energieströmung  stattfindet  in  der  Richtung  von  2  und 
im  Betrage  JS,  berechnet  für  die  Zeiteinheit  und  die  zu  S 
normale  Flächeneinheit.  Der  Vector  -2?  soll  die  „elektro- 
magnetische S»trahlung"  heissen.  Die  Richtung  der 
Strahlung    ist    diejenige    der    gemeinsamen    Normalen    von 

E  und  M  (und  zwar  A^EM)^  und  die  Grösse  der  Strahlung 
ist  das  Product  aus  V  und  der  Fläche  des  von  E  und  M  ge- 
bildeten Parallelogramms. 

Die  Gleichungen  (66),  (67),  (68)  sind  von  Poynting 
abgeleitet  und  so,  wie  soeben  geschehen,  gedeutet  worden. 
Die  Deutung  ist  eine  mögliche,  keine  nothwendige.  Sie  setzt 
zunächst  voraus,  dass  die  elektromagnetische  Energie  des 
Raumes  t  durch  die  Summe  der  beiden  Integrale 

ir,=  y-^feE^dt  und  W„  =  ^.^fuM'^dx 

m 

gegeben  ist.  Dass  dieser  Satz  für  einen  begrenzten  Raum 
T  der  experimentellen  Prüfung  nicht  zugänglich  ist,  wurde 
bereits  früher  (S.  130)  hervorgehoben.  Sie  zerlegt  femer  Q  in 
der  Weise  physikalisch  in  die  Beiträge  der  Elemente  dS^  wie 
dies   die   Gleichung   (68)   mathematisch  thut.      Auch    diese 
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Zerlegung  kann  nicht  experimentell  verificirt  werden;  denn 
die  Gleichung  hat  einen  Sinn  nur  für  geschlossene  Flächen 
Sf  sie  kann  daher  auch  nur  über  die  Divergenz  IXJ!)j  nicht 
über  den  Vector  2  selbst  etwas  lehren.  Mit  andern  Worten: 
der  von  Pojnting  angenommenen  Energie-Strömung  2  darf 
eine  in  geschlossenen  Bahnen  verlaufende,  im  übrigen 
aber  ganz  willkürliche  Strömung  superponirt  werden;  —  der 
resultirende  Vector  Si  würde  ebenfalls  der  Gleichung  (68) 
genügen,  und  dürfte  ebensowohl  wie  JS  als  Mass  der  Energie- 
strömung betrachtet  werden.  —  Die  Poynting'sche  Deutung 
bleibt  also  willkürlich,  solange  es  nicht  etwa  gelingt,  ein  von 
unserer  Gleichung  unabhängiges  Mass  der  Energiebewegung 
zu  finden. 

Ihr  Werth  liegt  in  folgendem:  sie  gewährt  eine  An- 
schauung, welche  eine  grosse  Zahl  von  Einzelbeobachtungen 
zu  einem  Bilde  vereinigt,  und  sie  hat  als  Wegweiser  gedient 
für  neue  und  fruchtbare  Forschung.  An  dieser  Stelle  haben 
wir  zunächst  einige  uns  bereits  bekannte  Erscheinungen  im 
Licht  der  Poynting'schenHypothese  nochmals  zu  betrachten. 

Es  sei  erstens  ein  stationäres  Feld  gegeben.  Dann  ist 
für  jedes  Volum  dement:  Tr=  const.  und  folglich  V=  Si. 
Für  jedes  Volumelement  eines  Isolators  ist  femer  ?P=0, 
also  auch  ß  =  0 ;  durch  die  Isolatoren  also  strömt  die  Energie 
lediglich  hindurch;  sie  kann  daher  nur  von  Leitertheilen  zu 
Leitertheilen  strömen.  Weiter:  an  der  Oberfläche  jedes  voll- 
ständigen (rings  von  Isolatoren  umgebenen)  Leiters  ist  ^^  =  0; 

im  Innern  ist  r(A)  =  0  und  P{E)  =  0;  und  daraus  folgt 
(vgl.  Kap.  II,  S.  147),  dass  schon  für  den  Raum  r  eines  einzelnen 
vollständigen  Leiters  gilt: 


y 


=y^(^,^,+-)rfT=o 


Also  ist  auch  für  den  gleichen  Raum:  ß=  0;  es  findet  also 
Energieaustausch  nur  statt  zwischen  den  Theilen  desselben 
zusammenhängenden  Leiters.    Im  einzelnen  femer: 

d9f  ==  {A^ E^ '\-  ")dx 
kann   negative   Werthe   nur   an   solchen   Stellen  haben,  wo 
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Fig.  44. 


Grössen   K  existiren,   der  Leiter  inhomogen  ist,   —  in  den 
sogenannten  „galvanischen  Elementen".    Es  muss  dies  auch 
dort  nicht  nothwendig  der  Fall  sein.    AVo  es  zutriflFt,  da 
ist  auch  dQ  negativ,  dort  wandert  also  Energie 
aus.    In  alle  anderen  Stellen  des  Stromkreises, 
insbesondere  also  in  alle  homogenen  Leitei*theile, 
wandert  sie  ein. 

Betrachten  wir  nun  genauer  die  Einwan- 
derung in  ein  Stück  eines  geradlinigen  Drahtes 
vom  Radius  r.  Wir  schneiden  aus  ihm  einen 
Cylinder  von  der  Länge  /  und  dem  Kadius  q  her- 
aus.    A  und  ebenso   E  =  .-  ist  überall  parallel 

der  Axe  und  von  constanter  Grösse.    M  verläuft 
in  Kreislinien  um  die  Axe  und  zwar  im  Sinne    einer  posi- 
tiven Drehung  um  E',  seine  Grösse  ist  [s.  Kap.  IV,  S.  262]: 

Folglich  ist  auf  den  Basisflächen  des  Cylinders  Eg  =  0 ,  also 
auch  -S^  =  0 .  Auf  der  Mantelfläche  aber  ist  nach  (07b) 
(vgl.  wegen  des  Vorzeichens  Fig.  44) : 

Dies  ergiebt  für  den  ganzen  Cylinder  die  Einströmung 

A'^  A'^ 

Q=l'2jtQ'i:=-y>l:^Q^  =  -^r  =  EAT, 

und  dies  ist  in  der  That  die  in  dem  Cylinder  auftretende 
Joule'sche  Wanne.  Giebt  man  dem  q  nach  einander  alle 
Werthe  von  r  bis  0,  so  folgt:  die  Energie  tritt  normal  durch 
die  Drahtoberfläche  ein  und  wird,  indem  sie  gegen  die  Axe 
vordringt,  schrittweise  in  Joule'sche  Wärme  umgesetzt. 

Als  das  Medium,  in  welchem  sich  die  elektromagnetische 
Energie  ausbreitet,  erscheint  hier  wesentlich  die  den  Leiter 
umgebende  Luft;  der  leitende  Draht  hat  hingegen  die  Function, 
die  Energie  als  elektromagnetische  zu  vernichten,  sie  in  andere 
Formen  überzuführen.  — 
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Es  finde  jetzt  in  dem  Draht  eine  periodisch  veränder- 
liche Strömung  statt,  die  aber  ebenfalls  symmetrisch  um  die 
Drahtaxe  und  dieser  parallel  sei.  Dann  gilt  für  den  soebeD 
betrachteten  Cylinder  die  Gleichung  (66): 

wo 


0 


0 

Nach  dem  Seite  380  gesagten  dürfen  wir  ^  -  neben  ?P  stets 
vernachlässigen,  und  erhalten 

Die  einströmende  Energie  wird  jetzt  nicht  mehr  vollständig 
als  Joule'sche  Wärme  consumirt,  sondern  zum  Theil  in  der 
Form  magnetischer  Energie  aufgespeichert.  Aber  dies  ge- 
schieht nur  vorübergehend.  Wir  entnehmen  dem  Inhalt  des 
§  1:  E  und  M  haben  nicht  die  gleiche  Phase;  das  Product 
EM  hat  daher  wechselndes  Vorzeichen,  und  es  findet  also 
nicht  während  der  ganzen  Dauer  der  Periode  ein  Einströmen, 
sondern  zeitweise  auch  ein  Ausströmen  der  Energie  statt. 
Nach  Ablauf  einer  Periode  besitzt  W^  wieder  seinen  Anfangs- 

werth,  und  die  algebraische  Summe  der  eingeströmten  Energie 
ist  in  Wärme  übergegangen.  Weiter  aber:  dieser  Vorgang 
erstreckt  sich  nicht  gleichmässig  über  den  ganzen  Drahtquer- 
schnitt; er  beschränkt  sich  auf  eine  um  so  dünnere  Ober- 
flächenschicht, je  schneller  die  Stromwechsel  erfolgen..  — 

Wir  betrachten  femer  die  Entladung  eines  Condensators 
von  der  Oapacität  c  durch  einen  Leiterkreis  vom  Wider- 
stand w  imd  dem  Selbstinductionscoefficienten  p.  Hierbei 
setzt    sich    die   elektrische   Energie   endgültig   in   Joule'sche 
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Wärme   um,   nachdem   sie  im  allgemeinen  die  Zwischentbnu 
magnetischer  Energie  durchlaufen  hat  (vgl.  Kap.  V,  S.  331  f.). 

Der  Vorgang  wird  aber  besonders   einfach,   wenn   —7,    eine 

cw'- 

sehr  kleine   Zahl  ist;   er  besteht  dann  wesentlich  aus  einer 

directen  Umwandlung  der  elektrischen  Energie  in  Joule'sche 

Wärme;    der   Strom    und    die   Peldintensität    sind   dabei   in 

ihrem  zeitlichen  Verlauf  durch  einen  Ausdruck 


ae 


t 
cw 


dargestellt.    Das  Feld  sinkt  überall  gleichmässig  zu  Null  ab, 
indem  es  sich  selbst  ähnlich  bleibt.    Die  allgemeine  Gleichung 

(K') 


ergiebt  in  unserem  Fall 


im  Draht: 


V'P{l}l)r^XE 


im  Dielektricum:    V'P{M)  -^=  ek^ 


cw 


E; 


an^2 


die  Rotation  von  M  fällt  also  im  Draht  mit  der  Richtung 
von  K  zusammen  (wie  im  stationären  Zustand),  in  der  Luft 
hat  sie  die  zu  E  entgegen- 
gesetzte Richtung.  Da  in 
der  Nähe  des  Drahtes  die 
Drahtaxe  Symmetrieaxe 
des  magnetischen  Feldes 
ist,  so  bedeutet  dies,  wie 
oben,  eine  Einwanderung 
der  Energie  gegen  die 
Drahtaxe  hin.  Es  besitze 
nun  auch  das  Feld  im 
Condensator  eine  Sym- 
metrieaxe;  derselbe  be- 
stehe etwa  aus  zwei  parallelen  kreisförmigen  Platten.  Dann 
wandert  (vgl.  Figur  45)  die  Energie  von  der  Mittelnormale  her, 
parallel  zu  den  Platten  und  gleichfönnig  nach  allen   Seiten 


Fig.  45. 


Oi\  ♦ 
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aus  dem  Condensator  aus.  Indem  sie  den  gemeinsamen 
Normalen  von  E  und  iV  folgt,  erreicht  sie  die  Drahtoberfläche.  — 
Endlich  wenden  wir  uns  nochmals  zu  dem  in  Kapitel  II 
§  2  behandelten  Fall  des  erlöschenden  elektrischen  Feldes. 
Es  mögen  der  Einfachheit  wegen  die  Grössen  K  überall  ==  0 
angenommen  werden.    Ist  dann  in  einem  Moment  ^  =  0 : 

/>(£o)-=^0    und     />(iVo)  =  0, 

so  bleibt  M=  iWJ)  für  alle  Zeit,  und  es  wird 

E^  E^e     ^,     wo  T=  -' 

Denn   diese  Werthe   genügen   den  Anfangsbedingungen   und 
ergeben 

M=0,  P{E)  =  e     '^'P{Eq)^0 

wodurch  die  Gleichungen  (J),  (K)  erfüllt  sind. 

Aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  aber  folgt 
weiter:  für  jedes  einzelne  Volumelement 

ebenso  aus  der  dritten s^  =  'P  5 

dt 

aus  der  zweiten  und  vierten   iß  =  0 . 

In  Worten:  kein  Volum element  erhält  Energie  von  aussen 
zugeführt;  seine  etwaige  (von  permanenten  Magneten  her- 
rührende) magnetische  Energie  bleibt  unverändert;  seine 
elektrische  Energie  setzt  sich  an  Ort  und  Stelle  in  Joule'sche 
Wärme  um.  Der  Vorgang  erscheint  also  auch  in  der 
Poynting'schen  Auffassung  als  das,  was  er  für  die  Max- 
well'sehe  Theorie  ist:  als  der  begrifflich  einfachste  Vor- 
gang, der  in  einem  elektromagnetischen  Felde  möglich  ist.  — 
[Ohne  Werth  ist  die  Poynting'sche  Vorstellung  für  die 
Behandlung  statischer  Felder.    Handelt  es  sich  a)  um  das 
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F'eld  ruhender  Elektricität  oder  b)  um  das  Feld  ruhender 
Magnete,  so  ist  a)  i>/=  0  oder  b)  A'  =  0,  und  jede  dieser 
Voraussetzungen  ergiebt  2=0]  die  Energie  ist  nicht  in  Be- 
wegung. —  Superponiren  sich  aber  diese  beiden  statischen 
Felder,  so  ist  zwar  I\E)  =  0  und  PiM)  =  0,  und  folglich  auch 
i(i  =  0  für  jedes  Volumtheilchen,  aber  es  ist  JS'im  Allgemeinen 
von  Null  verschieden.  Man  hätte  sich  also  nach  Poynting 
vorzustellen ,  dass  die  Energie  in  Bewegung  ist,  aber  freilich 
durchweg  in  geschlossenen  Bahnen,  so  dass  also  der  Energie- 
inhalt jedes  Raumelements  trotz  der  Bewegung  unverändert 
bleibt.  Diese  Auffassung  erscheint  gewaltsam;  als  natürlich 
würde  hier  nur  eine  Darstellung  gelten  können,  welche  die 
Energieströmung  überall  gleich  Null  ergiebt.] 

EindeutigeBestimmtheit  eines  begrenztenPeldes. 
—  In  engstem  Zusammenhang  mit  der  Poynting'schen  Gleichung 
stehen  die  beiden  folgenden  Sätze: 

1)  in  einem  Raum  r  sei  a)  die  innere  elektromotorische 
Intensität  £"=0  durchweg; 

b)  zur  Zeit  ^  =  0:  /J=  0,  M={)  durchweg; 

c)  an  der  Oberfläche  S  zu  jeder  Zeit  entweder  E^^  =  0 
oder  M^  =  0.  Dann  ist  in  r  durchweg  und  zu  jeder  späteren 
Zeit  £=0  und  ^=0. 

Beweis:  nach  a)  ist  V=  1  XE^dr,  und  nach  c)  ist  i2  =  0. 

Also  wird  die  Gleichung  (66): 

j^  f%  {(^^'^  +  ^f^'^)dT  +  fxE^dx  =  0 . 

Daraus  folgt  durch  Integration  von  0  bis  i  und  unter  Berück- 
sichtigung von  b): 

i 

\  fv^ (fiM^^  +  6E^)dT\  +  fdt  fxEHr  =  0  (70) 

0 

für  jeden  Werth  von  t]  also,  da  die  (ifSjX  positive  Grössen 
sind:  E=i)  und  M=  0  für  jeden  Punkt  in  r  und  für  jedes  L 

2)  für  einen  Raum  r  sei  E  und  M  zur  Zeit  t  =  0  ge- 
geben, und  an  der  Oberfläche  S  sei  zu  jeder  Zeit  Eg  oder  M^^ 
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gegeben.  Dann  ist  E  und  M  für  jeden  Punkt  in  r  zu  jeder 
späteren  Zeit  bestimmt. 

Beweis:  wenn  es  zwei  Felder  Ff^M'  und  f!\M"  gäbe, 
welche  den  Bedingungen  unter  2)  und  zugleich  den  Gleichungen 
(J)  (K)  genügten,  so  würde  für  das  Differenzfeld  E^  =^-  E[  —  E[\ 

iVi  =-  3//  —  Ml'  die  Gleichung  (70)  gelten ,  also  überall  und 

stets  E=0,  3/=^  0  sein. 

Daraus  ergiebt  sich  praktisch:  wenn  wir  ein  Feld  /7,  M 
gefunden  haben,  welches  die  Maxwell'schen  Gleichungen 
befriedigt,  und  aus  unserer  Lösung  die  Anfangswerthe  E^  und 
Mq   für  einen  bestimmten  Raum  t,  und  die  Grenz werthe  E., 

[oder  statt  dessen  M^^]  an   seiner   Oberfläche   entnehmen,   so 

haben  wir  damit  die  Aufgabe  gelöst,  das  Feld  E,  M  zu  finden, 
welches  diesen  Anfangs werthen  /i^^,  M^  in  t,  und  diesen  Grenz- 
werthen  E^  [bezw.  iVJ  entspricht. 

Begrifflich  aber  folgt  dieses:  damit  das  elektromagnetische 
Feld  überall  und  jederzeit  bestimmt  sei,  muss  es  überall  zu 
einer  Zeit  bekannt  sein.  —  Zerfällt  aber  der  ganze  Raum 
in  T,  und  r^^  und  interessirt  uns  nur  das  Feld  in  r,,  so  wird 
uns  alle  Kenntniss  der  Vorgänge  in  t^  vollkommen  ersetzt 
durch  die  Kenntniss  gewisser  Grössen  an  der  Trennungs- 
fläche. Das  heisst:  das  Feld  in  Tj  kann  das  Feld  in  T|  nur 
beeinflussen,  indem  es  zunächst  das  Feld  zwischen  T|  und 
T2  beeinflusst;  das  elektromagnetische  Feld  breitet 
sich  continuirlich  durch  den  Raum  aus.  Von  den  Ge- 
setzen dieser  Ausbreitung  handelt  das  nächste  Kapitel. 


Kapitel  VU. 

Die  Ansbreitimg  des  elektromagnetischen 

Feldes. 


§  1.  Ausbreitung  im  homogenen  Medium. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  unbegrenztes  homogenes 
Medium;  d.  h.  wir  setzen  voraus,  dass  Z,  s  und  ft  unabhängig 
von  den  Coordinaten  seien,  und  Ä'=  0,  also  A  =  XE. 

Wir  erhalten  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (K"): 


iE 


i'^E. 


,    ö/ö^,       iM 


^fi>l+'fit^-^^fit\d,j 


iz 


) 


oder,  da  fi  constant, 


-  V 


also  nach  (J") 


p  \ae^  -  V  -  r{E) 


^x 


Ebenso:  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (J")  folgt 


iiM^K 


öfi. 


* — y 


{ 
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oder,  da  X  und  s  constant, 


also  nach  (K") 


m 


Wenn  wir  also,  wie  früher,  schreiben: 


VI 


CO 


==T, 


(1) 


80  gelten  für  die  ar-Componenten  die  Differentialgleichungen: 


Ö2£,        1  Ö5 


CO 


d< 


r  t)< 


'  =©2 


>^.-Ar(E)] 


(2) 


und  entsprechend  für  die  y-  und  ;i-Componenten.    Nun  folgt, 
da  X,B,fi  Constanten  sind,  aus  (K''): 


2r(ß)  +  6~r(£;)  =  o 


und  aus  (J")' 


fi  l  r(M)  =  0 , 


oder 


<. 


(ir{Mf)  =  Q, 


'mo 


(3) 


WO  Qeo  und  Q^  die  zur  Zeit  <  =  0   geltenden  Werthe  von 

er(E)  und  fir{M),  d.  h.  die  Dichte  der  elektrischen  und 
magnetischen  Vertheilung  zur  Zeit  /  =  0  bezeichnen.  Die 
magnetische  Vertheilung  also  verharrt.  Ebenso  die  elektrische 
Vertheilung  in  einem  Isolator  {T  =  00);  in  einem  homo- 
genenLeiter  klingt  sie  in  durchweg  gleichmässigem  Abfall 
zu  Null  ab,  und  bleibt  dann  Null  für  alle  Zeit, 


setze  nun: 

K, -£„+£., 

,V,=  JH„+.V, 

M                "1' 

Dann  ist  erstens: 
und  zweitens: 


'^J:--'^ 


-    "  nE)n»ch(3) 


J   AXUT 


(4) 


AM^^  =  - 


Jip 


Also  folgt  aus  (2)  für  die  Theilfelder  E,  und  itf, : 


=  (»^  Ji:„ 


ro^  ^itf,^  etc. 


Diesem  Theilt'eld  superponirt  sich  ein  zweites,  welches  nach 
(4)  durch  die  Änfangswertfae  in  einfacher  Weise  bestimmt  ist. 
jtfj  ist  das  statische  Feld  der  Yertheilung  p,^.  In  einem 
Isolator  ist  Kj  ebenso  das  statische  Feld  der  Yertheilung  p„; 
in  einem  Leiter  ist,  da  nach  (3) 


(i„e     '_jr(K)-p., 
li^  ein  Feld,  welches  aus  der  verklingenden  Ver 
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genau  so  abgeleitet  ist,  als  wenn  diese  Yertheilung  stationär 
wäre.  Das  Feld  E^,  itf,  aber  ist  durch  Gleichungen  (5)  be- 
stimmt, welche  aus  (2)  entstehen,  wenn  man  die  elektrische 
und  magnetische  Dichte  dauernd  gleich  Null  annimmt.  Die 
vorstehenden  Sätze  wiederholen  einen  in  Kapitel  VI,  S.  379 
abgeleiteten  Satz  und  ergänzen  ihn  in  Bezug  auf  das  Innere 
homogener  Leiter. 

Wir  dürfen  und  wollen  in  der  Folge  das  Theilfeld  E^^M^ 
ausser  Betracht  lassen.  Dann  gelten  also  für  unser  Feld  £7,  M 
die  Gleichungen  (J),  (K)  mit  den  Werthen:  l,  s,fi  constant. 
K=  0,  und  mit  dem  Zusatz: 

r{E)  =  o,   r{M)  =  o  (6) 

und  daraus  folgt  für  alle  sechs  Componenten  E^  E^  E^  M^  M  M^ 
eine  Differentialgleichung  von  derselben  Form: 

Aus  (7)  folgt  unmittelbar:  zu  einer  beliebigen  Zeit  <  =  0 
können  im  ganzen  Raum  X  und  ^    willkürlich  vorgeschrieben 

werden;  dann  ist  dadurch  überall  -:r-:r  bestimmt.    Oder:  fiir 

t  =  0  und  t  =  dt  kann  X  überall  willkürlich  gewählt  werden, 
-  nur  endlich  und  stetig  in  Kaum  und  Zeit  muss  es  sein, 
und  im  unendlichen  verschwinden,  —  dann  ergeben  sich  aus 
(7)  die  Werthe  für  t  =  2dl.  Aus  den  Werthen  für  dt  und  2 dt 
folgen  ebenso  die  Werthe  für  Sdl  und  so  fort.  Dasheisst:  durch 

hX 
willkürlich  gegebene  Anfangswerthe  von  X  und   ^      ist  X  für 

alle  Zeit  bestimmt.  —  Willkürlich  sind  diese  Anfangswerthe 
gegenüber  der  Gleichung  (7).  Aber  unsere  Ausgangsgleich- 
ungen (J"),  (K")  zeigen,  dass  für  die  sämmtlichen  6  Com- 
ponenten nicht  12,  sondern  nur  6  Systeme  von  Anfangswerthen 
frei  gewählt  werden  können.  Sobald  alle  Anfangswerthe  X 
gewählt  sind,  folgen  aus  (J"),  (K")  bereits  die  Anfangswerthe 

^  •    Die  Gleichungen  (6)  geben  dann  noch  zwei  Bedingungen 

für  die  6  Systeme  der  Anfangswerthe  X.  — 
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Anfangswerthe  für  die  12  Grössen -X"  und  y-   der  Gleichung 

(7),  welche  den  Gleichungen  (J"),  (K")  und  (6)  genügen,  sollen 
„mögliche  Anfangswerthe"  heissen.  Wir  wollen  zeigen,  dass 
jedes  System  von  Lösungen  der  Gleichungen  (7),  welches 
möglichen  Anfangswerthen  entspricht,  auch  dauernd  den 
Gleichungen  (J"),  (K")  und  (6)  genügt. 

Es  mögen  also  für  /  =  0  willkürliche  Werthe  der  E^. .  .  ^f^ 

vorgeschriehen  sein,  so  jedoch,  dass 

r(E)o  =  o    und     r(M)o  =  0. 


{ 


Dann  hat  man  aus  den  Gleichungen  (K  )  und  (J  )  die  Werthe 

(iE\        /0M\ 
^^^  Xisi  )   '  '\~isi  )   ' '  ^^  entnehmen.   Sie  sind  auf  diese  Weise 

s  o  bestimmt,  dass 

wird.     Es  seien  nun  Lösungen  E^  .  ,  ,  M^  der  Gleichung  (7) 

gefunden,  welche  für  t  =  0  die  vorgeschriebenen  Werthe  E^^ 

i^E\ 
^    1  u.  s.  w.  liefern.    Da  (7)  linear  und  homogen  ist  mit  con- 

stanten  Coefficienten,  so  sind  dann  auch  die  DiflFerentialquo- 
tienten  der  Ej. .  .  M^  nach  x,  //,  ^,  t,   sowie  beliebige  lineare 

Functionen  derselben  Lösungen  von  (7).  Also  sind  zunächst 
Lösungen:  r(E)  und  I\M).    Da  aber  für  /  =  0:  r(E)  =  0  und 

.    r(E)  =  0  ,  da  weiter  durch  diese  Bedingungen  die  Lösung 

von  (7)  völlig  bestimmt  und  eine  Lösung  jedenfalls  r{E)  ^  0 
ist,  so  i  s  t  r(E)  =  0  für  alle  Zeit.  Dasselbe  folgt  für  ^(^/) . 
D.  h.  die  Gleichungen  (6)  sind  für  alle  Zeit  erfüllt.  —  Ferner 
ist  eine  Lösung  von  (7)  die  Function 

Da  für  /  =  0  die  Gleichungen  (K")  erfüllt  waren,  so  ist  a  =  0 
für  f  =  0.  Da  für  #  =  0  die  Gleichungen  (J")  und  (6)  erfüllt 
waren,  so  ist  für  ^  =  0: 
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^E^-lnE) 


= ^'^^E, 


Da  andrerseits  E^  der  Gleichung  (7)  genügt,  so  ist  allgemein: 


7\  ti 
Also  ist  für  /  =  0  auch  v^  =0.    Aus  den  drei  Bedingungen 

für  a\  „a  ist  eine  Lösung  von  (7);  für  t  =  0  ist  a  =  0  und 

^   ==  0  "  folgt  wieder:  a  ^  0.    Das  heisst  aber:  die  erste  der 

Gleichungen  (K")  ist  für  alle  Zeit  erfüllt;  das  gleiche  folgt 
für  die  zweite  und  dritte,  und  für  die  drei  Gleichungen  {J"), 

Wir  stellen  nun  die  Frage:  In  einem  unendlich  ausge- 
dehnten homogenen  Medium  sind  in  einem  bestimmten  Moment 
in  einem  beliebigen  endlichen  Gebiet  willkürliche  (aber  end- 
liche und  stetige)  Werthe  der  Feldgrössen  gegeben;  welches  sind 
die  Werthe  der  Feldgrössen  im  ganzen  Raum  zu  allen  späteren 
Zeiten?  Oder:  wie  breiten  sich  willkürlich  gegebene 
elektromagnetische  Störungen  in  einem  homogenen 
Medium  aus? 

Die  Aufgabe  lässt  sich  nach  dem  soeben  bewiesenen  so 
formuliren:  es  wird  eine  durchweg  stetige,  im  unendlichen  ver- 
schwindende Function  X^^  des  Ortes  j)  und  der  Zeit  t  gesucht, 

welche  1)  der  Differentialgleichung  genügt: 

und  2)  für  t  =  0  liefert : 

WO  f^  und  /2  stetige  und  ausserhalb  eines  bestimmten  end- 
lichen Gebiets  verschwindende,  im  übrigen  aber  vollkommen 
willkürliche  und  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  Coordinaten  von  p  sind. 


§  1.) 


Die  LGsung. 
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Die  Lösung  ist  von  Birkeland*)  gefanden;   sie  lautet: 


+ 


+  ö\/A(/)-m(r,Orfr] 

T 


+ 


s 


(9) 


Hier  bedeutet  x  das  Volumen,  S  die  Oberfläche  einer  Kugel  K 
mit  dem  Mittelpunkt  p  und  dem  Radius  mt]  p'  einen  vari- 
ablen Punkt  im  Integrationsgebiet;  ZlT(r,  0  die  Function 


00    /         4         \ 


1    \«»  [(©<)^— r^]» 
(n!)''(n+l)' 


(tO) 


wo  r=2)2)\    Wir  verificiren  zunächst  diese  Lösung,   indem 

wir  zeigen,  dass  sie  allen  Bedingungen  genügt. 

Für  endliche  Werthe  von  r  und  /  ist  TXl  endliche  und 

stetige  Fuftction  dieser  Grössen,  also  auch  X  endliche  und 

stetige  Function  von  Ort  und  Zeit.    Für  unendliche  Werthe 

t_ 

von  t  verschwindet  X  überall  wegen  des  Factors  e  2-^;  für 
endliche  Werthe  von  t  und  unendlich  entfernte  Punkte  p  liegt 
das  ganze  Gebiet,  in  welchem  /*,  und  f^  von  Null  verschiedene 
Werthe  haben',  ausserhalb  der  Kugel  K,  es  wird  daher  jedes 
Element  der  Integrale  und  somit  auch  X  gleich  Null.  Die 
Endlichkeits-  und  Stetigkeitsbedingungen  sind  also  erfüllt. 

Für  /  =  0  zieht  sich  die  Kugel  K  in  den  Punkt  p  zu- 
sammen. Es  verschwinden  daher  die  Volumintegrale  und 
es  wird,  da  8=  Ajü{a)t)\ 


X„ .  =  lim 


t 
2'T 


5^J^+/i(p))  +  A(/^)] 


=  A(;>). 


♦)  Archives  de  Genfeve,  t.  34,  8. 1  (1895). 
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-  X. ,  -   lim 
0/     ^''      t  =  o 


''   ''f-2rKr?+^^^+^«^^^^ 


+^-f/;(/>^ 


Die  Anfangsbedingungen  (8)  sind  also  erfüllt. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Diflferentialgleichuug 
(7)  befriedigt  wird.    Wir  schreiben: 


2T 


IZ' 


(Ha» 


T  Ä 

und  wo  Z  aus   Y  entsteht,  indem  die  Function 

durch  die  Function  /i  (p')  ersetzt  wird. 
Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dass 

ist.  In  y^  hängt  sowohl  die  Function  2TT,  wie  die  Integra- 
tionsgrenze von  t  ab.  In  letzterer  Beziehung  ist  zu  bemerken: 
wenn  t  um  dt  zunimmt,  so  wächst  r  um  eine  Kugelschale, 
deren  Dicke  cd  dt  und  deren  Fläche  S  ist,  also  das  Raum- 
integral  um 


CO 


dtfF{p)'m(r,t)dS] 


auf  S  ist  aber:  r  ^^  cot  und  somit  211  =^  1.    Also: 


dm 


"/ 

>• 


dr  +  CO  I  F'dS 


Beachtet  man,  dass  für  r=^  cot  wird:  ^     =   -i^  7-2 '  ^^  *^'^ 


§  1.]  der  Losung.  4] 5 

in  gleicher  Weise  weiter: 


.(13) 


Um    Jy   zu  berechnen,   bezeichnen  wir  für  den  Augenblick 

die  Coordinaten  von  p  durch  (x,«/,  ^),  diejenigen  von  p   durch 

(x  +  §,  y  +  rjy  x  +  C,).    Dann  ist 

JY^  =  -^  +  ^-    und    r^  =  g'^  +  172  +  ?2; 

es  ist  F  nur  von  r  +  g  . . ,  7X1  nur  von  g,  ?/,  g  abhängig,  und 
die  Integrationsgrenze  ist  dui*ch  feste  Werthe  von  g,?/,5  ge- 
geben.   Also  folgt: 


+  Azn-dt. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Green' sehen  Satz  [vgl.  (11)  S.  27] 
J  \ix  ix        iy  iy        ix  iz  ) 

f 

==fu^^^dS+fU'AVdT^-fv^^^dS+fV'AUdT, 
WO  n  die  innere  Normale  von  S  bezeichnet.    Also  folgt: 

Hier  ist  in  den  Oberflächenintegralen  wieder  JH  ^^  1  ,  und 

/öin\      _  _      r      __      t 

Im  Volumintegral  ist 

ip    +  •  •  =    3^2    -t-  ^     ^,^  f 
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[vgl.  Kap.  VI,  (61)],  also 


^,  K^  +  2  ^m^  rf. 


ir' 


r 


br  / 


s  s 


(14) 


In    y«j=  -\F{p')dS  ist  S  eine  Kugelfläche  vom  BAdius 


r=  mt.    Also  können  wir  schreiben 

X 

Aus  diesem  Ausdruck  aber  folgt  wie  oben: 


AY 


s 


t  irj 


iF 


dS. 


(15) 


Setzen  wir  dS  =  r'^do  =  {mty^do,  so  wird 

Ys=<oHlF-do 

und  in  dem  Integral  ist  jetzt  nur  noch  F,  aber  nicht  mehr 
die  Grenze,  von  r  und  dadurch  von  t  abhängig.    Es  wird 


=  co'i  JF 


do  +  m^t 


if' 


(16) 


für  (15)  aber  können  wir  schreiben 


§1.] 
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Also  nach  (16): 


Daher  ist 


Also  nach  (13)  und  (14): 


+  a>lfF.dS-a>-^Pf^dS\ 


s  S 

Die  Gleichung  (10)  können  wir  aber  schreiben: 


m^2: 


X 


2 -.2 


o(n!)^(n+l)' 


2!  = 


Folglich  ist 


4  7^2 


2o>2   öx 

1  öm 


.2 


/^♦•2  V  /y»  ^     /^  /Tc 


ö^zn 


ör 


2o>''  öa:     '    16 «^T2   öa:^ 


Also 


(17) 


(18) 


Andrerseits  ist  nach  (18) 


d 


m    :  [Joiy)] , 


(18  a) 


Cohn,  elektromagn.  Feld. 


27 
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yjQ   x  =  — (?)    und  das  Functionszeichen  Jq    die    gleiche 

Bedeutung  haben,  wie  in  Kapitel  VI,  Gleichung  (27).    Es  ist 
aber  [s.  Kap.  VI,  (8)] 


4  +  r  T."  +  «^0  =  0 


oder  ^  ö  V() iJ^ 


—  X  ^  .j ^-::-  -r  e/o  —  <'  > 


und  daher: 


-x^-S-2\^  +  rtT  =  0. 


Also  folgt  aus  (19): 

Ferner  erhalten  wir  wie  S.  416 


=  2coHfF-do  +  wH^'Coi  <    do, 


oder  ö 


fF'dS--=r-'jCF'äS+G}j^-dS'  (21) 

Führt  man  (20)  und  (21)  in  (17)  ein,  so  ergiebt  sich: 

T  S 

oder  nach  (IIb): 

^^-l  —  G)2JF=  -i.:,  r,  d.  h.  die  Gleichung  (12), 

Dieselbe  Gleichung  folgt   ebenso    für  die  Function    Z,    also 
auch  für  Y  +  ^   .  also  ist  nach  (IIa): 

0/ 


§  1.]  Discassion  der  Lösung.  419 

i;(Ä)_(»Mx+ji,x).^> 

oder  i'^X  ,    1  ÖX         ,  .^ 

Dies  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (7).  — 

Nachdem  somit  die  Lösung  (9)  verificirt  ist,  g[ehen  wir 
zur  Discussion  derselben  über:  X  zerfällt  in  einen  ersten 
Theil  X^j  welcher  durch  Raumintegrale,  und  einen  zweiten  X^, 

welcher  durch  Flächenintegrale  bestimmt  ist.  Zu  dem  Werthe 
von  Xg  im  Punkte  p  liefern  die  Anfangswerthe  von  X  und 

^     in   allen  denjenigen  Punkten  Beiträge,    welche   auf  der 

Oberfläche  iS^  einer  Kugel  K  liegen,  die  mit  dem  Radius  cot 
um  p  als  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  —  zu  dem  Werthe  von  X^ 

tragen   die    Anfangswerthe   aller 
Punkte  im  Innern  von  K  bei. 

Nennen  wir  also  das  ur- 
sprüngliche Störungsgebiet  0,  so 
ist  Xg  von  Null  verschieden,  so- 
lange die  Fläche  S  das  Gebiet  0 
schneidet;  X  ist  von  Null  ver- 

schieden,  solange   S  Theile   von 

Oumfasst.     Sei  daher  (Fig.  46)  Fi«  *ö. 

r^  =  coii    der  kleinste,   r2  =  co^ 

der  grösste  der  Abstände  r  des  Punktes/?  von  den  verschiedenen 

Punkten  p'  in   0.    Dann  zerfällt  der  Vorgang  in  p  in  drei 

Perioden:  1)  Solange  t  <  /|  ist,  sind  sowohl  Xg  wie  X^  gleich 

Null.     2)  Während  t^  <i  t  <i  h  ist,  sind  sowohl  Xg  wie  X^ 

von  Null   verschieden,     3)   Sobald   <>/2    geworden  ist,   ist 
wieder  JT«?  =  0 ,    X^  aber  *  behält  dauernd  endliche  Werthe, 

welche  nur  für  unendliches  i  wieder  gegen  den  Werth  Null 
convergiren.  —  Der  Punkt  p  wird  also  in  dem  genau  angeb- 


r, 


baren  Moment  /j  =   '    von  der  Störung  ergriffen;   aber   die 


27 


« 


420 


Discassion  der  Lösang. 


.[Kap.  VTI, 


Störung  in  7;  hat  kein  genau  angebbares  Ende;  sie  klingt 
allmählich  zu  Null  ab. 

Errichten  wir  (Fig.  47)  in  allen  Punkten  der  Oberfläche  S^ 
von  0  nach  aussen  und  nach  innen  gerichtete  Normalen  N^ 

bezw.  N^  von  der  gleichen  Länge  co^,  und  legen  durch  die 

Endpunkte  die  zu  Sq  parallelen  Flächen  S^  und  S^.     Dann 

schreiten  beide  Flächen  parallel  zu  sich  selbst  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Q)  vor.  Ein  Punkt  p  befindet  sich  in  der  ersten 
Periode,  solange  keine  der  beiden  Flächen  ihn  einschliesst: 


Flg.  47. 


—  in  der  zweiten  Periode,  wenn  er  von  der  Fläche  S^  über- 
schritten ist,  von  S^  aber  noch  nicht,  —  in  der  dritten  Periode, 
sobald  er  von  beiden  Flächen  eingeschlossen  ist. 

Also    können    wir    sagen:    von    dem    Störungsgebiet    0 

schreitet  die  Störung  normal  zur  Oberfläche  mit  der  constanten 

Geschwindigkeit  co  vor,  und  ergreift  so  immer  weitere  Gebiete 

in  parallelen  Schichten.     Die  vordringende  Welle  hat   eine 

scharf  begrenzte  Front;  auf  ihrer  Rückseite  aber  läuft  sie  in 

eine   allmählich  verschwindende  Kräuselung  aus.     Die  Aus- 

y 
breitungsgesch windigkeit  ist:  r»  =    ^     •    Also  (s.  S.  278)  für 
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atmosphärische  Luft :  cuo  =  3.10*^        ,   und  füi-  ein  "beliebiges 

sec 

Medium:  0?=-  co^  1/   ^"^ ,  oder,  abgesehen  von  der  Gruppe 

der  ferromagnetischen  Körper,  praktisch:  co  -^=  o)q  y     ^  - 

Einfachere  Verhältnisse  ergeben   sich   unter  bestimmten 
Voraussetzungen : 

a)  es  sei    T  unendlich.    Dann  verschwindet  X    und  aus 

(9)  wird: 

s  s 

Es  ist  aber 


nichts  anderes,  als  der  Mittelwerth  [/*]  aller  /'-Werthe  auf 
der  Kugelfläche  S]  also,  wenn  wir  noch  ihrer  Bedeutung  ent- 
sprechend 

f/-,]=^[Ä']o    und    [f,]-^^^^ 


•it 


schreiben: 


iX 


d 


'^/-.'=--'|ö<,„'-ö<{'W»)-  (9'«) 


Die  Störung  in  p  ist  jetzt  nur  solange  vorhanden,  wie  die 
Kugelfläche  S  das  ursprüngliche  Störungsgebiet  O  durch- 
schneidet, und  sie  ist  in  der  durch  (9'a)  gegebenen  Weise 
durch  die  Mittelwerthe  der  ursprünglichen  Störung  auf  der 
Schnittfläche  bestimmt.  Front  und  Rücken  der  von  0  sich 
ausbreitenden  Welle  sind  jetzt  scharf  begrenzt. 

Unter  der  gleichen  Voraussetzung   T  ==  ^x^  wird   aus  (7) 

^^/^  =  o>2JX.  (7  a) 

(9  a)  ist  die  von  Poisson  gefundene  Lösung  von  (7  a). 
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Die  Differentialgleichung  (7  a)  nebst  der  Bedingung  (6): 

cx        oy        ox 

gilt  für  die  Componenten  X,  F,  Z  der  elastischen  Ver- 
schiebung in  einem  isotropen  incompressiblen  Medium.   Hier 

istfü2  =  -,  wo  e  den  Elasticitätscoefficienten  für  scheerende 

Q 
Deformation,  q  die  Dichte  bedeutet.    Andrerseits  ist   7'=  x, 

für  einen  Isolator.  Also  ergiebt  sich:  in  einem  Isolator 
breiten  sich  elektromagnetische  Störungen  nach  demselben 
Gesetz  aus,  wie  mechanische  Deformationen  in  einem  incom- 
pressiblen elastischen  Körper.  Die  Uebereinstimmung  wird 
eine  numerische,  wenn  die  Anfangswerthe  numerisch  gleich 

sind   und    -  -  =      ist. 

8(1  Q 

b)  Es  handle  sich  um  ein  beliebiges  Medium.    Wir  wollen 
aber  nur  solche  Zeiten  /  und  nur  solche  Punkte  p  betrachten, 

für  welche  die  Abstände  jj^  von  allen  Punkten  des  Stönings- 
gebietes  0  sehr  klein  sind  gegen  mt.    Dann  ist  Xg^=0,  und 

in  X^  darf  die  Integration  über  den  unendlichen  Raum  er- 
streckt werden;   —   beides   gilt  ja  bereits,   sobald   nur  alle 

Abstände  kleiner  als  ot  sind.    Also  wird  aus  (9): 

» 
_^  t 


und  hier  ist  in  7X1  weiter      ,  eine  kleine  Grösse.     Es  w^erde 

cot 

femer  t  so  gewählt,  dass   „  sehr  gross  ist.     Dann   ist   [(18) 

und  (18  a)]  in  der  Function 

X  eine  sehr  grosse  Zahl,  und  in  erster  Näherung  =  r^;;:^.,- 
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Dann  aber  gilt  genähert  [s.  Kap.  VI,  Gleichung  (13)]: 

2Yx 


2n=    "" 


•/*' 


und  folglich 

özn _ dzn  j  _  m    t  ^m 

Also  _  '       A 

1  Cff         \      ^"^ 


AVeiter 


also  genähert  r^ 

und  endlich: 


00 


Die  durch  diese  ttleichung  dargestellte  Ausbreitung  ist  ganz 
verschieden  von  der  unter  a)  besprochenen.  Zu  dem  Werthe 
von  X  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  tragen  die  Anfangs- 
Averthe  aller  Raumtheile  bei,  —  nur  in  verschiedenem  Masse. 
Den  Factor 

_r2 
1      «       ^  x^    o         ' 

/7=     ,-.     — ip,     wo  ri  =  4Ta)'t, 

können  wir  als  das  „Gewicht"  bezeichnen,  mit  welchem  sich 
die  Anfangsstörung  des  Punktes  p  geltend  macht.  Dasselbe 
nimmt  für  einen  fest  gegebenen  Zeitpunkt  ab  mit  zunehmender 

Entfernung  r  =  pp  .  Für  einen  fest  gegebenen  Punkt  p  hat 
g  ein  Maximum,  wenn 

_      _     r2 
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ist,   und  dieser  Maximalwerth  ist  proportional    mit     3.     Je 

grösser  also  der  Abstand  pj)  ist,  um  so  geringer  ist  der 
Maximalbeitrag,  den  ;/  zur  Störung  in  p  liefert,  und  um  so 
später  trifft  er  ein.  Die  Zeit  aber,  nach  welcher  er  eintrifft, 
ist  proportional  nicht  mit  r,  sondern  mit  r-.  Von  einer  be- 
stimmten Ausbreitungsgeschwindigkeit  kann  also  in  keinem 
Sinne  gesprochen  werden.  —  Es  sei  noch  T-f^ip)  durchweg; 
verschwindend  klein  gegen  f\{p).  Sind  dann  in  zwei  ver- 
schiedenen Medien  die  gleichen  Anfangsstörungen  gegeben,  so 
durchlaufen  sie  dieselbe  Folge  von  Zuständen.  Der  Zustand 
beider  Medien  ist  der  gleiche  in  je  zwei  Zeitpunkten  <,  und 
^2 ,  für  welche  t)  den  gleichen  Werth  hat,  d.  h.  wenn 

t^        1\  CO,  2        ^2  Ih 

Ein  bestimmter  Zustand  tritt  also  um  so  später  ein,  je 
grösser  das  «elektrische  Leitungsvermögen  (und  die  Permea- 
bilität) ist. 

Alles    dies    gilt    für    einen    beliebigen    Körper    nur    in 

i  r 

dem   Zeit-   und  Raumbereich,   für   welchen        gross  und 

klein  ist.  —  Man  hat  nun  vielfach  einen  Körper  in  die 
Elektrodynamik  eingeführt,   von  dem  man  voraussetzte,   dass 

T  =  .  =  0 ,   aber  Yto^  ^=^         endlich,  also  C3  unendlich  wäre. 

Derselbe  würde  das  Gegenstück  zum  vollkommenen  Isolator 
bilden;  wir  wollen  ihn  einen  „vollkommenen  Leiter"  nennen. 
Für  einen  solchen  Körper  erhielte  man  durch  dieselben  Um- 
formungen, welche  wir  soeben  ausgeführt  haben,  für  jede 
Zeit  und  jeden  Ort  aus  (9): 

OD 

Zugleich  ginge  die  Differentialgleichung  (7)  über  in 

^jf  =  Tcd'^^X'  (7b) 

(9'b)  ist  die  von  Fourier  gefundene  Lösung  von  (7b). 
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Diese  Gleichung  gilt  für  die  Ausbreitung  der  Tempera- 
tur in  einem  isotropen,  atherraanen,  wärmeleitenden  Körper. 
Hier  ist 

QC 

WO  k  das  Wärmeleitungsvemiögen,  q  die  Dichte,  c  die  speci- 
fische  Wärme  bezeichnet. 

Nun  giebt  es  keinen  Körper,  für  welchen  nachweisbar  die 
elektrische  Relaxationszeit  T  Null  wäre,  —  keinen  „voll- 
kommenen Leiter"  schlechthin,  —  also  auch  keinen  Körper,  in 
w^elchem  sich  elektromagnetische  Störungen  allgemein  in  der 
gleichen  Weise  ausbreiteten,  wie  die  Störungen  des  Temperatur- 
gleichgewichts in  einem  athermanen  Körper.  Wohl  aber  verhält 
sich  jeder  Leiter  wie  ein  „vollkommener"  auf  einem  zeitlich 
und  räumlich  begrenzten  Gebiet.  Er  verhält  sich  so,  nach- 
dem zunächst  eine  gegenüber  der  Relaxationszeit  grosse  Zeit 
verflossen   ist,   und   dann   in   dem  stetig  sich  vergrössemden 

9* 

Raum,  für  welchen  —  ■  klein  ist.    In  diesem  Zeit-  und  Raum- 

gebiet  herrscht  Uebereinstimmung  zwischen  der  Ausbreitung 
des  elektromagnetischen  Feldes  und  der  Wärmeleitung.  Die 
Uebereinstimmung  ist  eine  numerische,  sofern  T-f^ip)  all- 
gemein   gegen    fx{p)    vernachlässigt    werden    darf,    die   An- 

V^       k 
fangswerthe   /)    durchweg    die   gleichen    sind,    und  = 

ist.  Dem  grösseren  elektrischen  Leitungsvermögen  entspricht 
also  cet.  par.  ein  kleineres  Wärmeleitungsveiinögen.  —  Wir 
fügen  zwei  Zahlenbeispiele  an:  Für  das  Meerwasser  ist  in 
runden  Zahlen 

^-=4.10-«,      -  =  80,      -^=1; 
also,  da  [vgl.  Kap.  II,  (26)  und  Kap.  IV,  (32)] 

.®  =  ca.-      -nTftSec    und   cöo==3.10'®    — : 
Xi  4:;r-10***  sec 

T=  .=ca. 2   10       sec,    und    (ü  =  a>or   -^^-^===ca. 

A  f '    £  /ji  o     sec 
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Die  Bedingung,  dass  —  gross  sei,  ist  also  schon  nach  an- 
messbar kleinen  Zeiten  erfüllt,  und  nach  einer  Secunde  er- 
streckt sich  der  Gültigkeitsbereich  unserer  Gleichung  (9  b) 
schon  auf  einige  tausend  Kilometer  von  dem  ursprünglichen 
Störungscentrum. 

Für  vollkommen  reines  Wasser  ist 

=  4.10"**,    €  und  (i  wie  oben; 

also  7=  ca.  2-10'"*  sec,  cd  wie  oben.  Nach  einem  Bruchtheil 
einer  Secunde  ist  also  auch  hier  unsere  Gleichung  anwendbar, 
und  dann  gilt  sie  in  dem  gleichen  Raum  wie  oben. 


§  2.   Ebene  Wellen.  —  Reflexion  und  Brechung. 

Im  vorigen  §  ist  die  allgemeinste  Aufgabe  gelöst,  welche 
für  einen  unbegrenzten  homogenen  Körper  gestellt  werden 
kann.  Für  einen  begrenzten  Körper  liegt  eine  bestimmt« 
Aufgabe  erst  vor,  sobald  ausser  den  Anfangswerthen  gewisse 
Grössen  (Eg  oder  Mg)   an   der  Grenze  vorgeschrieben    sind. 

Solcher  Aufgaben  sind  nur  wenige,  sehr  specielle  gelöst.  Wir 
gehen  daher  zu  einer  andern  Art  der  Behandlung  über.  Wir 
suchen  particuläre  Integrale  unserer  Differentialgleichungen 
(J)  (K),  d.  h.  Functionen  der  Coordinaten  und  der  Zeit, 
welche  den  Gleichungen  in  einem  gewissen  Gebiet  genügen. 
Aus  einer  solchen  Lösung  folgen  dann  die  Anfangs-  und 
Grenzwerthe,  und  sie  ist  andrerseits  das  vollständige  Inte- 
gral für  diese  Anfangs-  und  Grenzwerthe  (nach  dem  S.  406 
bewiesenen  Satz). 

Diese  Art  der  Behandlung  bedeutet  einen  Verzicht: 
wir  lassen  die  Herkunft  der  elektromagnetischen  Energie 
im  zeitlichen  und  örtlichen  Sinn  ausser  Spiel.  —  In  ersterer 
Hinsicht  ist  zu  bemerken:  Da  stets  Leiter  im  Felde  vor- 
handen sind,  so  nimmt  die  ursprünglich  gegebene  Energie 
unbegrenzt  ab,  sofern  sie  nicht  durch  Zufuhr  von  aussen 
ersetzt    wird.      Der.  Anfangszustand    muss    daher    nach   ge- 
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nügend  langer  Zeit  unwesentlich  werden.  Insbesondere:  das 
Feld  im  Eaume  r  muss,  unabhängig  vom  Anfangszustand, 
periodisch  werden,  wenn  periodische  Werthe  der  Eg,  M^  an 
der  Grenze  hinlänglich  lange  bestanden  haben.  —  In  Kück- 
sicht  der  örtlichen  Begrenzung  ist  das  folgende  wichtig: 
l)estimmte  Functionen,  welche  im  allgemeinen  den  Gleich- 
ungen (J)  (K)  genügen,  dürfen  doch  als  Lösungen  nur  be- 
trachtet werden  in  denjenigen  endlichen  Gebieten,  in  welchen 
sie  nicht  unendlich  sind,  und  in  denjenigen  unendlich  fernen 
Gebieten,  in  welchen  sie  Null  sind.  Die  Oberfläche  S  muss 
alle  Gebiete  ausschliessen,  in  denen  diese  Bedingungen  ver- 
letzt sind.  Andrerseits:  Quellen  elektromagnetischer  Energie 
sind  in  den  Räumen,  auf  welche  sich  unsere  Gleichungen 
beziehen,  nicht  vorhanden  (da  wir  ja  allgemein  Ä'=0  ge- 
setzt, d.  h.  die  chemisch -thermische  Energie  ausgeschlossen 
haben).  Alle  Energie  kommt  unserm  System  von  aussen,  in 
der  Form  der  elektromagnetischen  Strahlung;  wie  diese 
Strahlung  entsteht,  darüber  sagen  unsere  Gleichungen  nichts. 
Ein  Vorgang,  durch  welchen  solche  Strahlung  entsteht,  ist 
z.  B.  die  plötzliche  Vernichtung  elektrostatischer  Energie 
durch  den  Entladungsfunken;  aber  sie  geht  auch  aus,  wie 
wir  sehen  werden,  von  jedem  Körper,  welcher  nach  üblichem 
Sprachgebrauch  „Licht"  oder  „Wärme"  ausstrahlt.  Unsere 
Gleichungen  geben  Rechenschaft  von  den  beobachteten  Er- 
scheinungen überall  ausserhalb  der  strahlenden  Körper;  wir 
erhalten  aber  für  die  Feldgrössen  immer  mehr  steigende 
Werthe,  je  mehr  wir  uns  dem  strahlenden  Köi-per  nahem; 
wir  können  also  formal  annehmen,  dass  sie  in  diesen  Körpern 
unendliche  Werthe  haben,  —  womit  freilich  nur  der  Ver- 
zicht auf  eine  mathematische  Analyse  ausgesprochen  ist. 
Zusammengefasst:  in  jedem  einzelnen  Fall  sind  die  Quellen 
der  Strahlung  nur  in  dem  Gebiet  zu  suchen,  wo  unsere 
Lösungen  der  (J),  (K)  nicht  gelten,  insbesondere,  wo  sie  un- 
endliche Werthe  oder  im  unendlichen  endliche  Werthe  er- 
geben würden. 

Im  folgenden  sollen  wesentlich  periodische  Erscheinungen, 
und  zwar  in  der  Hauptsache  solche  untersucht  werden,  welche 
sich  durch  einfach  harmonische  Functionen  der  Zeit  darstellen 
lassen. 
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Wir  werden  also  annehmen,  dass  alle  Feldeomponenten 
die  Form 

csin{vt  +  /) 

haben,  wo  Amplitude  c  und  Phase  y  Functionen  der  Coordi- 
naten  bedeuten.    Dafür  setzen  wir  an: 

ae 

wo  V  reell,  a  aber  im  allgemeinen  eine  complexe  Grösse  ist, 
und  nehmen  im  Endresultat  von  allen  Werthen  der  Feld- 
componenten  den  reellen  (oder  von  allen  den  imaginären« 
Theil. 

Der  Ansatz  hat  zur  Folge,  dass  allgemein  -.-    durch  «r, 

^  .,  durch  — v^  ersetzt  werden  kann.  So  folgt  aus  (7)  für  alle 
Feldcomponenten  E^.  .  ,  M^: 


( 


—  i;2  + t-J)X-=oj2JX.  (22i 


Für  einen  Isolator  folgt: 

—  v'^X^m^/iX, 
und  wie  ein  Isolator  verhält  sich  gegenüber  unseren  perio- 
dischen  Störungen  von  der  Periode         jeder  Körper,  für  den 

vT  eine  sehr  grosse  Zahl  ist. 

Andrerseits:  wie  ein  „vollkommener  Leiter",  d.  h.  wie 
ein  Körper,  für  welchen  T»=^  0  wäre,  verhält  sich  jeder 
Leiter,  lur  welchen  vT  eine  sehr  kleine  Zahl  ist.  Für  einen 
solchen  gilt: 

Wir  specialisiren  weiter:  die  Feldcomponenten  sollen 
zunächst,  ausser  von  der  Zeit,  nur  von  der  einen  Coordinat* / 
abhängen.    Dann  muss  jede  der  Gleichung  genügen: 


(■ 


■•■+4)^= "»•'?■  (-" 


§2.] 


ebene  Wellen. 


429 


Ein  Integral  dieser  Gleichung  von  der  Form  f{x)  •  e  *^  ist: 

X  =  const.  e'^''"^'^    \ 


wenn 


IV 


«,^,2  =  y.  _  ,^. 


(24) 


Uie  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  hahen  wir  den 
Gleichungen  (6),  (J"),  (K")  zu  entnehmen.  (6)  ergiebt  unter 
unseren  Bedingungen: 


IK. 


=  0, 


IM. 


=  0, 


also  nach  (24): 

^^  =  0,     ^f^  =  0.  (25) 

Hierdurch  sind  die  ersten  der  Gleichungen  (J"),  (K")  identisch 
erfüllt;  die  übrigen  ergeben: 


ft  -^  -■  =        T 


It 


ix 


u     —  =  —  F  — - 
f^  it  ix 


(A  +  4)ß,.=  -F 


^  +  'ft)^>- 


IM, 

ix 


oder 


fiiV'M^  =  —  Vitn-E^ 


fitV'  M^ 


Virn-K 


(X  +  Siv)  ^.  =  —  Virn-M^ 


]    (26) 


Je   zwei   diagonal  geordnete   dieser  Gleichungen  geben ,   da 

=^-0)2  und  -  =  Ty  als  Eliminationsresultat  die  zweite  der 

Gleichungen  (24),  Unter  Berücksichtigung  des  Ansatzes  (24) 
also  enthält  (26)  nur  zwei  unabhängige  Gleichungen,  welche 
Beziehungen  zwischen  den  constanten  Factoren  von  7?^  und  M^ 

einerseits,  von  E^  und  M^^  andrerseits  ausdrücken,  die  beiden 

Gruppen  aber  unabhängig  von  einander  lassen.  Lösungen  sind : 


K. 


_A       ,(W-injr) 


E  =    ^   e 


i{vt  -  ffU) 


.-  A    o?m   urt^nuc)       .f  B   com   ,ui-mx) 

wo  A  und  B  willkürliche  Constanten. 


(27) 
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a)  Der  Körper  sei  zunächst  ein  Isolator,  also   7'=oc; 
dann  kommt: 

G>2;„2  =  ^2^  (24a) 

also  m  reell.    Unter  m  soll  die  positive  Wurzel  verstanden 

werden;  wenn  dann  -4  =  aß'",  B^=he^  gesetzt  wird,  und 
überall  die  imaginären  Antheile  genommen  werden,  so  er- 
giebt  sich: 

^=0,     ^/^  =  0  (25) 


E  —-    -  sin(r^— 77?ir  +  a)  I    fc\=^        /r    sin(W — mx  +  ß) 


M^=^-     -  sin (W — ww-  +  d) 


M  —  —    r'  8in(i'/ — mi-\-^ 


\ 


(27a) 


Alle  Feldgrössen  sind  nur  Functionen  des  Arguments 
{vi  —  mx)\  ein  zur  Zeit  /bestehendes  Werthesystera  findet 
sich  zur  Zeit  (/  +  1)  wieder  vor,  lediglich  um  die   Strecke 

=  CO  im  Sinn  der  wachsenden  x  verschoben.    Das  heisst: 
tn 

V 
(27a)   stellt   eine   mit   der   Geschwindigkeit   co  =    — -     nach 

wachsenden  rr  fortschreitende  „ebene  elektromagnetische  Welle" 
dar.    Die  Strecke,  auf  welcher  zur  gleichen  Zeit  sich  sämmt- 

liche  Werthe  vorfinden,   die  „Wellenlänge",  ist  —  -  = 

Vfl  V 

Nach  (25)  sind  die  i  n  der  Fortpflanzungsrichtung  liegenden 
Feldcomponenten  Null;  die  Welle  ist  „transversal." 

Es  ist  femer 

das  heisst:  elektrische  und  magnetische  Feldintensität   sind 
normal  zu  einander  (und  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle). 
Weiter  ist 

dW^  =  V,  f  (AV^  +  KJ)  dr  =  V2  ^  (^;'  +  ^V;^)  dx  =  dW^ ; 

d.  h.  die  Energie  zerfällt  überall  und  stets  in  gleiche  An- 
theile elektrischer  und  magnetischer  Energie. 


J 
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Die  Strahlung  2  hat  [s.  Kap.  VI,  (€7)]  die  Richtung  der 
a:-Axe  und  den  Werth 

=  OD  [a^  sin^  (pt  —  mx  +  a)  +  b^  sin^  (vt  —  mx  +  ß)] . 

Diese  Grösse  ist  stets  positiv,  und  die  Strahlung  erfolgt  daher 
zu  jederzeit  und  überall  in  der  Richtung  der  wachsenden 
ir,  nach  welcher  die  Phasen  fortschreiten.  Der  zeitliche  Mittel- 
werth  der  Strahlung  ist 

[S]  =  CO  ~   ^ —  ,  also  unabhängig  von  x. 

Die  Welle  kann  angesehen  werden  als  zusammengesetzt 
aus  zwei  völlig  von  einander  unabhängigen  Wellen,  welche 
einerseits  durch  E^^M^,    andrerseits   durch   E^,M    gebildet 

werden.  Auch  Energie  und  Strahlung  der  Gesammtwelle 
setzen  sich  additiv  aus  den  Beiträgen  dieser  beiden  Theil- 
wellen  zusammen. 

Ist  a  =  0,  oder  b  =  0,  oder  a  —  ß  =  kjt  {k  eine  ganze 
Zahl),  so  hat  E  eine  feste  Richtung  und  ebenso  M,  Die 
Welle  heisst  dann  „geradlinig  polarisirt".  —  Andernfalls 
durchläuft  E  für  jedes  festgegebene  x  während  einer  Periode 

9  TT 

einmal  die  Windrose,  und  der  Endpunkt  des  Vectors  E 

beschreibt  dabei  eine  Ellipse,  wie  sich  ergiebt,  indem  man  t 
zwischen  E  und  E^  eliminirt.    Das  gleiche  gilt  für  M^  welches 

dabei  stets  normal  zu  E  bleibt.  Die  Welle  heisst  dann 
„elliptisch  polarisirt". 

b)  Der  Körper  sei  ein  Leiter,  also  T  endlich.  Dann 
ergiebt  sich  co  aus  (24)  als  complexe  Grösse.    Wir  setzen 


m  =  q  —  ip 
und  erhalten:  a>'^{q'^  —  /j^)  =3  i;2 


(24b) 
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und  daraus: 


09'^2__ 


,2 


-'+K^  +  (.V)l=2rh''^+>^^»'^)"'  ^  1 


(24b  I 


«>V=-2 


2 


+  1  + 


Kh-lv: 


V 

2T 


+  vr^Y(^^V+^ 


Die  Wurzeln  müssen  positiv  genommen  werden,  damit  p  und 
q  reell  seien.    Wir  wollen  femer  q  positiv  wählen;  dann  muss 
auch  p  positiv  genommen  werden. 
Es  folgt 


M'>^(T)'-:'('"+«')-K'+(Ä-)' 


und 


°r  =  K'+ar-'. 


tg<J  = 


—  P. 


femer: 


gi(W-»ix)  =  ß-P«e^W-<7a:)  ^ 


Also  aus  (25),  (27),  wenn  wieder  ^  =  ae"*,   B=he*'^  gesetzt 
und  überall  der  imaginäre  Antheil  genommen  wird: 

ä;  =  0,     A/^  =  0,  (25) 


a 


fi  =   ---  e    ^^  sin  (i;<  —  ^a;  +  a) 


/' 


AL 


= ;.  K' + (M 


.  e   '^^  sin  (vi  —  qx  +  a  —  6) 


f^.- 


^fy- 


-  l-  e"*"  sin  (f/  —  qx  +  ß) 


v^  -  ar 


•  e   ''^  sin  (r/  —  qj^''\-  ß —  rf) 


(27  b) 


wo  j3  und  q  aus  (24  b)   zu  entnehmen  sind  und  tgd  = -^    ist. 


9 


a,  tty  b,  ß  aber  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

In  diesen  Gleichungen  ist  ausgesprochen:  Die  Peldgrössen 
schreiten  wellenförmig  nach  +  -^  vor,  aber  mit  abnehmender 
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Amplitude.    Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Phasen  sich 

ausbreiten,  ist  -    (oder   die  „Wellenlänge"       );  der  „Absorp- 

tionscoefficient"  fiir  die  Feldvectoren  ist  p.  Beide  Grössen 
hängen  nicht  nur  von  den  Constanten  des  Mediums,  sondern 
auch  von  der  Schwingungsdauer  ab.  Stets  ist  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit kleiner,  als  co.  —  Ist  1; 7' eine  sehr. grosse 
Zahl,  so  verhält  sich  der  Körper  nahezu  wie  ein  Isolator:  es  wird 

in  erster  Näherung  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  -  =---a>, 

und    der   Absorptionscoefficient  p  =  o    r'    ^'    ^'    '^^^kliche 

Absorption  findet  erst  statt  auf  einer  mit  vT  vergleichbaren 
Zahl  von  Wellenlängen.  —  Ist  vT  eine  sehr  kleine  Zahl,  so 
wird  genähert 


p='i-Y2f^i-Yl^^> 


d.  h.  die  Amplitude  der  Schwingung  sinkt  auf  einer  Wellenlänge 

auf  -^  ihres  Betrages.     Dies  ist  nach  unserer  Theorie  die 
e 

stärkste  mögliche  Absorption.  Nach  demselben  Gesetz 
schreiten  die  Temperaturen  fort  in  einer  durch  Wärmeleitung 
sich  ausbreitenden  Temperaturwelle.  Zugleich  ist  aus  den 
Werthen  p  und  q  die  Dielektricitätsconstante  verschwunden ; 
der  Körper  verhält  sich  gegenüber  dieser  Schwingungs- 
zahl als  „vollkommener  Leiter". 

Weiter  ist  auch  hier  die  Welle  „transversal",  d.h.  ff  und  M 
liegen  in  der  Wellenebene.  Die  Welle  ist  im  allgemeinsten 
Fall  wiederum  „elliptisch",  im  besonderen  Falle  „geradlinig 
polarisirt".  Der  elektrische  und  der  magnetische  Vector  sind 
aber  in  der  Phase  gegen  einander  verschoben;  sie  haben  folg- 
lich kein  constantes  Grössenverhältniss  und  im  allgemeinen  auch 
keine  constante  Neigung  gegen  einander.  Für  die  zeitlichen 
Mittelwerthe  der  Energie  in  einem  beliebigen  Punkte  gilt: 

Cohn,  elektroma^.  Feld.  28 
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die  elektrische  Energie  ist  stets  kleiner  als  die  magnetische 
und  kann  gegen  diese  verschwindend  klein  werden. 

Die  Strahlung  findet  normal  zur  Wellenebene  statt,  hat 
aber  wechselnde  Richtung  wegen  der  Phasendifferenz  zwischen 
E und i>/.  Da  jedoch  das  Product  sin  {vt-}-  c)sin(vi  +  e  —  rf) 
den  zeitlichen  Mittelwerth  ^  cos  6  besitzt,  und  cos  ö  positiv 
ist,  wie  q,  so  folgt:  die  Gesammtstrahlung  während  einer 
vollen  Periode  hat  stets  die  Richtung  (+  x),   in  welcher  die 

Phasen  fortschreiten.    Sie  ist  proportional  mit  e~^^^;  für  die 
Strahlung  also  ist  2p  der  „Absorptionscoefficient".  — 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  bezw.  in  welcher  Art 
sich  ebene  Wellen  in  einem  Raum  ausbreiten  können,  welcher 
von  zwei  verschiedenen,  durch  eine  ebene  Grenzfläche 
getrennten  Medien  erfüllt  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  aus  von  einer  Lösung  der 
Gleichungen  (6)  (J")  (K"),  welche  etwas  allgemeiner  ist,  als 
die  bisher  benutzte.    Wir  setzen  an: 


a>^  (r^  +  8^)  =  r'^  — 


iif 


(2S) 


K.= 


Ä      t^ 


*.  -  Ä  (' -  J'r)  «•• 


(29p)      M^  = 


ivr  = 


A    WS    t{^ 
T^r. —  e 

A    mr    »^ 
-p^  —  e 


E^^ 


Yfi 

C      (DS     ,^ 

-  _^  —  e 


R  = 


G    wr    ,^ 


(29s) 


d-  =  rt  —  {rx  +  sx), 
Dass  diese  Ausdrücke  thatsächlich  eine  Lösung  bilden,   ist 


r 


leicht  zu  verificiren.    Ist  der  Quotient  -    reell,  so  entstehen 


8 


sie  aus  (24)  (25)  (27)   durch  einfache  Coordinatentransforma- 
tion;  sie  stellen  dann  ebene  Wellen  dar,  deren  Normale  in 


_  fr 

der  a-;r-Ebene  liegt.    Ist  hingegen       nicht  reell,  so  stellen 
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die    Ausdrücke    eine    Ausbreitungsform   dar,    welche   bisher 
nicht  behandelt  ist. 

Die  Ebene  a:  =  0  trenne  die  beiden  Medien.  Die  Gleich- 
ungen (28)  und  (29)  gelten  dann  mit  gewissen  Werthen  der 
Constanten  für  negative  x,  mit  anderen  Werthen  für  posi- 
tive X.  Alle  Grössen,  welche  sich  auf  das  Medium  auf  der 
Seite  der  negativen  (positiven)  x  beziehen,  sollen  den  Index  1 
(2)  erhalten.  Für  x  =  0  müssen  die  Stetigkeitsbedingungen 
erfüllt  sein  [s.  Kapitel  VI,  (30)] : 


(30p) 


^%1  =    >^|^ 


(30  s) 


Die  Normale  x  der  Grenzebene  heisst  „Einfallsloth";  die  xx- 
Ebene,  welche  dieses  und  zugleich  die  Wellennormale  enthält, 
heisst  „Einfallsebene"  einer  jeden  ebenen  Welle,  Vielehe  durch 
unsere  Gleichungen  dargestellt  wird.  Die  Gleichungen  (p) 
beziehen  sich  auf  Wellen,  in  welchen  die  magnetische  Feld- 
intensität parallel  zur  Einfallsebene,  die  Gleichungen  (s)  auf 
Wellen,  in  welchen  sie  senkrecht  zur  Einfallsebene  gerichtet 
ist.  Zwischen  den  Wellen  der  einen  und  der  anderen  Art 
bestehen  keine  Beziehungen;  mögliche  Wellen  beider  Arten  sind 
beliebig  superponirbar,  und  ergeben  den  unter  den  gegebenen 
geometrischen  Verhältnissen  allgemeinsten  Typus  ebener 
Wellen. 

Da  die  Gleichungen  (30)  für  a:  ==  0  und  beliebige  Werthe 
von  t  und  z  bestehen  sollen,  so  folgt  zunächst,  dass  v  und  s 
für  alle  Wellen  desselben  Systems  gleiche  Werthe  haben 
müssen,  p  und  s  sollen  gegebene  positive  reelle  Grössen  sein; 
dann  folgen  aus  (28)  je  zwei  zulässige  Werthe  für  r^  und  rj 
gemäss  den  Gleichungen 


^1  ^  K  ^  +  *^)  =  ^^  —  — 


7. 


1 

IV 


a>,M»-2^  +  *"')  =  ""'-^ 


(31) 


Wir  bezeichnen  mit  +  r, ,    +  r^  die  Werthe  mit  positivem 
reellem   Antheil.     Dann   ergeben  +  r^  und  —  r^  Wellen,  in 


28' 
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welchen  die  Phase,  und  ebenso  auch  die  Strahlung  aas  un- 
endlicher Entfernung  im  ersten,  bezw.  zweiten  Medium 
gegen  die  Grenze  vorschreitet,  —  r,  und  +  r^  hingegen  eine 
Strahhmg  von  der  Grenze  aus  in  das  erste,  bezw.  zweite 
Medium  hinein.  Würden  wir  in  jedem  Medium  eine  Welle, 
etwa  vom  Typus  (p),  annehmen,  so  erhielten  wir  zwei  will- 
kürliche Constanten  -4,  und  A2  in  den  Ausdrücken  (29  p), 
und  hätten  mit  diesen  die  zwei  in  A^  und  A^  homogenen 
Gleichungen  (30  p)  zu  befriedigen.  Das  ist  im  allgemeinen 
nicht  möglich.  Wenn  wir  hingegen  lediglich  vorschreiben, 
dass  sich  keine  Strahlungsquelle  im  zweiten  Medium  befinden 
soll ,  so  scheidet  nur  die  zu  —  rj  gehörende  Welle  aus,  und 
wir  behalten  drei  Wellen:  die  „einfallende"  (+  »"i)j  die 
„reflectirte"  ( — r,),  und  die  „gebrochene"  (+  rj).  Durch  die 
Constanten  Ay  C  dieser  drei  Wellen  können  wir  den  Grenz- 
bedingungen genügen. 

Wir  bezeichnen  die  Constanten 


für  die  einfallende  Welle  durch:  l 


» 


11 


>> 


» 


reflectirte 
gebrochene 


fi 


j> 


j> 


V 


^1 


G 

1 

R 


8 


D 


8 


Im  ersten  Medium  superponiren  sich  einfallende  und  reflectirte 
Welle,  so  dass  z.  B.  wird 


^^'^yr, 


5. 


1  l^     .        ^*p         iA_ 


K^  =-  -^^-  e*^^  u.  s.  w. 


Für a;  =  0  wird  d'  =  9'^==  ih^j  ^^^  ^^^  Gleichungen  (30)  er- 
geben: 


^(,  +  «,)-^  z.. 


Wi  r 


i^(i-Äj=rAD, 


Yih 


Y/': 


(32  p) 
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Y^i  Y^2 


(328) 


Die  Gleichungen  (31)  enthalten  das  Gesetz  für  den  Verlauf 
der  Strahlung  in  den  beiden  Medien:  das  geometrische 
Eeflexions-  und  Brechungsgesetz.  Aus  (32)  folgen  die  Ampli- 
tudenverhältnisse der  drei  Wellen;  d.  h.  die  Intensitäts- 
verhältnisse  der  Strahlung. 

Im  allgemeinen  ergeben  sich  aus  (31)  für  reelle  v  und  s 
complexe  r,  und  r^ ;  d.  h.  in  beiden  Medien  ist  nicht  nur  die 
Phase,  sondern  auch  die  Amplitude  der  Feldcomponenten 
eine  Function  von  x,  dem  Abstand  von  der  Grenzebene.  Femer 
folgen  aus  (32)  complexe  R  und  D;  d.  h.  für  den  gleichen 
Werth  a:  =  0,  —  in  der  Grenzebene,  —  haben  einfallende, 
reflectirte  und  gebrochene  Welle  verschiedene  Phase.  Wir 
wollen  nur  drei  specielle  Fälle  vollständig  durchfuhren: 

a)  Beide  Medien  seien  Isolatoren,  also  T,  und  Tj  un- 
endlich, und  es  sei  femer 


8'<- 


i;2 


<o,^ 


gewählt.    Dann  ist  nach  (31) 


•i  =  +  K  —^  — «^        reell. 


a|)  Es  sei  zugleich 


v^ 


(Das  ist  ohne  weiteres  der  Fall,   wenn  coj  <C  o>i ;  es  enthält 
aber  eine  neue  Bedingung,  wenn  CÖ2  >  <»i  •)    Dann  ist  auch 


f    0)2 


r«  =  -{-  1/  —n  —  «^       reell; 
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und  weiter  folgen  aus  (32)  die  R  und  D  als  reelle  Grrössen. 
Nehmen  wir  also  wiederum  von  allen  Feldcomponenten  die 
imaginären  Antheile,  so  enthalten  diejenigen 

der  einfallenden  Welle  den  Factor :  sin  ^  =  sin  [W  —  (  r,  x  -h  sx ) 
„  reflectirten  „  „  „  sin  ^^=  sin  [r^ — ( — rix  +  sx}] 
„   gebrochenen     „        „        «       sin^^=8in[W — (     rj^-f-«;)] 

multiplicirt  jedesmal  mit  einem  Amplitudenfactor.  Es  lassen 
sich  aber  gemäss (31)  und  unseren  speciellen  Annahmen  reelle 
Winkel  9),  g>^,  (p^  detiniren  durch  die  Gleichungen: 


cosgo  = 


cos  9)y=  — 


cos  9)^  = 


V 

C9,  8 

V 

COf  8 

smop^ — 

V 

C9-yS 

fSla) 


und  mit  Benutzung  dieser  Zeichen  wird: 


&•  =v\i (cos^) -r  +  sin^)  • -:) 

^rf  =  »'M— -    (cosgp^.jT+sin^^.Ä) 

L  wo 


Das  heisst  aber:  die  Normalen  der 
einfallenden,  retiectirten  und  ge- 
brochenen Welle  liegen  alle  in  der 
Fig.  48.  gleichen  durch  das  Einfallsloth  (x) 

gelegten  Ebene  (xx),   und  bilden  mit 

demselben  die  durch  (31  a)  definirten  Winkel  9,  q>^,  tp^  (Fig.  4S}. 

Es  ist 


jr 


sin  9} 
sin^^ 


9> 


(31'8) 
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d.  h.  der  ^Reflexionswinkel"  ist  gleich  dem  Einfallswinkel; 
die  Sinus  von  „Brechungs-"  und  „Einfallswinkel"  stehen  im  Ver- 
hältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  co  beider  Medien. 

-  heisst   „relativer  Brechungsexponent"   des   zweiten  gegen 

das  erste  Medium;  „Brechungsexponent"  schlechthin,  wenn  l 
das  Vacuum  ist.  Schreiben  wir  nunmehr  ^|  für  (p  und  (jr  —  9^) , 

und  (pi  für  9)^,  so  lautet  (32): 


7/j    (1  -  R^) 


COSJSj 


(32p,a) 


cos  9), 


cos  ^2    T. 

2 


(l-Ä.)  = 


Ye, 


(32  s,  a) 


Die  beiden  Gleichungsgruppen  sind  vollkommen  symmetrisch  ge- 
bildet; es  sind  lediglich  e  und  fi  vertauscht.  Trotzdem  be- 
sitzen die  Lösungen  /^^„  D^  und  R^,  D^  wesentlich  verschiedene 

Eigenschaften  in  Folge  des  Umstandes,  dass  für  alle  Isola- 
toren sich  die  //-Werthe  nur  um  kaum  messbare  Grössen 
unterscheiden.     Setzen  wir 


so  wird 


und  somit 


^1  =  (^2f 


V 


«2 
«I 


sin  9)) 
sin  9>2 


sin  9i  (1  +  /2p)  =  sin  <p^  •  D^ 
cos  9),  (l  —  Rj)  =  cos  g>2  •  Dj^ 


1  +  Ä 


» 


D. 


sin  g>i '  cos  ^i  (1  —  R^)  =^  sin  goj  •  cos  9)2  •  ^« 
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Daraus: 


Ij  ^  _   sin  (^,  —  9)2)  ^  ^  tg  (9),  —  gpj) 

P             sin  (9P1  +  92)  '       tg  (g),  -i-  92) 

_   2  sin  yt  -cosyi 2  sin  y^  ■  cos  y, 

^  "        sin  (y,  +9^2)  '  ^  sin(9>i  +V2)*cos(y,  — yj) 


(33i 


wenn 


/?   kann  niemals  Null  werden;  R^  aber  wird  gleich  Null. 


9l    +  92  =^  ö  '        ^^^^        ^^^  ^1  ^^  ®*^  ^2  =  S^^  9^1   » 

oder  ,  a>|  ,«.. 

tg  yi  =  -r-  (34) 

Cö2 

ist.  Wenn  also  eine  Welle,  in  welcher  die  magnetische  Inten- 
sität senkrecht  zur  Einfallsebene  (und  die  elektrische  Intensität 
folglich  in  der  Einfallsebene)  polarisirt  ist,  unter  diesem  Winkel 
g)j  einfallt,  so  entsteht  keine  reflectirte  Welle.  —  Eine  beliebige 
Welle  kann  stets  in  eine  p- Welle  und  eine  s-Welle  zerlegt 


w 


werden;  ist  der  Einfallswinkel  arctg  --,  so  ist  in  derreflec- 

CÖ2 

tirten  Welle  kein  s-Antheil  mehr  enthalten;  sie  ist,  bezüglich 
der  magnetischen  Intensität,  vollkommen  in  der  Einfallsebene 

polarisirt.   Der  Winkel  arctg  -  -  heisst  deshalb  „Polarisations- 

CÖ2 

Winkel". 

Die  auf  die  Grenzfläche  auffallende,  bezw.  von  ihr  aus- 
gehende Strahlung  ist  in  jeder  der  drei  Wellen: 

Also  verhält  sich 

r 

J?:  2;  :  X  =  '-^'^-  '  -^-^-  R^  •  — ^^  i>2  . 


oder,  da 


^2^2        V^i  fi]  sin  q)2  •  cos  q>2 

y"^       cöiri    ~~  sin  9,  .  cos  9), 
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im  Fall  (p): 

im  Fall  (s): 

y..  V  .  V  ^^.tg^Cyi— ^2). sin2yi  -sin 2^2 ,35^) 

'^ '     "^         '  tg2(9>i  +  92)  '  8in2(9j  +  9)2) •  C082(7>,  —92) 

Es  seien  jetzt,  wie  bisher,  beide  Medien  Isolatoren  und 
«2  <;  — -^ ;  es  sei  aber  ©2  >  o>i  iind 

Dann  ist  r^  reell  wie  zuvor,  r2  hingegen  rein  imaginär. 

Daraus  ergiebt  sich  bezüglich  des  ersten  Mediums:  Es 
lassen   sich  Winkel   ip  und  g>^  wieder  bestimmen  durch   die 

Gleichungen  (31a),  und  es  existiren  folglich  eine  einfallende 
und  eine  reflectirte  ebene  Welle,  deren  Normalen  gleiche 
Winkel  mit  dem  Einfallsloth  einschliessen.  Aus  den  Gleich- 
ungen (32)  aber  folgt  jetzt,  wenn  wir  wieder  ^1  =  ^  setzen: 


t  +  Äp     n     'S.' 

1      R.       ö>j2.r2 

1  +  Ä.       a,,2.r,        ''^" 

WO   Qp  und  Q,  reelle  Zahlen  sind.    Daraus: 

Hp-e-"^, 

Ä.-e-"'. 

WO                            rf 

ig;-Q,- 

Das  bedeutet 

für  die  einfallende  Welle :  /?y  = 

—  —f.-.  sin  \vt  —  (rtic  +  s%) 

„     „    reflectirte         .      E„- 

-=    ^-^m\vi  —  [—r.xA-8 

(36) 


u.  s.  w.    Also  die  Amplitude  der  reflectirten  Welle  ist  gleich 
derjenigen  der  einfallenden  Welle;  aber  sie  hat  in  der  Grenz- 
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ebene  eine  um  d^^,  bezw.  6^  verzögerte  Phase.  Die  Phasen- 
verzögerungen sind  verschieden  fiir  die  p-Welle  und  die  s-Welle: 
die  Phasendifferenz  zwischen  beiden  wird  also  4=  0  in  der 
rertectirten  Welle,  wenn  sie  =  0  in  der  einfallenden  war. 
D.  h.  aus  einer  einfallenden  geradlinig  polarisirten  Strahlung 
geht  im  allgemeinen  eine  elliptisch  polarisirte  reflectirte 
hervor. 

Bezüglich    des    zweiten   Mediums    folgt:    Wir    können 
schreiben 

rj  =  —  IQ,     vfo  Q  ^=  y  s'^ 2  ^^®1'  ^^^' 

Daher  haben  alle  Feldgrössen  im  zweiten  Medium  die  Form: 

const.  •  sin  (vt  —  «jt  +  7)  e""'* . 

Die  Pliasen  algo  breiten  sich  im  zweiten  Medium  in  der 
Richtung  -f-  *>  d.  h.  parallel  der  Grenzebene,  mit  der  Ge- 

schwindigkeit  -   aus;  die  Amplituden  dagegen  nehmen  normal 

zur  Grenzebene  ab.  Von  einer  „ebenen  Welle"  kann  daher 
im  zweiten  Medium  nicht  gesprochen  werden.  Wohl  aber  breitet 
sich  das  Feld  in  das  zweite  Medium  hinein  aus,  und  dies  kann 
bis  zu  grossen  Tiefen  stattfinden;  denn  q  kann  beliebig  klein 
sein.  —  Dem  scheint  zu  widersprechen,  dass  sich  die  ge- 
samnite  Strahlung  der  einfallenden  Welle  in  der  reflectirten 
Welle  wiederfindet.  Wir  wollen  deshalb  die  in  das  zweite 
Medium  eindringende  Strahlung  bestimmen ;  es  ist  für  j  =  •> 
nach  (29): 


5  _  «2  ]/^2 
^y  V^     H2 


'^  -r.^cP-^e^^P, 


und  ebenso 


My 

wo  P  und  S  reelle  Grössen  sind.    Wenn  also  E^  den  Factor 
sin  (vt  +  a)  enthält,  so  enthält  M^  den  Factor  sinf  1;/  -f  a  +  « )f 
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und  es  ist  daher  der  für  eine  Schwingungsdauer  genommene 
Mittelwerth  des  Products  EyM^   gleich    Null.     Das    gleiche 

gilt  für   E^  M  ,    und    folglich    auch    für    die    eindringende 

Strahlung 

2,  =  V  {E,  M,  -  E,  M^) . 

Die  Energie  pendelt  lediglich  durch  die  Grenzfläche  hin  und 
her;  es  bleibt  nichts  von  ihr  im  zweiten  Medium. 

Der  soeben  unter  a2)  analysirte  Vorgang  heisst  „Total- 
reflexion". Im  Gegensatz  hierzu  wird  die  unter  a,)  be- 
handelte Erscheinung  als  „partielle  Reflexion"  bezeich- 
net. — 


b)  Es  möge,  wie  bisher,  das  erste  Medium  ein  Isolator 

„2 
sein,  und  s^  <C — -«•    Das  zweite  Medium  aber  sei  jetzt  ein 

Leiter.  —  Wir  erhalten  dann  wieder  aus  (31): 


V  V      . 

r,  =  —  cos  o),  ;  s  =  —  sm  cp, , 

wo   9),  =  9)  =  jr  —  gPy .     D.  h.   im   ersten  Medium  besteht 

wiederum  eine  einfallende  und  eine  reflectirte  ebene  Welle, 
deren  Normalen  gleiche  Winkel  mit  dem  Einfallsloth  bilden. 
r^  aber  ergiebt  sich  aus  (31)  als  complexe  Grösse. 
Schreiben  wir  rj  =  ^  —  ip,  so  sind  q  und  p  positiv,  und  die 
Feldgrössen  werden  im    zweiten    Medium    proportional    mit 

sin  [vt  —  {qx  +  8x)  +  7]  e~^*.  Dieser  Ausdruck  zeigt  eine 
Absorption  der  Strahlung  im  zweiten  Medium  ^n.  Im  ein- 
zelnen: Es  existirt  keine  ebene  Welle,  vielmehr  nehmen  die 
Amplituden  in  der  Eichtung  des  Einfallsloths  ab,  während 
die  Phasen  sich  in  einer  dazu  geneigten  Richtung  ausbreiten. 
Da  femer  q'^  +  «^  nicht  constant  ist,  so  ist  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  Phasen  abhängig  von  der  Fort- 
pflanzungsrichtung, und  diese  Richtung  ist  nicht  durch 
einen  constanten  „Brechungsexponenten"  gegeben.    - 

Es  folgen  weiter  aus  (32)  complexe  Werthe  der  Constanten 
R  (und  D),  d.  h.  in  der  Grenzebene  findet  beim  Uebergang 
von  der  einfallenden  zur  reflectirten  (und  gebrochenen)  Welle 
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eine  plötzliche  Aenderung  der  Phase  statt.    Da  R^  und  R^ 

verschiedene  Phasen  besitzen,  so  entsteht  aus  einfallender 
geradlinig  polarisirter  Strahlung  bei  der  Reflexion  ellip- 
tisch polarisirte. 

bj )  Ein  specieller  Fall  soll  weiter  ausgeführt  werden.    Es 

seien  vT2  =  -r^  und  ebenso   -—-  sehr  kleine  Grössen.     Die 

letztere  Grösse  ist  stets  angebbar,  und  sie  ist  thatsächlich  ver- 
schwindend klein  für  alle  erreichbaren  Schwingungszahlen, 
wenn  das  zweite  Medium  ein  Metall  ist.  Das  gleiche  haben 
wir  dann  anzunehmen  bezüglich  der  ersteren  Grösse  (vgl. 
Kap.  VI,  S.  380).  Für  die  Reflexion  an  Metallen  also  er- 
halten wir  aus  (31): 

«2 


Daraus 

-irj   -  »  sin29),  , 

also,   da /£i  <^>   eine  verschwindend  kleine  Grösse.     Wir 
dürfen  daher  setzen: 

2 iv_ 

und  somit 

-^  =  e^-^-r^  COS^O)«  . 

Mit  diesem  Werth  aber  folgt  aus  (32): 

Da  ~  im  ungünstigsten  Fall  einige  tausende  betragen  kann, 
so  ist  1]    eine  kleine  Zahl.    Femer: 


^~^«__^Ü?^! 


1  +  Ä,        rj   ;i2        ^öß  9>i  ^    l^i 
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wo  rj^  ebenfalls  eine  sehr  kleine  Zahl  bedeutet,  solange  nicht 
g)j  =90^  wird.     Aus 

ri|  =  (^  +  0^»        ^  klein 

folgt  aber: 

x  =  —  (\—2ti)  +  t2ri\ 

also  ist  sehr  nahe: 

Ä,  =  +  1  >  ausser  im  Fall  streifender  Incidenz.  / 

Durch  diese  Gleichungen  ist  ausgesprochen:  die  reflectirte 
Welle  hat  stets  die  gleiche  Amplitude  wie  die  auffallende, 
und  ist  stets  geradlinig  polarisirt,  wenn  die  auffallende  es  war. 
Beides  trifft  also  sehr  nahe  zu. 


Schreiben  wir  femer  r2  =  (l  —  l)p ,   P=y  i 


so 


werden     die     Feldgrössen     im    Metall     proportional     mit 

sin[j'<  —  («^  +  pa:)]  e~^*,  und  hier  ist  s  sehr  klein  gegen  p. 
Die  Phasen  also  breiten  sich  sehr  nahe  senkrecht  zur  Grenz- 
ebene aus,  welches  auch  der  Einfallswinkel  sein  mag.  Auch 
die  Energie,  welche  sich  allgemein  normal  zu  E  und  zu 
M  bewegt,   strömt  in   dieser  Richtung.     Es  ist  nämlich  im 

Fall   (s):    eT  = »  also  verschwindend  klein;  d.  h.   Eist 

sehr  nahe  parallel  zur  Grenzebene;  von  M  aber  gilt  dies 
strenge.  Im  Fall  (p)  gilt  das  gleiche  unter  Vertauschung  von 
K  und  M 

Bisher  haben  wir  die  einfallende  und  die  reflectirte  Welle 
gesondert  betrachtet;  wir  wollen  jetzt  das  Gesammtfeld  ins 
Auge  fassen,  welches  durch  die  Superposition  dieser  beiden 
Wellen  im  ersten  Medium  entsteht. 

Es  seien  zunächst  wieder  die  Voraussetzungen  von  bj) 
erfüllt:  das  Medium  1  sei  ein  Isolator,  das  Medium  2  ein 
Metall.  Dann  wird  im  ersten  Medium  (den  Index  1  lassen 
wir  jetzt  fort) 
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Stehende  Wellen. 

*^.- 

(e     -e    0 

y  ^ 

M^-- 

_i-  %\x\(p{e         c    0 

V,- 

1                             .    «a     ,        £^^x 

-  cos  (p  {e     +  e    '^j 

itfy         — 

1          .    1»      ,         ^»-^ 

E^- 

:^^   sin9)(e    +ß   0 

y  6 

K-- 

r 

—    ;r-  COS  gp  (ß    —  e   ^) 

[Kap.  VIT. 


(p: 


(sl 


wo 


^  ^=  i^t  —  sz  —  rx 

0-^  =  vt  —  sx  -j-  rx. 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt  für  beide  Specialfälle,  also  auch 
für  einen  beliebigen  Polarisationszustand:  in  der  Grenz- 
ebene (x  =  0)  ist  die  tangentiale  Componente  von  E  stets  Null. 

Indem  wir  femer,  etwa  für  den  Fall  (p),  die  imaginären 
Antheile  nehmen,  erhalten  wir 


^y  = 


K- 


M,=^ 


rz-  sm  rx  '  cos  (v  t  —  sx) 

2 

Y~  sin  g)  •  sin  ra:  •  cos  {vt 

V  H 


—  S:t) 


V'f' 


cos  gp  •  cos  rx  •  sin  (pl  —  sx) 


Falle  zunächst  die  Strahlung  normal  auf  die  Grenzfläche: 
dann  ist  9)  =  0,  und  folglich  Mg.  =  0  überall.    Es  wird  ferner 


jt 


E=  0  in  allen  Ebenen,  für  welche  rx  =  2^  ^ 


M=Q   „ 


n 


tt 


» 


rx=(2A:+l)|, 
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wo  k  eine  ganze  Zahl.  D.  h.  sowohl  für  die  elektrische  wie 
für  die  magnetische  Feldintensität  besteht  eine  „stehende 
Welle".    Die  Knoten  der  einen  fallen  mit  den  Bäuchen  der 

andern   zusammen.     Der  Knotenabstand    ist    -  = In 

r  V 

der   Grenzebene   selbst    liegt    ein    Knoten    der    elektrischen 

Intensität. 

Ist  hingegen  99  4=  0>  so  gilt  das  gesagte  zwar  noch  für  E\ 

M  aber  ist  nirgends  Null.    Fällt  insbesondere  die  Welle  unter 

45®  auf  die  Grenzebene,  so  wird 

M^  =  c  '  sinra:  •  cos  {vt  —  sx) 

M^  =  C'  cos  rx  •  sin  {vt  —  sx) 

und  daher  der  zeitliche  Mittelwerth  von  M*^ 

[yp]  =  [M^^]  +  [M^^]  =  1^  unabhängig  von  x. 

Es  existirt  eine  stehende  Welle  nur  für  die  elektrische 
Energie;  die  magnetische  Energie  ist,  im  zeitlichen  Mittel, 
gleichförmig  durch  den  Raum  verbreitet.  —  Dies  gilt  im 
Falle  (p),  d.h.  wenn  die  magnetische  Feldintensität  in  der 
Einfallsebene  polarisirt  ist.  Für  den  Fall  (s),  wo  die  elek- 
trische Feldintensität  in  der  Einfallsebene  liegt,  erhalten 
wir  umgekehrt  eine  stehende  Welle  bezüglich  der  magnetischen 
Energie,  aber  gleichförmige  Vertheilung  der  elektrischen 
Energie.  — 

Es  sei  jetzt  das  zweite  Medium  ein  beliebiger  Körper, 
während  das  erste  wieder  ein  Isolator  sein  soll.  Wir  be- 
trachten den  Fall  der  normalen  Incidenz  und  wollen  die 
Energie  des  thatsächlichen,  durch  einfallende  und  reflectirte 
Welle  gebildeten  Feldes  an  der  Grenzfläche  vergleichen 
mit  der  Energie,  welche  der  einfallenden  Welle  für  sich  ent- 
spricht. Für  s  =  0  und  x  =  0  wird,  wenn  etwa  ij  ||  E^  x  ||  M 
angenommen  wird,  das  Gesammtfeld: 

ß  =  -^  (1  +  i?)  e'" 
.V=  -  L  (l  -  i?)  e•^ 
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während  die  einfallende  Welle  dargestellt  ist  durch: 

Daher  wird  im   zeitlichen  Mittelwerth  für  das  Gesammtfeld: 

[ehß  +  plM'^]  --  iMod  (1  +  RY  +  ^Mod  (l  —  Ry 

=  l  +  ModÄ2, 

während  für  das  Feld  der  einfallenden  Welle 

[sE,'^  +  iiMJ^]  =^  1 

ist.    Die  Gleichungen  (31),  (32)  aber  ergeben  für  ,9  =  0: 


i—r) 


v7i 


Sei  nun  a)  das  zweite  Medium  entweder  ein  Metall,  so- 
dass i^Tj   sehr  klein  wird,  oder  ein  Isolator,  für  welchen   / 


«1 


sehr  gross  ist;  dann  wird  jedesmal  der  Modul  der  rechten 
Seite  sehr  klein  und  folglich  sehr  nahe:  Mod  R^~\.  In 
diesem  Fall  ist  die  thatsächliche  Energie  an  der  Grenzfläche 
im  ersten  Medium  nahe  doppelt  so  gross,  als  es  der  ein- 
fallenden Welle  allein  entsprechen  würde. 

Sei  b)   das   zweite  Medium   entweder  ein  Isolator  oder 

doch  vT<y  gross,  und  sei  femer  -^  wenig  von  1  verschieden: 

dann  wird  die  rechte  Seite  nahezu  1,  und  folglich  Mod  R 
sehr  klein.  In  diesem  Fall  ist  die  Gesammtenergie  im  ersten 
Medium  nicht  wesentlich  grösser,  als  die  der  einfallenden 
Welle. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  an  der  Grenzfläche 
[-SJ  =  0?  •  I    die    mittlere    Strahlung    in    der    einfallenden, 
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[JSJ  =^  CO  — -        die   mittlere  Strahlung  in  der  reflectiii;en 
Welle   ist.     Die  mittlere  Energie  der  Volumeinheit  ist  also 


§  3.  Ausbreitung  an  cylindrischen  Leitern. 

Wir  wollen  jetzt  die  elektromagnetische  Strahlung  unter- 
suchen, welche  entlang  geradlinig  gestreckten  Leitern  von 
constantem  Querschnitt  —  Cylindern  im  weiteren  Sinn  des 
Wortes  —  stattfindet.  Diese  Untersuchung  besitzt  grosse 
praktische  Bedeutung,  insofern  sie  den  Fall  der  Telegraphen- 
drähte und  Kabel  umfasst;  sie  ist  aber  für  uns  vor  allem  des- 
halb wichtig,  weil  zui-  quantitativen  Prüfung  der  MaxweU'schen 
Theorie  fast  ausschliesslich  Anordnungen  dieser  Art  benutzt 
sind.  In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  darum,  elektromag- 
netische Energie  auf  möglichst  grosse  Entfernungen  möglichst 
ungeschwächt  fortzuleiten;  die  zwei  parallelen  Leiter  leisten 
dies  dadurch,  dass  das  Feld  in  ihnen  und  ihrer  nächsten 
Nachbarschaft  concentrirt  wird,  ähnlich  wie  wir  dies  fiir 
stationäre  Felder  bereits  kennen  gelernt  haben. 

Die  thatsächlich  benutzten  Anordnungen  sind  haupt- 
sächlich :  a)  ein  drahtförmiger  Leiter,  parallel  zu  einem  eben 
begrenzten,  nach  der  Tiefe  unendlich  ausgedehnten  Leiter 
(oberirdischer  Telegraph);  b)  zwei  coaxiale  Cylinder,  der 
äussere  unendlich  ausgedehnt  (Kabel) ;  c)  zwei  parallele  gleiche 
Drähte  (Laboratoriumsversuche). 

Selbst  für  den  einfachsten  dieser  Fälle,  b),  ist  die 
mathematische  Behandlung  verwickelt,  die  vollständige  Durch- 
führung der  Analyse  ausgeschlossen.  Wir  wollen  deshalb  von 
einfacheren  Anordnungen  ausgehen. 

Zunächst  sei  ein  unendlicher  Isolator  und  ein  unendlicher 
Leiter  gegeben,  welche  in  einer  Ebene,  a:  =  0,  aneinander 
grenzen.  In  beiden  Medien  soll  eine  Strahlung  vorausgesetzt 
werden,  welche  normal  zu  y  fortschreitet,  von  y  unabhängig 
und  periodisch  nach  t  ist,  wie  in  §  2,  —  mit  folgendem  Unter- 

Cohn,  elektromagD.  Feld.  ^(^ 


450  ^"^®  ebene  [Kap.  VIT. 

schied  jedoch:  bisher  waren  die  Feldgrössen  von  Null  ver- 
schieden für  x=  —  oc ,  dort  also  war  die  Strahlungsqnelle 
vorauszusetzen  (vgl.  S.  427).  Physikalisch  heisst  das:  die 
Quelle  befand  sich  in  so  grossem  normalem  Abstand  von 
der  Grenzebene,  dass  die  Wellen  in  der  Nähe  der  Grenze 
und  für  die  in  Betracht  gezogene  Ausdehnung  als  eben  an- 
gesehen werden  konnten.  —  Jetzt  soll  eine  Strahlung  be- 
trachtet werden,  deren  Quelle  in  grosser  (unendlicher),  paral- 
lel zur  Grenzfläche  gemessener,  Entfernung  anzunehmen 
ist.  D.  h.  die  Feldgrössen  dürfen  unzulässige  Werthe  besitzen 
für  X  =^  —  oc;  für  jedes  endliche  x  aber  sollen  sie  nur 
zulässige  Werthe  haben,  al^o  Xull  sein  für  j:  ==  +  oc  ;  des- 
gleichen für  ;t  =  +  oo. 

Von  den  beiden,  in  §  2  durch  die  Indices  (p)  und  (s) 
unterschiedenen,  Specialfällen,  in  welche  auch  jetzt  die 
allgemeine  Aufgabe  zerfällt,  behandeln  wir  nur  denjenigen, 
für  welchen  die  Strömung  im  Leiter  eine  Componente  nach 
der  Richtung  der  Strahlung  besitzt  [Fall  (s)]. 

Wir  suchen  also  Lösungen  der  MaxweU'schen  Gleichungen 
von  der  Form: 

£;,      E,,     M^  =  f{x)e<'^^''\ 
d.  h.  Lösungen  der  Gleichungen: 


'OK 


tVfiM^=       V[-^^^-csE, 


(3S) 


Auf  der  Seite  der  negativen  x  befinde  sich  der  Isolator 
(Luft),  auf  der  Seite  der  positiven  x  der  Leiter  (ein  Metall). 
Alle  Constanten,  welche  sich  auf  den  Isolator  bezieben,  sollen 
den  Index  0  erhalten,  die  für  den  Leiter  geltenden  ohne  Lidex 
bleiben;  dann  ist  >lo  =0,  und  i;e  ist  gegen  X  zu  vernachlässigen. 
Wir  setzen  an: 
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für  a:  <  0 
'  Mo 


für  a;  >  0 


F=^ 


'('<+»«) 


(38a) 


Diese  Ausdrücke  genügen  den  Dififerentialgleichungen,  wenn 


2 ^O/'O  „2  . 


2  — 


«•'  +  ro'=  -f^  V' ;         s^  +  r'  = 


kfiv 

y2 


(39) 


ist.  Sie  genügen  aber  der  Bedingung,  für  ;^  =  +  ex  und 
für  x  =  —  cx>,  bezw.  x  =  +  oo  zu  verschwinden,  nur  dann, 
wenn5,ro,r  Grössen  mit  positivem  imaginärem  Antheil 
bezeichnen.  Dies  sei  also  hiermit  festgesetzt.  Die  Stetig- 
keitsbedingungen für  i>/y  und  E^  an  der  Grenze  fordern: 


a 


«0 


7*0  r 

— ^  an  =  i~a 


(40) 


Solange  die  physikalischen  Voraussetzungen  zwei  Wellen  in 
dem  einen  Medium  zuliessen,  konnte  .«^  willkürlich  gewählt 
werden.    So  verfuhren  wir  im  §  2 ;  wir  nahmen  s  als  reell  und 

<;  -     an ,  und  legten  damit  den  „Einfallswinkel"  willkürlich 

fest.-  Jetzt  aber  ist  durch  die  4  Gleichungen  (39)  und  (40) 

ausser  den  Grössen   ~,  Tq,  r  auch  s  bestimmt.    Die  Be- 

rechnung  der  Grösse  «,  d.  h.  der  Ausbreitung  parallel  zur 
Grenzfläche,  bildet  in  den  folgenden  Untersuchungen  den 
wichtigsten  Theil  der  Aufgabe. 

Wir  wollen  schreiben 


und  daher 


Xfiv 


a 


a 


yl 


(O 


(41) 


20 
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Dann  wird 


*2  +  ro-^=a?^«; 


a 


a 


0  ) 


Ä^  +  r^  =  —  la 


^0  =  —  «^^ 


(39  a) 
(40a) 


Es  folgt: 


s^  {l  +  q')  =  aq    {f^  -  iq) 


(42) 


Das  Leitungsvermögen  der  reinen  Metalle  ist,  wenn  X^  das- 
jenige des  Quecksilbers  bezeichnet,  im  Mittel  x  =  lOA.  .  Mit 
dieser  Zahl  und  den  Werthen  in  Kapitel  TV,  (32)  und  (34) 
berechnet  sich 


für  V  =^ 


^•10^  sec"* 


q^. 
V4-10 


—16 


jr-10 


8 


tl 


n 


n 


n 


V4-10-" 

%  • 1 0-' 
V4-10-« 


a 


4   10-'  ^  cm-* 


fo 


+2 


4  •  10 
4  10+*  „ 
4- 10+*  . 


n 


Die  Zahlen  der  ersten  Zeile  entsp rechen  etwa  den  Wechsel- 
zahlen der  Technik;  —  die  der  zweiten  Zeile  den  schnellsten 
vor  Hertz  in  der  physikalischen  Forschung  angewandten 
Schwingungszahlen;  —  die  der  dritten  Zeile  den  Hertz'schen 
Fundamentalversuchen ;  —  die  der  letzten  Zeile  den  äussersten 
bisher  mit  elektrischen  Hülfsmitteln  erreichten  Werthen.  Wir 
benutzen  zunächst,  dass  q  stets  eine  praktisch  gegen  1  ver- 
schwindende Grösse  ist.  Es  ist  daher  mit  stets  ausreichender 
Genauigkeit: 


=  ('-!)  Kl  =  -V"«- 


l 


n 


8 


K«»?('-L^)— K««fl 


(43) 
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(43) 


Diese  Werthe  entsprechen  den  Vorzeichenbedingungen  und 
erfüllen  (40  a). 

Die  reellen  Antheile  in  (38  a)  werden  demnach 
in  der  Luft; 


iVy  =  ^  ^  .-  •  e  •  •  cos  (v <  +  A-o) 


E. 


ä    e\.co.(pt  +  ko+^) 


E^  =  -^— .  6*« .  cos  (vt  +  Ao) 

y  £o 


«4  — )/o5^.»-5j/|..-   -J-'-sK  I» 


a: 


.U 


y 


im  Metall: 


-■c  -cos  (vt  +  k) 


~^Yqf'-^e'^^o^(vt  +  k+f\ 

1/e.  f  Ua  \  4/ 


E,= — :-^ 


Y' 


fh 


£?.= 


-77^  •  o  •  e* .  cos  ( i'^  +  Ä:  +  - 


o; 


(44) 


(45) 


Diese  Gleichungen  sagen  aus :  in  keinem  der  beiden  Medien 
besteht  im  eigentlichen  Sinn  eine  „ebene  Welle";  es  besteht 
jedesmal   ein   System  von  Ebenen  gleicher  Phase   und   ein 
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System  von  Ebenen  gleicher  Amplitude,   aber  beide    fallen 
nicht  (bezw.  nicht  genau)  zusammen. 

Parallel  zur  Grenzebene  geschätzt  schreiten  in  beiden 
Medien  die  Phasen  sehr  nahe  mit  der  Geschwindigkeit  ro^, 
fort ;  gleichzeitig  findet  in  dieser  Richtung  eine  sehr  langsame 

Abnahme  der  Amplituden  statt;  auf  der  Strecke  2^  —  ,  einer 

—  nq  JL 
Wellenlänge,  sinken  sie  nämlich  nur  von  l  auf  e  f^ . 

In  der  Luft  ist  diese  Richtung  sehr  nahezu  diejenige,  in 
welcher  die  Phasen  sich  thatsächlich  ausbreiten;  denn  in  k^  ist 
der  Factor  von  x  verschwindend  gegen  den  Factor  von  x.  — 
Die  Amplituden  aber  nehmen  wesentlich  in  der  Richtung 
normal  zur  Grenze  ab;  denn  in  h^  ist  der  Factor  von  x  ver- 
schwindend gegen  den 'Factor  von  v.  Aber  auch  in  dieser 
Richtung  nehmen  sie  äusserst  langsam  ab.  Die  Tabelle  S.  452 
ergiebt  unter  anderem 


für  i;  =  Ä  .  102  gec-^    '  q  j/|  =  ca.  10"'^  Y" 


-  cm  * 


=  jr-10"    „        I  =  ca.  410"® 


»    » 


Im  Fall  eines  nicht  ferromagnetischen  Leiters  also  sinkt  die 

Amplitude  bei  der  Wechselzahl  100  erst  in  einem  Abstand 

1 
von  10**  cm  von   der  Metallplatte  auf  ~  ihres  Betrages,  — 

und  selbst  bei  der  Wechselzahl  10*^  erst  in  einem  Abstand  von 
2,5  m.  Handelt  es  sich  um  weiches  Eisen,  so  können  diese 
Entfernungen  sich  etwa  bis  auf  Vso  verringern.  —  Hiermit 
ist  das  magnetischeFeld  in  der  Luft  vollständig  beschrieben: 
für  das  elektrischeFeldkommt  noch  die  Richtung  in  Frage. 

Das  Verhältniss  der  Amplituden  von  JE^^  und  E^,  ist  nur  f    q~\ 

d.  h.  die  elektrischen  Elraftlinien  stehen  in  der  Luft  fast 
genau  senkrecht  auf  der  Grenzfläche.  —  Die  Strahlung  also, 
welche  normal  zu  M  und  E  gerichtet  ist,  erfolgt  merklich 
parallel  zur  Grenzebene. 

Im  Metall  schreiten  die  Phasen  sehr  nahe  normal  zur 
Grenze  fort,  und  auch  die  Amplituden  nehmen  in  dieser  Rieh- 
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tung  ab ;  denn  sowohl  in  k  wie  in  h  ist  der  Factor  von  x  ver- 
schwindend gegen  den  Factor  von  x.  —  Die  Amplitudenab- 
nahme kann  je  nach  der  Schwingungszahl  mit  massiger  oder 
mit  ausserordentlich  grosser  Geschwindigkeit  erfolgen;  es  ist  für 


,;  =  :^  .  10^  sec""^         ^  ^  =  ca.  0,5      y    ^ 


cm  * 


=  jr .  10"    „  !  =  ca.  15000        „        „ 

In   nicht-feri'omagnetischen  Metallen  also  sinken  die  Ampli- 

tuden  auf    -   ihres   Oberflächenwerthes    im    ersten   Fall    bei 

e 

einer  Tiefe   von  2  cm,   im   zweiten  Fall   bei   einer  Tiefe  von 
-^  cm;  im  Eisen  erfolgt  die  Abnahme  schneller.    Das  Ver- 

hältniss  der  Amplituden  von  E^  und  E^^  ist  nur  y   q    -  ]  d.  h. 

die  elektrischen  Kraftlinien  sind  im  Metall  fast  genau  parallel 
der  Grenzfläche;  sie  erleiden  also  beim  Uebergang  von  der 
Luft  ins  Metall  eine  Knickung  um  fast  einen  rechten  Winkel.  — 
Die  Strahlung,  welche  in  der  Luft  nahezu  streifend  auf  die 
Metalloberfläche  gefallen  war,  setzt  sich  im  Innern  nahezu 
normal  zur  Obei-fläche  fort.  — 

Wenn  wir  davon  absehen,  wie  sich  das  Feld  parallel 
zur  Grenzebene  ausbreitet,  —  wenn  wir  also  nur  die  Ver- 
theilung  in  einer  Ebene  z  =  const.  ins  Auge  fassen,  so  lässt 
sich  das  gesagte  in  zwei  einfachen  Bemerkungen  zusammen- 
fassen, welche  sich  in  der  Folge  nützlich  erweisen  werden: 

Erstens:  im  Metall  ist  das  elektromagnetische  Feld 
zwar  abhängig  von  %^  aber  trotzdem  innerhalb  jeder  Ebene 
-  =  const.  so  vertheilt,  als  ob  die  Strömung  unabhängig 
von  %  wäre.  In  der  That  würde  durch  diese  Annahme  die 
Gleichung 

«2  +  r^  =  —  la 

verwandelt  werden  in: 

r2  =  —  ^a ,  (46) 

und  dies  würde  denjenigen  Werth  von  r  und  somit  diejenige 


456 


Zwei  ebene 


[Kap.  VIL 


Abhängigkeit  der  Feldgrössen  von  x  ergeben,  welche  wir  als 
eine  stets  genügende  Annäherung  gefunden  haben. 

Zweitens:  In  der  Luft  ist  das  Feld  bis  auf  grosse  Ent- 
fernungen X  von  der  Leiteroberfläche  merklich  unabhängig  von  x. 


I 


-  -  « 


Wir  wollen  jetzt  einen  weiteren  Schritt  zur  Annäherung 
an  thatsächliche   Versuchsanordnungen  machen.     Die  Dicke 

der  Metallplatte  muss  endlich 
sein;  sie  heisse  /.  Es  muss 
aber  auch  fiir  den  Strom  in 
der  Platte  eine  Rückleitung 
vorhanden  sein,  und  die  Lage 
dieses  zweiten  Leiters  muss 
gegeben  sein,  damit  das  Pro- 
— ->  A  blem  definirt  sei.  Er  werde 
gebildet  von  einer,  der  ersten 
gleichen  und  parallelen  Metall- 
platte im  Abstände  2A-.  Die 
Mittelebene  soll  jetzt  als  yx- 
i  Ebene    gewählt   werden    (vgl. 

Fig.  49.  Fig.  49).   Wir  suchen  ein  Feld, 

welches  zu  dieser  Ebene  svm- 
metrisch  ist  in  der  Weise,  dass  zu  gegebener  Zeit  imd  in 
gegebener  Schicht  die  Strömung  stets  nach  +  ;c  in  der  einen, 
nach  —  »in  der  anderen  Platte  geht.  Wir  setzen  als  Losung 
von  (38)  an: 


K 


F  =  e»(»'<+»*) . 


für  —  k<^x<i-\'  k: 


M  = 


(6- V  ^_  e— '.«) .  j. 


Vn 


*  reo 


Er=- 


(e"-^  _|.  e— '«^ . /.• 


(47) 
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fürA:<.r<(Ä:  +  /): 


9 


Vs 


trx 


Be^'^'F 


/j;^  =  -  e  y  (Ac'"''  +  Br''^  •  F 


für 

—  Ä;>a:>  — (/c  +  Z) 

das  gleiche;  nur  —  r 

statt  r! 


'^y- 


für  (k  +  /)<a'<  +  c3c: 
Ce""*"" .  F 
Vn 


E.^ 


Vs 


E,  -=  —  -  -  Ce"»' .  i^ 


für 

das  gleiche ;  nur  —  r^ 
statt  Tq  ! 


(47) 


Diese  Ausdrücke  ergeben  die  verlangte  Symmetrie.  Sie  ge- 
nügen den  Gleichungen  (3S),  also  auch  (J")  (K"),  wenn 
wieder  ist 


8^  H-  ^0^  =  «^  -'' ;      5'^  +  r 


2  


*«, 


(48) 


wo  a  und  7  durch  (41)  definirt  sind.  Sie  verschwinden,  wie 
verlangt  wird,  für  j-  =  -i-  cc  und  für  z-=^  -{-  ocy  wenn  Vq  und  s 
positiven  imaginären  Theil  besitzen;  das  gleiche  wollen  wir 
für  r  festsetzen.  Sie  genügen  endlich  den  Stetigkeitsbeding- 
ungen für  J^  =  +  k  und  j-  =^  -f  {k  +  /) ,  wenn  die  folgenden 
Gleichungen  erfüllt  sind: 


6 


ifJi 


.— «r«t 


irk 


+  e~'"«*=^e'™+ße 


-ir* 


Ge 


".(t+O^^g-rtt+O 


+  J3ö 


— r(fc+0 


(49) 

(50) 

(51) 
(52) 


Aus  (51)  und  (52)  folgt: 


(.  -  „  ;) .. ' 


(t+O 


+  (l  +  t7-)ße-""<*+''  =0.      (53) 
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Die  Elimination  von  A  und  B  aus  (49)  (50)  und  (53)  ergiebt: 


2r/ 


e 


+1     '■«o+'vj-O-O«" 


Aus  den  drei  Gleichungen  (48)  und  (54)  wären  r^^  r^  s 
zu  bestimmen.  (Dann  folgen  sofort  A^  B,  C)  Die  directe 
Auflösung  ist  nicht  möglich;  zu  einer  brauchbaren  Xäherunfr 
aber  gelangen  wir  durch  die  folgenden  Bemerkungen: 

Wenn  i;  verschwindend  klein  ist,  so  erhält  man  aus  der 
zweiten  der  Gleichungen  (38)  für  jeden  der  drei  Lufträume: 

-    y  =  0,   also   M„  =  0   überall  auf  der  Aussenseite  der 

Ix  ^ 

Platten,  da  es  ja  =  0  sein  muss  für  x  =  +  oc.  Ist  andrerseits 
V  gross,  so  kann  man  aus  der  vorigen  Aufgabe  (s.  S.  455) 
entnehmen,  dass  eine  aus  dem  Zwischenraum  auf  die  Platten 
fallende  Strahlung  die  Aussenränder  derselben  nicht  mit  merk- 
licher Stärke  erreicht.  Man  kann  daher  erwarten,  dass  stets 
eine  Lösung  existirt,   für  welche   das  Feld  im  Aussenraum 

verschwindet.  Das  bedeutet  nach  (47):  die  Grösse  C  -  e"«^*+'^' 
ist  sehr  klein,  also  nach  (51)  und  (53): 

iq  —  sehr  klein.  Annahme  («) 

Es  ist  nicht  gesagt,  dass  dies  die  einzige  Lösung  unserer 
Gleichungen  sei.  Es  wird  eine  andere  existiren,  in  welcher 
von  der  Aussenseite  her  die  Strahlung  auf  die  Platten 
trifft.  Diese  also  schliessen  wir  durch  unsere  Annahme  {«) 
aus;  wir  behandeln  eine  Strahlung,  und  auch  nur  diese 
interessirt  uns,  deren  Quelle  bei  x  =  —  oo,  a;  =  0  anzu- 
nehmen ist.  —  Wir  entnehmen  aus  der  vorigen  Aufgabe  ferner 
(s.  S.  455 f.),  dass  für  das  Metall  voraussichtlich 

sehr  nahe  r^  =  —  e«,  Annahme  (ß) 

und  für  den  Luftzwischenraum 

kr^  sehr  klein  Annahme  (7) 

sein  wird. 
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Wir  wollen  diese  Annahmen  versuchsweise  in  die  Rech- 
nung einführen;  an  den  Resultaten  ist  dann  zu  prüfen,  ob 
sie  erlaubt  waren. 

Führt  man  den  Werth  von  r  aus  (/9)  in  (a)  ein,  so  kommt: 

-  «   sehr  klein.  («') 


r  2 


Aus  (48)  folgt  femer 


r^  —  r^^  =  --  la  —  "-  qa. 

also,  da  q  stets  sehr  klein,  merklich 

=  —  id. 
Demnach  bedeutet  (/?): 

-^-^  sehr  klein.  m 

a  ^    ' 

Durch  (a)j  (/?'),  (7)  wird  die  Berechtigung  unserer  Annahme 
an  den  nun  zu  findenden  Werth  von  tq  geknüpft. 
Mittels  (a)  und  (7)  folgt  aus  (54): 

i2rQk  r  1  +  e**'"' 

oder  qr  ^+_e^ 

k  1  _  e'^ri 


ro'^^r-'^^r  (55) 


Hier  ist  r  =  («  —  1)  1/  |^  aus  (ß)  einzusetzen. 

Ist  nun    a)   2/1^^    klein,   so   wird   der  Bruch  in  (55): 


— «— ,,  also 
i2rr 


ro2  =  £|-^.  (55a) 


Ist  b)  2/1/      gross,  so  wird  der  Bruch:  +  1,  also 


~0 


n--c-)fKf-  p^") 
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Demnach  lauten  die  zu  verificirenden  Annahmen, 

wenn  l^ a  klein: 

wenn  l^a  gross: 

(a,)                        qakl  klein 

^y^*/;  klein 

(«2) 

(A)                       /,,     klein 

-^   -  klein 

(A* 

(/i)                       ^  1    tlein 

q'^~ä-k  klein. 

(rj) 

(«,)  und  («2)  sind  befriedigt,  wenn  q^a-k  klein  ist;  das  er- 
fordert (im  Fall  von  nicht-ferromagnetischen  Platten)    selbst 

für  die  Wechselzahl  nur,  dass  k  klein  sei  gegen  100  km. 

sec  °  ° 

—   und   für  die  extreme  Wechselzahl ,  dass  k  klein  sei 

sec 

gegen  2  m. 

(ft)  fordert,  dass,  unabhängig  von  der  Wechselzahl,  kl 

gross  sei  gegen  10"^*  cm* ;  (^92)  fordert  selbst  für  die  höchsten 

Wechselzahlen  nur,  dass  k  gross  sei  gegen  10""^^  cm. 

(/,)  verlangt  selbst  für  die  grössten  v  nur,  dass  k  klein 
sei  gegen  10^/;  (72)  endlich  verlangt  das  gleiche  wie  (cj). 

Zusammengefasst:  es  ist  praktisch  nahezu  —  und  ab- 
gesehen von  den  extrem  hohen  Wechselzahlen  vollkommen 
unmöglich,  die  Bedingungen  zu  verletzen.  Unsere  Lösung 
(55)  bietet  daher  stets  eine  gute  Näherung.  — 

Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Näherung.  Aus  (48)  und 
(55)  folgt: 

>>' - -1%  -  n\^l^v  (56) 

insbesondere, 

a)  wenn  l'^ a  klein  ist: 

b)  wenn  l'^a  gross  ist: 

«.=„,a_(,_i)|^.  (56b) 
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Bei  gegebener  Anordnung  ändert  sich  also  mit  steigender 
Wechselzahl  vollkommen  der  Charakter  der  Function,  welche 
s,  d.  h.  die  Ausbreitungsform  der  Wellen,  durch  Wechselzahl 
und  geometrisch-physikalische  Daten  ausdrückt. 

(a.)  Es  sei  v  so  klein,  dass  nicht  nur  Pa,  sondern  auch 
1:la-~  eine  sehr  kleine  Zahl  ist;  dann  folgt  aus  (56a): 

also 


« 


-  -  K4 + '  Viu         ("•) 


(b,)  Es  sei  v  so  gross,  dass  l^a  und  zugleich  k^a    - 
sehr  grosse  Zahlen  sind;  dann  folgt  aus  (5Gb): 


s 


'-v^%[-^'->->uyi\ 


if'+^+'iK^i.      <"^) 


oder 


(J  =  ,   -  -  r    n     eine  sehr  kleine  Zahl. 
k   Uaf     8 « 


wo 

Schreiben  wir  allgemein 

«  =  —  m  -\-  ip , 

so  haben  alle  Feldgrössen  die  Ponn 

Ae"^^  cos  {pt  —  w.r  +  &) , 
wo  A  und   d-  nur  noch  Functionen  von  x  sind.     Es  ist  also 
-    die   Geschwindigkeit,   mit  welcher  sich  die  Phasen  längs 

den  Platten   ausbreiten,   lind    -   die  längs   den  Platten   ge- 
messene Strecke,   auf  welcher   die  Amplituden  von  1  auf 
fallen. 
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Unsere  Gleichungen  zeigen  demnach  (dsLq  =  -^)' 

(a,)  für  sehr  langsame  Oscülationen  sind  m  und  p  pro- 
portional mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Wechselzahl.  Beide 
hängen  ausserdem  nicht  nur  von  den  physikalischen  Constanten 
der  beiden  Medien,  sondern  auch  von  den  geometrischen 
Daten  ab.  —  Es  ist  temer  p  =  m.  Dadurch  ist  aber  die 
besondere  Form  der  Wellenfortpflanzung  charakterisirt,  welche 
für  einen  „vollkommenen  Leiter"  gilt  (s.  §  2,  S.  433)  und 
welche  zugleich  der  Ausbreitung  der  Temperaturen  durch 
Wärmeleitung  eigenthümlich  ist. 

(b, )  für  sehr  schnelle  Oscillationen  nähert  sich  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit dem  festen  Werth  a?^,  welcher  völlig 
bestimmt  ist  durch  die  physikalischen  Constanten  des  Isola- 
tors, und  gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Wellen  im  unbegrenzten  Isolator  ausbreiten. 

Es  sei  etwa  die  Plattendicke  /  =  0,1  cm,  der  Platten- 
abstand  2^  =  10  cm;   dann  ist   [vgl.   Tabelle  ^.  452]   (56a) 

brauchbar  über  i;  =  jr*  100sec~^  hinaus,  und  auch  (57  a)  giebt 
für  dieses  v  noch  eine  Näherung.    Die  Bedingungen  für  (57  b) 

andererseits   sind   erfüllt  etwa  von  v  =  Jt'  10' sec~^  an.    Es 
ergiebt  sich  in  runden  Zahlen: 


für  p 


jt 


JC'  100 


sec 


»> 


3t  .  10'       „ 


jrlO^^   „ 


V 

m 


cm 


2-109 

sec 

2-  10^\, 


310^«,, 


3.  101%, 


—9 


1,5  •  10 


1 
cm 


1,5  •  10 


—8 


J5 


^       PO 

3.5 . 1«-K^  „ 


Aus  der  Tabelle  ist  u.  A.  ersichtlich,  wie  die  Absorption 
(für  die  Längeneinheit  berechnet)  mit  steigender  Wechsel- 
zahl zunimmt.  Wenn  es  sich  nun  nicht  um  einfach  harmonische, 
sondern  um  beliebige  Functionen  der  Zeit  handelt,   so 
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kimnen  wir  irgend  eine  der  Feldgrössen  an  einer  beliebigen 
Stelle  des  Raumes  als  Function  der  Zeit  in  eine  Pourier'sche 
Reihe  entwickelt  denken.  Einem  jeden  Glied  der  Reihe  sind 
dann  durch  unsere  Gleichungen  bestimmte  Werthe  aller  Feld- 
grössen an  allen  Punkten  zugeordnet,  und  zwar  sind  sie  durch- 
weg einfach  harmonische  Functionen  der  Zeit  von  gleicher 
Periode.  Die  Summation  aller  Glieder  ergiebt  in  jedem  Punkt 
das  vollständige  Feld.  Die  obige  Bemerkung  zeigt  nun,  dass 
je  weiter  man  sich  von  der  Strahlungsquelle  entfernt,  umso- 
iiiehr  die  Glieder  höherer  Ordnungszahl  gegen  die  Anfangs- 
glieder zurücktreten.  In  genügend  grosser  Entfernung  werden 
also  nur  noch  die  Glieder  merklich  sein,  welche  kleinen 
Werthen  von  v  entsprechen,  und  für  welche  daher  s  durch 
die  Gleichung  (57  a)  bestimmt  ist.  Die  Feldgrössen  werden 
dann  in  ihrer  Abhängigkeit  von  z  und  t  dargestellt  durch 
einen  Ausdinick  von  der  Form: 


WO  a2=    ^ 


Dieses  X  genügt  der  Differentialgleichung: 


Es  ist  völlig  bestimmt  durch  diese  Gleichung,  sobald  noch 
für  i  =^  0  die  Werthe  von  X  für  jedes  x  vorgeschrieben  werden. 
Nun  ist  eine  Lösung  von  (58): 

X;=  V^ltfy^ißU~^"~^^''^'  ■  dß,  (58a) 


00 


wo    J/'  eine   belielnge  Function    seines    Arguments    bedeuten 
soll,  —  und  diese  Lösung  geht  für  <  =  0  über  in 

X,^,  =  ir(x).  (58b) 
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(Das  erstere  folgt  daraus,  dass 


der  Differentialgleichung  (5S)  genügt,  wie  leicht  zu  verificiren 

ist.   Die  Gleichung  (58b)  folgt,  indem  man  ^,  =  {ß — x)  y    ^' 
als  Integrationsvariable  einführt,  und  beachtet,  dass 


OD 


ist.) 

Es  sind  daher  durch  (58  a)  die  Werthe  von  X  für  den 
Moment  <  bestimmt,  wenn  sie  für  /=0  willkürlich  gemäss 
(58b)  gegeben  sind  (vgl.  für  das  folgende  §  1,  S.  422  f.).  Zu 
den  Werthen  X^  ^  tragen   die  Anfangswerthe    aller    Punkte 

bei,  aber  mit  verschiedenem  „Gewicht"  ^(/i,().  Sei  zui'Zeit  /  =  ü 
etwa  nur  im  Punkte  ;t=  0  die  Function  \f'{x)  von  Null  verschie- 
den, dann  läuft  über  jeden  Punkt  x^  eine  Welle  hin,  deren  Höhe 

proportional   ist   mit  y  ~  r,c>  ^'  und  welche  ihre   maxi- 

male Höhe  daher  zur  Zeit 


2o2 


erreicht. 

Dies  ist  die  Form,  in  welcher  nach  dem  Fourier'schen 
Gesetz  der  Wärmeleitung  sich  eine  Temperatur  welle  in 
der  Richtung  %  ausbreitet.  Wir  können  daher  unser  Resultat 
so  aussprechen:  bei  der  vorausgesetzten  Anord^ung  der  Leiter 
breitet  sich  in  grosser  Entfernung  von  der  Strahlungs- 
quelle die  elektromagnetische  Strahlung  nach  den  Gesetzen 
der  Wärmeleitung  aus. 

Die  bisherigen  Bemerkungen  betrafen  die  Abhängigkeit 
der  Feldgrössen  von  x,  AVir  wollen  jetzt  die  Vertheilung  des 
Feldes  in  einem  zu  %  normalen  Querschnitt  betrachten: 
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Vertheüimg  des  Feldes  im  Querschnitt. 
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Mittels  (/)  ergeben  (49)  und  (50): 

2  =  Ae''^  +  Ä—"* 


9r 


Be^"', 


und  hieraus  folgt  mittels  (55): 


—»ri 


A  = 


2e 


1—e' 


2W  » 


B=  — 


2g.r(2/  +  fc) 


1— C* 


2rt 


Mit  diesen  Werthen  erhalten  wir  zunächst  aus  (47): 

M^  =  2F    für    x  =  k, 
M^  =  0       für    x  =  k  +  l. 

Nun  ist  im  Metall  [s.  (38)]: 

Bezeichnen  wir  also  für  die  Platte  auf  Seite  der  positiven  x 
den  Gesammtstrom,  welcher  in  einem  Streifen  von  der,  parallel 
zu  y  gemessenen,  Breite  1  nach  +  x  fliesst,  durch  y,  so  wird 


oder 


j  =  const.  6'<''+'*>. 


(59) 


Indem  wir  nun  durchweg  J  an  Stelle  von —  V'2F  einführen, 
erhalten  wir  aus  (47): 

für  —  k<ix<i-{-  k,  d.  h.  zwischen  den  Platten: 


y  V 


fi  -- 


.     8 


(60) 


Cohn,  elektromagn.  Feld. 
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für  k  <C.  X  <C  (k  -\-  l) ,  d.  h.  in  der  Platte  auf  Seite  der 
positiven  r,  in  welcher  der  Strom^  zu  positiven^  gekt : 

j        1 


»'v  = 


A\  = 


^;= 


Vi 


e 


i,irl  [^ 


ir(x—k) 


—  e 


ir  (21+ ik—x) 


ir 


[e 


«r(r-A) 


k  1  _  e'«"  ^^         +  ' 


ir(il+k—r) 


] 


] 


18 


;i  1  —  -*2W 


6 


[« 


.r(j-— *)  tr(2/4-ik— X) 


—  e 


1 


(.-i)K°r 


ausserhalb  der  Platten  ein  yerschwindendes  Feld. 
In  der  Platte  folgt  im  besonderen 

a)  wenn  /y^a,  also  auch  Mod  {rt)  klein  ist: 


M^- 

j  k  +  l       X 
V          l 

K- 

i  1  +  tri 
X        l 

Er- 

j      k  +  l  —  X 

{ 


('6<n 


b)  wenn  ly^a  gross,  also  Mod  (e"*')  sehr  klein  ist 


M,- 

r    "^ 

K- 

^tr-e"«*-*) 

K- 

/„.,-(-*) 

E 


Im  Fall  b)  ist  Mod  (  ,^^  j  =  Mod  (^  j,  und  dies  ist  nach 
(ß)  und  (48)  verschwindend  klein.  Im  Fall  a)  ist  der  Maximal- 
werth  von  Mod  (  J]  =  Mod  (sf)  und  dies  ist  verschwindend 
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klein  gegen  Mod  (r/),  welches  selbst  klein  sein  soll.  Stets  also 
ist  die  Strömung  in  der  Platte  nahezu  parallel  der 
Grenzfläche.  Im  Fall  a)  aber  erfüllt  die  Strömung  nahezu 
gleichmässig  den  Querschnitt  der  Platte,  während  sie  im 
Fall  b)  nur  in  einen  kleinen  Bruchtheil  der  Dicke  merklich 
eindringt. 

In   der  Luft  ist   das   elektrische  Feld   nahezu   normal 
zur  Platte.     Es   ist  nämlich   Mod  [  ^^\  =  Mod  h-] ,    also 

höchstens  =Modf-^  j  und  dies  ist  stets  sehr  klein.    Denn 
wenn  v  klein  ist,  so  ist 


s 


'  =  -^ir     ^o^  =  .^.alsoMod('^)  =  j/,j; 


und  wenn  v  gross  ist: 


.,2_^ 


>,.     ..'-(.-.)i^^«,.l,oModC-^')-^^,£ 


Die  Energie  wandert  also  im  Luft-Zwischenraum  parallel 
zu  den  Platten,  wendet  dann  plötzlich  an  der  Grenze,  um 
normal  in  die  Platten  einzudringen,  durchsetzt  aber  nur  für 
kleine  v  vollständig  die  Platten,  während  sie  für  sehr  grosse  p 
nur  eine  Oberflächenschicht  von  verschwindender  Dicke  er- 
fasst.  Die  Strahlung  ist  also  für  kleine  v  ein  Vorgang  in 
der  Luft  und  im  Leiter.  Für  sehr  grosse  p  aber  ist  sie  ein 
Vorgang  im  Dielektricum:  die  Wellen  umspielen  die 
Leiter,  welche  ihnen  lediglich  als  Führung  dienen.  — 

Die  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  in  folgenden 
Sätzen  zusammenfassen,  aus  welchen  die  physikalische 
Bedeutung  unserer  Näherung  erkennbar  wird: 

1)  Die  Strömung,  obwohl  von  Querschnitt  zu  Quer- 
schnitt veränderlich,  ist  gleichwohl  innerhalb  eines  jeden 
Querschnittes  «  =  const.  so  vertheilt,  als  ob  sie  in  allen 
Querschnitten  die  gleiche,  jede  Stromlinie  also  geschlossen, 
die  Strömung  „quasistationär"  wäre. 
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2)  Das  magnetische  Feld  in  einem  bestimmten  Quer- 
schnitt des  Isolators  leitet  sich  in  jedem  Moment  aus  der 
in  diesem  Querschnitt  vorhandenen  Strömung  ebenso  ab,  al? 
wäre  die  gleiche  Strömung  in  allen  Querschnitten  vorhandec 
und  stationär. 

3)  Das  elektrische  Feld  in  einem  bestimmten  Quer- 
schnitt des  Isolators  leitet  sich  in  jedem  Moment  aus  der  in 
diesem  Querschnitt  auf  den  Leiteroberflächen  vorhandenen  Elek- 
tricitätsvertheilung  ebenso  ab,  als  wäre  die  gleiche  elektrische 
Dichte  in  allen  Querschnitten  vorhanden  und  stationär. 

4)  Die  Beziehung  zwischen  Strömung  und  elektrischer 
Dichte  ist  durch  die  „Continuitätsgleichung"  der  Elektricitäi 
gegeben. 

5)  Die  Abhängigkeit  der  Feldgrössen  von  z  ist  durch  das 
Inductionsgesetz  gegeben.  — 

Wir  wollen  zeigen,  dass  aus  diesem  Ansatz  in  der  That 
alle  Grössen  mit  dem  gleichen  Grade  der  Näherung  richtig 
gefunden  werden,  wie  oben: 

Wir  suchen  Lösungen  der  MaxwelPschen  Gleichungen, 
für  welche 

^«  =  ^/.  =  ^,  =  o,     j^-  =  o,    i  =  .. 

ist.  Die  Annahme  unter  l)  bedeutet,  dass  weiter  bei  der  Berech- 
nung des  Feldes  im  Leiterquerschnitt    —  =  0  gesetzt  werden 

soll.    Es  folgen  daher  aus  den  Gleichungen  (J")  (K")  für  das 
Innere  der  Metallplatten  an  Stelle  von  (38)  die  Gleichungen 

^^  =  0  (6la) 


IE. 


* 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich: 


8  3.] 


des  Näherungsverfahrens. 
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Weiter: 


.V. 


y 


irx     ,     T    — irx 

ae      +  06 
iVr 


E^  =  •-^  (ae*"  —  66-*") 


.2 


ta. 


(62) 


Die  Annahme  unter  2)  ergiebt  für  jeden  der  drei  Lufträume: 

Da  nun   das  Feld  Null  sein  muss   für  x  =  4-  oo ,   so   folgt 
zunächst 

iJI^  =  0  für  die  beiden  Aussenräume; 

also  auch  M^  =  0  für  die  äusseren  Leiteroberflächen.    Führt 
man  wiederum  ein: 


'r 


V'  M 


so  entstehen  aus  (62)  die  Gleichungen 


y(x  =  k)^ 


V  1~ 


^  «^         rjr  (x-k)  ^  ^ir  («/+  k-xh 


K  =  —  Y   4~~    '^rl   [^ 

^    1  — e 


r^  =  —  la 


+  e 


(61b) 


gültig  für  die  positive  Metallplatte. " 

Für  den  Querschnitt  des  Luftzwischenraiuns  aber  folgt 


4 

iJT  =  —  i_  =  const. 
y  Y 


(63  a) 


Die  Annahme  unter  3)  ergiebt  für  den  Luftraum 


£.=  0 


(63  b) 
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E^  =  const.  =  — 


fo 


f64i 


wenn  o  die  elektrische  Dichte  auf  der  Innenseite  der  positJTeii 
Platte  in  dem  betrachteten  Querschnitt  bezeichnet. 

4)  Die  „Continuitätsgleichung  der  Elektricität** 

he, 


r  de. 


angewandt    auf   ein   aus   der  positiven  Platte   geschnittenes 
Prisma  mit  den  Kanten  Z,  d^=  1  und  dzy  liefert: 


oder 


-^x- 


Öjf  öö 


{65j 


5)  Das  Inductionsgesetz  (J ) 


d 


^  ffiMydS  =  —  F  fs^ds , 


V 

ö 


f 


Fig.  60. 


angewandt   auf  das  Rechteck 
(s.  Fig.  50)  ab  cd  mit  den  Kan- 
ten da  ==  dz,  ab  =  2k,    liefert 
nach  (63a)  und  (64),  da  y  die  negative  Normale  des   Um- 
laufs ab  cd  ist: 


i^ii"*— " 


^0  *  ^0  ' 


oder 


-W  it  =  -  ^z  ~  2k  ^^- ^+^  -^  ^^  ^   ^J- 


Hier  bezeichnen  E^  (+)  und  J5/^  (— )  die  Werthe  von  E^  am 
Rande  der  positiven  bezw.  negativen  Platte ,  also  für  a:  =  Ä 
bezw.  a;  =  —  k.  Beide  sind  entgegengesetzt  gleich;  ^.  (+) 
ist  aus  (61b)  zu  entnehmen.  Diiferenzirt  man  nach  t^  so 
folgt  wegen  (65): 
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N&herangsTer&lirena.  —  Ein  Hfllfssatz. 
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Ist  nun,  wie  vorausgesetzt  wurde, 

>  =  /•(*)•«'" 
SO  bedeutet  dies: 


Daraus: 


wo 


8 


72 


A  Ä  1 


2r< 
2fi 


Endlich  folgt  aus  (64)  (65)  (67): 


(66) 


(67) 


(68) 


(63  c) 


gültig  für  den  Luftzwischenraum. 

In  (61)  (63)  (67)  (68)  ist  das  Feld  vollständig  wieder- 
gefunden in  Uebereinstimmung  mit  den  früheren  Gleichungen 
(60)  (59)  (56).     Wir  haben  lediglich  für  E^  in  der  Luft  und 

für   Ej.  im   Metall   den  Werth  Null   erhalten  an  Stelle  der 

gegen  die  andere  Componente  verschwindenden  Werthe,  welche 
in  (60)  aufgeführt  sind. 


Wir  wollen  nun  das  soeben  angewandte  Verfahren  zu 
verallgemeinem  suchen.  Wir  beweisen  zu  diesem  Zweck  zu- 
nächst einen  Hülfssatz. 

Zwei  parallele,  unendlich  lange,  sehr  dünnwandige  Hohl- 
cylinder  von  beliebig  geformter  Umfangslinie  seien 

a)  elektrostatisch  entgegengesetzt  geladen;  sie  seien 

b)  stationär  in  entgegengesetzter  Richtung  vom  gleichen 
Strom  durchflössen,  und  zwar  sei  die  Wandstärke  überall  so 
gewählt  y   dass  das  magnetische  Feld  im  Hohlraum  Null  ist. 
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Dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

a)  Die  Wandstärke,  und  somit  die  Strömung  /  für  die 
Längeneinheit  des  Umfangs  in  b)  ist  proportional  der  elektri- 
schen Dichte  öf  in  a); 

ß)  das  magnetische  Feld  in  b)  ist  überall  normal  zum 
elektrischen  Feld  in  a),  insbesondere  also  am  Rande  tangen- 
tial zu  den  Oylinderoberflächen,  —  und  dem  Zahlwerth  nach 
ihm  proportional; 

y)  wenn  c  die  Capacität  der  statisch  geladenen  und  P 
den  Selbstinductionscoefficienten  der  stationär  durchströmten 
Cylinder  bezeichnet,  je  für  die  Längeneinheit  berechnet,  so  ist 

Beweis:  Es  mögen  S  und  S  die  beiden  zu  «  parallelen 
Cylinderflächen  sein;  die  ümfangslinien,  positiv  gerechnet  im 
positiven  Umlauf  um  «,  seien  mit  l  bezeichnet,  die  in  den 
äusseren  Isolator  hinein  errichteten  Normalen  mit  N.    Auf  der 

-f  + 

Längeneinheit  von  S  sei  die  Ladung  e;  durch  S  fliesse  nach 

+  z   der  Strom  i.     Die   Grössen  e  und  i  seien  willkürlich 

gegeben. 

Das  Feld  E  in  a)  genügt  dann  folgenden  Bedingungen, 
durch  die  es  eindeutig  bestimmt  ist: 

in  den  Hohlräumen:     E     =0; 
im  Aussenraum:  £^    =0, 

iE.,       lE^ 
öl/         öa;  * 

IE        iE 

ix   ^  iy        "' 


an  S:  sl  Ej^cU 


JE^^ 


o 


an  Ä:  ei  E^dl  =  —  e. 


O 
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Das    Feld    E    sei    diesen    Bedingungen    entsprechend    be- 
stimmt. — 

Das  Feld  M  in  b)  muss  folgenden  Bedingungen  genügen : 

in  den  Hohlräumen:     M    =0; 
im  Aussenraum:  M^   =0, 

ix    ^    ^^/         "' 

-    -  —     ■  =  0* 

+ 
an  S:  VI  M,dl 


'j"- 


O 


an  S:  vfMidl^-  i, 

O 

Diese  Bedingungen  bestimmen  es  eindeutig.  (Der  Beweis 
ist  nach  bekanntem  Muster  leicht  zu  führen.)  Den  Be- 
dingungen aber  genügt  das  folgende  Feld: 

M^  =  -  ^^  ßy ,         My  =  +  y^  E^ ,        (woraus  M^  =  y^  E^^) 

wie  sich  durch  Einsetzen  und  Anwendung  der  Gleichungen 
des  Falles  a)  sofort  ergiebt. 

Durch  diese  Ausdrücke,  ist  zunächst  der  Satz  unter  ß) 
direct  ausgesprochen.  Denken  wir  femer  einen  Umlauf  aus- 
geführt um  ein  Querschnittselement  der  Röhre,  dessen  Seiten 
gleich  dl  bezw.  gleich  der  verschwindenden  Wandstärke  sind, 
so  giebt  die  Gleichung 

vjM^ds=fA^dS, 

o 

da  auf  der  Innenseite  itf  =  0  ist: 

VM^dl  -j-  Glieder  höherer  Ordnung  ==jdl  oder 
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Andererseits  isi  o  =  e  Äy.    Also  wird 

ö        e  ' 

womit  der  Satz  unter  a)  bewiesen  ist. 

Sei  endlich  (vgl.  Fig.  50,  S.  470)  abcd  ein  an  die  beiden 
Cy linder  angeheftetes  Band  von.  der  Breite  Eins,  der  Fläche  Sq, 
der  Randlinie  s.  Dann  sind  c  und  P  definirt  durch  die 
Gleichungen 


f 


l=IE,d8 


VPi  =^  /  fiM^  dSo  ,    wo 

dSo  =  ds  und  N  X  f^^- 

(Der  Ausdruck  für  P  folgt,  wie  S.  295,  297,  da  das  Feld 
M  innerhalb  der  Hohlcylinder  Null  ist  und  die  Oberfläche 
der  Leiter  von  Kraftlinien  gebildet  wird.)    Da  nun 

80  folgt  endlich  auch  die  Gleichung  (69)  unter  /). 

An  Stelle  der  dünnwandigen  Röhren  von  vorgeschriebener 
Vertheilung  der  Wandstärke  denken  wir  uns  jetzt  Voll- 
ey linder,  an  Stelle  der  stationären  eine  beliebig  variable 
Strömung.  Wir  haben  dann  eine  andere  Vertheilung  der 
Strömung,  als  bisher  vorausgesetzt  wurde,  und  diese  Ver- 
theilung hängt  von  der  Schnelligkeit  der  Stromschwankungen 
ab.  Das  magnetische  Feld  wollen  wir  aus  der  Strömung  stet« 
so  berechnen,  als  wenn  diese  stationär  wäre.  Die  Strom- 
vertheilung  hat  dann  unter  allen  Umständen  wesentlichen 
Einfluss  auf  das  Feld  im  Innern  der  Leiter.  Im  Aussen- 
raum  aber  bleibt  das  Feld  unabhängig  von  der  Stromver- 
theilung,  also  unabhängig  von  der  Schwingungszahl  und  über- 
einstimmend mit  dem  Felde  unseres  Hülfssatzes,  erstens,  wenn 
die  beiden  Leiter  coaxialeKreiscy linder  sind;  denn  die  Strömung 
ist  dann  stets  symmetrisch  um  die  Axe  vertheilt,  und  das  äussere 
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Feld  nur  abhängig  vom  Gesamintstrom.  (Einen  speciellen  Fall 
bilden  die  ebenen  Platten  unserer  bisherigen  Anordnung;  die 
gemeinsame  Cylinderaxe  liegt  dann  bei  x  =  oo.)  Es  bleibt 
zweitens  nahezu  unabhängig  von  der  Stromvertheilung,  wenn 
die  Querschnittsdimensionen  der  Cylinder  sehr  klein  sind 
gegen  ihren  Abstand. 

Wir  setzen  im  folgenden  voraus,  dass  die  Cylinder  der  einen 
oder  anderen  der  genannten  geometrischen  Bedingungen  ge- 
nügen. Dann  gilt  also  unser  Hülfssatz  und  insbesondere  die 
Gleichung  (69)  mit  der  Massgabe,  dass  das  Feld  M  als  das- 
jenige eines  stationären,  bezüglich  %  gleichförmigen  Stromes  i, 
das  Feld  E  als  dasjenige  einer  statischen,  bezüglich  %  gleich- 
förmigen Elektricitätsvertheilung  (e  auf  der  Längeneinheit) 
berechnet  wird. 

Nach  dieser  Vorbereitung  führen  wir  den  S.  467f.  in  den 
Sätzen  1)  bis  5)  ausgesprochenen  Ansatz  aus.  Derselbe  ge- 
stattet uns,  alle  Feldgrössen  als  Functionen  des  Stromes  i  dar- 
zustellen, welcher  im  positiven  Leiter  zu  +  %^  im  negativen 
zu  —  X  fliesst.  Diesen  Strom  setzen  wir  als  sinusförmige 
Function  der  Zeit  voraus;  d.  h.  wir  nehmen  an 

.    i  =  {{x)^^.  (70) 

Die  Bestimmung  der  Function  f{x)  ist  der  wesentlichste  Theil 
unserer  Aufgabe. 

Bezeichnen  wir  wieder  die  Randwerthe  von  E^  auf  den 

beiden  Cylindern   durch  ^^(+)  und  E^{ — ),    so  ergiebt  der 

Ansatz  5),  d.  h.  das  Inductionsgesetz 


lJ(iM^^dS  =  -vjE,ds, 


O 
angewandt  auf  das  Band  abcd  (vgl.  S.  470  u.  474): 

Hierin  bedeuten,  gemäss  den  Annahmen  unter  2)  und  3), 
P  und  c  die  gleichen  Functionen  von  i  bezw.  c,  welche  in 
unserem  Hülfssatz  unter  diesen  Zeichen  verstanden  sind.    Es 
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folgt  daher  nach  (69),  wenn  die  Constanten  des  Isolators  ^, 
fiQ  sind: 

'1^  t = -  öl  - "  t^«  <+)  -  ^'  (->!•        ('^*> 

Weiter   ergiebt  der  Ansatz   4),   d.  h.   die   Continuitäts- 
gleichung 

angewandt  auf  eine  Scheibe  des  Leiters  von  der  Höhe  dz: 
oder  öi  ie 


u-    ^t  ('-'^ 


Daher  folgt  aus  (71): 


Nach  dem  Ansatz  1)  aber  ist  der  Werth  von  E^  für  ein  be- 
stimmtes z  proportional  mit  dem  Werth  von  i  für  eben- 
dieses  x;  also 

E,i+)-EJ-)  =  xi,  (74) 

wo  der,  im  allgemeinen  complexe,  Coefficient  x  weder  von  x 
noch  Ton  t  abhängt. 

Mittels  (70)  und  (74)  wird  aus  (73): 


ix'' 


_  «Oi^  y2  ^  ^^^ 


vi»; 


also  i  =  const.  6'<''+**)  (75) 

wo  «2  =  fp^o  y 2  _  , ex V.  (76) 
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Der  Quotient    -  .  —  =x  lässt  sich  (wie  jede 

complexe  Grösse)  stets  in  die  Form  bringen 

w'  +  tv{p'  —  P), 

wo  w'  und  (p'  —  P)  reelle  Grössen  bedeuten,  welche  aber 
im  allgemeinen  keine  durch  Material  und  geometrische  An- 
ordnung bestimmten  Constanten,  sondern  Functionen  von  v 

sind.    Führt  man  dann  noch  wieder  Pc  an  Stelle  von    ^J^^ 

ein,  so  wird  (76): 

52  :=_  p2(>p'  —  ivcw' .  (77) 

Hierin  hat  w'  allgemein  die  Eigenschaft  [vgl.  Kapitel  VI  §  1, 
insbesondere  Gleichungen  (23)  und  (18)],  dass 


'1' 


w'  j  Pdt 

0 


die  während  einer  Periode  Tin  der  Länge  1  des  Doppelleiters 
entwickelte  Joule'sche  Wärme  ergiebt.  Für  ^  =  0  wird  es 
gleich  dem  durch  die  Gleichung 


wi 


i^  =  J 


definirten  Ohm'schen  Widerstand  w.  Zugleich  geht  für  ver- 
schwindendes i^  die  Grösse  p'  in  den  durch  die  Gleichung 

definirten  Selbstinductionscoefficienten  p  der  Längeneinheit 
über  (vgl.  1.  c).  —  Man  kann  daher  die  Functionen  von  v, 
welche  durch  w'  und  p'  bezeichnet  sind,  allgemein  „Wider- 
stand" bezw.  „Selbstinductionscoefficient"  der  Längeneinheit 
für  die  betreffende  Wechselzahl  nennen.  Der  Werth 
von  s^  erhält  dann  durch  (77)  einen  einfachen  Ausdruck; 
zur  wirklichen  Berechnung  aber  bleibt  man  auf  die  Gleichung 
(76)  angewiesen,  in  welcher  c  gemäss  Ansatz  3)  und  x  gemäss 
Ansatz  1)  zu  bestimmen  ist. 

Wir  betrachten  zwei  Grenzfälle: 
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1)  Es  sei  V  sehr  klein.  —  Die  Grenzwerthe  tv  und  p  sind 
von  V  unabhängig;  daher  ergiebt  die  erste  Näherung,  welche 
nur  die  niedrigste  Potenz  von  v  beibehält: 

Ä^  =  —  tvcw 
oder  l/vew    ,      l/vctr  ,^^. 

d.  h.  alle  Feldgrössen  haben  die  Form 


^      cos  yvt  —  y 


Äe     f      '^        cos(W— ^  '^.^  +  ^j,  (79) 

wo  A  und  d-  nur  Functionen  von  x  und  y  sind.  Die  Aus- 
breitungsform ist  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Frequenz 
diejenige  einer  nach  +  x  fortschreitenden  Temperaturwelle; 
als  Parameter  tritt  lediglich  das  Product  cw  aus  Capacität  und 
Widerstand  der  Längeneinheit  des  Doppelleiters  auf.  Hierin  ist 

wo  2.  und  X'  die  Leitungsvermögen,  Q  und  0'  die  Querschnitte 
der  beiden  Leiter  bezeichnen. 

2)  Es  sei  V  sehr  gross.  —  In  Kapitel  VI,  S.  358  f.  wurde 
für  einen  Draht  vom  Radius  r  gefunden:  wenn  V  \y  -  r  gross 

und  -  klein  ist,  so  ist  die  Feldstärke  in  einer  Tiefe  d  unter 

r 

der  Oberfläche  genähert: 


E{ö)  =  E(0)  .  e 


-(l  +  oj/g'^- 


Gilt  dies  noch  für  grosse  Werthe  von  l/  ^  •  rf,  so  ist  E(6) 

durch  diesen  Ausdruck  dargestellt  für  alle  Tiefen,  in  welchen 
es  überhaupt  merkliche  Werthe  besitzt,  also  allgemein.  Der 
Ausdruck  enthält  aber  den  Radius  r  nicht.  Wir  können 
daher   schliessen:   Es   sei  für  einen  Oylinder  von   beliebiger 
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sehr  sclinelle  Scbwingangen. 
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Basis    der    variable  Krümmungsradius   durch   q    bezeichnet; 

lässt  sich  dann  eine  Länge  ä  angeben,   so  dass  durchweg 

Q 

klein,  aber  gleichwohl  y   ^  -  ^  gross  ist,  so  ist  das  Feld  auf 

eine  dünne  Oberflächenschicht  beschränkt;  es  nimmt  ringsum 
gleichmässig  nach  der  Tiefe  (h)  ab,  derart  dass  überall 


E(h)  =  E(0)  .  e 


(1  +  0 


Kl' 


ist. 

Ist  also  die  genannte  Bedingung  für  beide  Leiter  erfüllt, 
so  wird,  wenn  u  und  u   die  Umfangslinien  der  beiden  Cylinder 


bezeichnen  und   weiter   Xj  fi,  a  =    ^^    für  den  einen,  X\  fi, 


5 

a  =    ^2    ^^  ^^^  anderen  Leiter  gelten: 


EA+) 


EiO) 


(i  +  Oj/| 


00 

XufE{h)dh 


Xu 


und  ebenso 


K(-) 


E(0) 


t 


00 


\'u'  fE(h) 


X  u 


2 

7 


dh 


Also  nach  (76) 


s 


2  =  ^of^O   „2  

Y2    '^ 


ivc(\  +  l) 


Vi  ^  V' 

Xu    "^  X'ui 


oder 


s 


—      jV.2  -  V2     1 


+  (1  -  0 


iMo  _L  ^0 


^0  luV2a       uVid 


(81) 
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Die  Grössen  «  und  d  enthalten  v  als  Factor;  sobald  v  so 
gross  ist,  dass  der  Factor  von  (l  —  C)  sehr  klein  wird  gegen  1, 
wird  genähert: 


8 


— J^^  • »» [(1  +  >?)  - '«?] 


wo 


n  = 


2fo 


_Jto     _     I ßo 


sehr  klein. 


(82) 


D.  h.  die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  der  Phasen  ist 


COq 


1  +  V 
und   die  Amplituden   sinken  von  1  auf  ^je  auf  einer  Strecke 


1 
P 


Die  Absorptionscoefficienten  p  wachsen  proportional  mit 

"^v  sowohl  im  Fall  1)  wie  im  Fall  2).  Sie  wachsen  aber 
auch  beim  Uebergang  von  den  Schwingungszahlen  des  Falles  1) 
zu  den  Schwingungszahlen  des  Falles  2).    Es  ist  nämlich 


.,  _  K:^" , 


Pl 


Das  heisst,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  die  beiden  Leiter 
als  gleich  annehmen: 


P2       y   v^  [i    c 


2w2 
Q 


u 

Q 


2 


Hierin   ist   '^^  <  1 ,    ^   und  ';*,   sind  für  jede  praktisch  mög- 


liche Anordnung  Zahlen  von  massiger  Grösse;   -  aber  ist  sehr 

klein.    Vgl.  die  Tabelle  S.  462  für  den  Fall  der  ebenen  Platten. 

Es    folgt   wie   dort:    ein  Feld,  das  zur  Zeit  <=ü  nm* 
bei  z=^0  bestand,  ist  in  grossen  Entfernungen  ^,   vom 


§  3.]  Anwendung  auf  das  Kabel.  4g  i 

Ausgangspunkt  proportional  mit 


V 


ütÄt 


eto 


Es  sendet  also  ein  bei  « =  0  gegebenes  elektrisches  Signal 
nach  allen  entfernten  Punkten  x^  eine  wellenartig  verlaufende 
Störung,  deren  Maximalbetrag  zur  Zeit 


CW 


Xs'^ 


erreicht  wird.  Da  diese  Zeit  proportional  dem  Quadrat  der 
Entfernung  ist,  so  kann  eine  bestimmte  „Geschwindigkeit" 
für  die  Ausbreitung  des  Signals  selbst  dann  nicht  angegeben 
werden,  wenn  man  sie  nach  dem  Eintreffen  der  Maximal- 
werthe  beurtheilen  wollte.  Die  Zeit  aber,  nach  welcher  ein 
bestimmter  Apparat  die  Ankunft  der  Welle  anzeigt,  hängt 
ausser  von  der  Entfernung  und  der  Constante  cw  noch  von 
der  Empfindlichkeit  des  Apparats  ab. 

Wir  wollen  eine  Anwendung  auf  einen  Specialfall  machen, 
der  in  den  Kabeln  verwirklicht  ist:  es  sei  der  mit  +  be- 
zeichnete Leiter  ein  Draht  vom  Radius  a,  der  andere  ein 
coaxialer  Hohlcylinder  vom  inneren  Sadius  h  und  unend- 
licher Dicke. 

Dann  ist  [vgl.  Kap.  VI,  (4)  (5)  (25)] 

^;(+)_    i(iv  (   f{Q)  \ 
wo  f{fi)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

bezeichnet,  welche  in  dem  Gebiet  0  <  p  <  ®  endlich  ist.  /(p) 
ist  demnach  bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Bessel'sche 

Function  J^  (V^— ^  •  ß).    Es  wird  also  [vgl.  Kapitel  VI  (26)] : 

^±^  =   ^/'J-Vy^  )  (83a) 

Cohn,  elektromagn.  Feld.  ^^ 
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Ebenso  erhält  man 


% 


wo  F{q)  eine  Lösung  der  DiflFerentialgleichung 

bezeichnet,  welche  jedoch  für  Q>b  endlich  sein  und  für 
Q  =  oc  verschwinden  muss.  F{q)  ist  demnach  bis  auf  einen 
Constanten  Factor    die  Bessel'sche    Function    zweiter    Art 

Kq{Y—  ««'•(>)»  ^^^  ®8  wird 

EA-) 


LßV 


K,{x) 


(83b) 


Aus  (83a,  b)  ergiebt  sich  der  Coefficient  x  der  Gleichung  (74). 
Es  ist  ferner  nach  Kapitel  I,  S.  70  die  Capacität 


2:?re 


0 


lg  bja 


Also  ergiebt  (76): 


s 


+ 


€qV 


Vngbja 


^ 


OV,' 


(^ 


wo 


a "/—  m     ^0  (y)       h  y^  td 


y  =  a  y —  ^a ,        x  = 


(84) 


Zu  derselben  Gleichung  gelangt  J.  J.  Thomson,*)  indem 
er  zunächst  die  vollständigen  MaxwelVschen  Gleichungen  und 
Grenzbedingungen  ansetzt,  dann  aber  in  der  Eliminations- 
gleichung [1.  c.  (15)],  aus  welcher  s^  —  ^^  v^  (dort  durch  k^ 

bezeichnet)  berechnet  werden  soll,  erstens      und  >,  zweitens 
ak  und  bk  als   sehr  klein  voraussetzt.     Das   ist   genau    das 


*)  Recent  Researohes  etc.,  Oxford  1893,  §  262,  Gleichung  (17), 
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gleiche  Verfahren,  welches  wir  im  Fall  der  ebenen  Platten 
eingeschlagen  haben  [vgl.  (ß)  bezw.  (7)  S.  458].  In  voll- 
ständiger Analogie  zu  dem  dort  geforderten  muss  also  die 
Gleichung  (84)  in  jedem  Fall  nachträglich  dadurch  legitimirt 
werden,  dass   für   die   mittels  (84)   berechneten  Werthe   von 

8^  und  s^ ?^-  v^  die  gemachten  Voraussetzungen  thatsäch- 

lich  zutreffen.  pOie  Bedingung  (a)  des  früheren  Falles  hat 
in  dem  jetzigen  Fall  keine  neue  Bedingung  als  Analogon;  was 
dort  durch  (a)  gefordert  wurde,  —  dass  eine  Strahlungsquelle 
sich  nur  zwischen  den  Leitern  befinde,  —  ist  hier  bereits 
dadurch  erfüllt,  dass  Jq  endlich  ist  für  q  =  0,  und  Kq  ver- 
schwindet für  Q  =  00.] 

Die  vollständige  Discussion  der  Gleichung  (84)  setzt  voraus, 

J  K 

dass    die    Quotienten    -r  und  -^    für    alle    Werthe    ihrer 

complexen  Argumente  in  praktisch  brauchbarer  Weise  dar- 
gestellt werden.  Es  sei  hierfür  auf  das  citirte  Werk  verwiesen. 
—  Wir  wollen  lediglich  die  beiden  Grenzfälle  betrachten, 
dass  1^  entweder  sehr  klein  oder  sehr  gross  ist.  Für  diese 
Fälle  besitzen  die  Functionen  J^  und  Kq  Näherungswerthe 
von  einfachem  Ausdruck;  wir  erhalten  aber  das  Resultat  am 
einfachsten  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  in  (79)  (80), 
bezw.  (82): 

1)  1;  sei  sehr  klein.     Q'  ist  unendlich,  w  =  2*    ^^^^ 

wird  cw  proportional  mit  -j-  •  Für  eine  möglichst  ungeschwächte 

Ausbreitung  langsamer  Schwingungen  —  und  ebenso  für  eine 
möglichst  ungeschwächte  Fortpflanzung  beliebiger  Impulse 
auf  grosse  Entfernungen  —  ist  also  eine  kleine  Dielek- 
tricitätsconstante  der  Isolirschicht  eben  so  wichtig,  wie  grosses 
Leitungsvermögen  des  Metallkems. 

2)  V  sei  sehr  gross.    Die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  ist 

V 
sehr  nahe  <Dq  =  -    -_^^ ,  wo  £0  ^^^  i"o  ^^^  Constanten  der 

Isolirschicht  bedeuten.  Der  Absorptionscoefficientist    - ,  wo 

31* 
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1 

'i  =  :''b 


f^O I  f^ 


2 lg-  [aV2a       bV2a 


af     X        bf    Y 


1 


iWt)/8lg^l-a^    ^        hf    X\     V^ 


Da  das  k'  des  Meerwassers  sehr  klein  ist  gegen  das  X  des 
Metallkerns,  so  wird  der  Werth  von  t]  durch  das  zweite 
Glied  entschieden;  das  Material  des  Kerns  ist  ebenso  unwesent- 
lich, wie  das  der  Isolirschicht. 

Ein  zweiter  Specialfall:  Bei  der  Untersuchung  sehr 
schneller  Schwingungen  ist  wesentlich  ein  System  von  zwei 
gleichen  parallelen  Drähten  in  einem  gegen  den  Radius  grossen 
Abstand  benutzt  worden.  Es  sei  der  Badius  a,  der  Abstand 
d;  dann  ist  (s.  Kap.  I,  S.  74) 

Jteo 
c  =--  — ^  > 

lg-« 

und  es  gilt  folglich  (82)  mit  dem  Werth 


lg^.2a/2a 
et 

Es  handelt  sich  noch  darum,  allgemein  zu  untersuchen, 
wann  der  S.  467  f.  formulirte  Ansatz,  der  uns  zu  der  Gleichung 
(76)  geführt  hat,  eine  Näherung  liefert  für  die  strenge  Lösung  der 
Maxweirschen  Gleichungen. 

Was  zunächst  das  Innere  der  Leiter  betrifft,  so  ist  die 
Annahme  1)  der  „quasistationären  Strömung"  berechtigt,  so- 
bald ^a  an  Stelle  von  s'^  -^  la  gesetzt  werden  darf.    Es  muss 

also  Mod  (~j  eine  kleine  Zahl  sein.    Dies  kann  an  dem  aus 

(76)  berechneten  Werth  von  «^  controlirt  werden,  und  wird 
für  praktisch  realisirbare  Fälle  stets  zutreffen  [vgl.  (ß^)  (^) 
S.  460  und  c)  S.  487]. 
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Die  Annahme  1)  erweise  sich  als  berechtigt,  und  gemäss 
diesem  Ansatz  sei  das  Feld  im  Leiter  bestimmt;  dann  kennt 
man  auch  die  tangentialen  Componenten  derFeldgrössen  an  der 
Grenze  gegen  den  Isolator.  Das  Feld  im  Isolator  ist  dann 
bestimmt  durch  diese  Grenzwerthe  und  durch  die  im  Isolator 
geltenden  Differentialgleichungen.  Um  die  letzteren  ent- 
sprechend der  Maxweirschen  Theorie  zu  bilden  für  eine  nach 
X  fortschreitende  Sinuswelle,  in  welcher  M  normal  zu  x  ist, 
setzen  wir  in  (J")  (K") 

2  =  0,    iM;  =  0,     <r,=-iv,    .-  =  e«. 


It 


Ix 


Wir  erhalten  so: 


tvnM^ 


isE^]6vE^  =  —  VsM,. 


lE^ 


iPtiK^-  VlisE^-^ 


ix 


0  = 


8£.       iE^ 


y 


ix 


iy 


BVE. 


y 


BivE^  = 


VsM^ 


Fl  — ^ 

ix  iy 


(85) 


In  unserem  Näherungsansatz  spielt  die  Componente  E^  im  Iso- 
lator keine  Rolle ;  eliminiren  wir  daher  A"^  mit  Hülfe  der  letzten 

Gleichung,  so  ergiebt  sich  für  die  übrigen  vier  Componenten 
das  folgende,  mit  (85)  vollkommen  äquivalente  Gleichungs- 
system: 


wo 


ox 

-  VsMy 

svE^ 

VsM^ 

evE^ 

Sa:"'' 

+ 

n» 

s^       T.v^ 

F2 


und  g)  eine  beliebige  der  Grössen  M^M  E^^E  , 


Streng. 
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Diesen  streng  gültigen  Gleichungen  stellen  wir  die  Aus- 
gangsgleichungen unserer  Näherung  gegenüber.  Es  wurde  an- 
genommen [s.  den  „Hülfssatz"  und  Gleichung  (72)]: 


8£L     •  ö^. 


-  -f ¥  =  0 


ii 

ix 


il 


— -  =  —  ^-    oder    st  =  — ve. 


Hiermit  gleichwerthig  ist  das  folgende  System: 

X 


-  ^--»  =  0 
iz 


—  V8M,,=  8VE, 

y  * 


ö^9o  +  8!^o_o, 


Genähert 


3a:  ^  ö;?/^ 

wo  q)Q  eine  beliebige  der  Grössen  M^  M^  E^  E  . 

Unsere  Lösung  ist  daher  eine  Näherung,  wenn  q>Q  ein  genäherter 
Werth  von  (p  ist.  Der  Geltungsbereich  der  Diffentialgleichung 
für  <3P  ist  der  Theil  der  j*?/-Ebene,  welcher  durch  die  Umfangs- 

linien  von  S  und  8  begrenzt  wird.  An  S  und  S  sind  die 
Werthe  von  (p  gegeben,  n  ist  von  den  Dimensionen  einer 
reciproken  Länge.  Bezeichnet  man  also  durch  L  die  grösste 
der   linearen    Abmessungen,    welche    Form    und    Lage    von 

S  und  S  definiren;  dann  muss  q)^  eine  Näherung  für  95  sein, 
wenn  Mod  (Ln)  eine  kleine  Zahl  ist.  (Damit  ist  freilich  nichts 
ausgesagt  über  den  Grad  der  Annäherung;  um  diesen  be- 
urth eilen  zu  können,  müsste  man  wissen,  wie  die  Lösung  y 
von  dem  Parameter  n  abhängt  bei  verschwindenden  Werthen 
des  letzteren.)  Ln  Specialfall  der  ebenen  Platten  hat  sich  dieser 
Satz  thatsächlich  als  richtig  ergeben  für  L  =  k,  im  Fall  des 
Kabels  für  L==h\  im  Fall  der  gleichen,  weit  entfernten  Drähte 
muss  er  gelten  für  Z>  =  d 

Für    die   letztere   Anordnung  und  unter  Voraussetzung 
sehr  schneller,  merklich  ohne  Absorption  mit  der  Geschwin- 
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digkeit  o?q  fortschreitender  Schwingungen  m()gen  die  Beding- 
ungen nochmals  zusammengestellt  werden: 

Aus  (76)  folgt  (82),  wenn 


K: 


^•a    sehr  gross  ist.  (a) 


Aus  (82)  ergiebt  sich  sehr  nahe:  8  = ,  wenn 


Wq 


n=   -r^ sehr  klein  ist,  (b) 

lg^.2a-/2a 

Der  Ansatz  (76)  aber  war  berechtigt,  wenn 

S  V  II 

—  =    -.,-  =  "®  q  klein,  und  (c) 

Uod(8^--'\l!^'  vA-  d^  =  ^^^  ^d^=qVa  -^  klein  ist.  (d) 

^  a 

Es  handle  sich  um  das  Intervall  der  zu  Messungen  benutzten 
Hertz 'sehen  Schwingungen;  d.  h.  es  liege 


V  zwischen  jr  10*  und  jr  10*°  sec 


—  1 


(r)  ist  dann  stets  erfüllt  (vgl.  Tabelle  S.  452);  (a)  ist  selbst 
für  die  langsamsten  dieser  Schwingungen  erfüllt,  sobald  a  nicht 
kleiner  als  ein  Millimeter  ist;  a  fortiori  ist  dann  für  Kupfer- 
drähte (b)  erfüllt;  endlich  (d)  wird  befriedigt  selbst  für  die 
schnellsten  dieser  Schwingungen,  solange 


10""* 


y    ^  ,  klein  ist  gegen  1  cm. 


Handelt  es  sich  um  Kupferdrähte  von  1  mm  Radius,  so  ist 
die  Bedingung  noch  für  einen  Abstand  von  etwa  10  cm 
erfüllt.  — 
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§  4.   Osciljatorische  Entladung  eines  Condensators. 

Den  Verlauf  der  Entladung  eines  Condensators  durch 
einen  beliebig  geformten  Stromkreis  haben  wir  in  Kapitel  V 
§  3  berechnet.  Wir  machten  dort  die  Annahme,  dass  die 
Phase  des  Stromes  in  jedem  Moment  für  den  ganzen  Strom- 
kreis die  gleiche  sei,  und  dass  die  Strömung  den  Querschnitt 
des  Leiters  gleichmässig  erfülle.^  Beide  Annahmen  können, 
wie  wir  jetzt  wissen,  selbst  im  günstigsten  Fall  nur  näherungs- 
weise erfüllt  sein.  Wir  nehmen  daher  die  Aufgabe  nochmals 
vor;  über  die  Vertheilung  des  Stromes  im  Leiter  setzen  wir 
jetzt  nichts  voraus,  über  die  Form  des  Stromkreises  aber 
machen  wir  eine  bestimmte  Annahme,  welche  uns  gestattet, 
die  Ergebnisse  des  vorigen'"§  zu  benutzen. 

Der  nach  +  «  fortschreitenden  Welle,  welche  in  §  3  be- 
handelt wurde,  superponiren  wir  eine  zweite,  nach  —  x  fort- 
schreitende. Der  Gesammtstrom  i  stellt  sich  dann  dar  in 
der  Form 

i  =  ae'<'''+**)  +  6e*<^-'*)  (86) 

und  durch  dieses  %  lassen  sich  sämmtliche  Grössen  des  Feldes 
ausdrücken. 

Würden  die  beiden  parallelen  Oylinder  —  w^r  denken  uns 
im  folgenden  Drähte  —  wie  bisher  als  beiderseit»^unbe grenzt 
angenommen,  so  wäre  in  dem  Ausdruck  (86)  die  Voraus- 
setzung enthalten,  dass  sich  nunmehr  bei  *  =  —  oo  und  bei 
jj;  =  -(-  oo  Strahlungsquellen  befinden.  Diese  Annahme  soU 
jetzt  aber  nicht  mehr  gemacht  werden;  die  Gleichung  soll  viel- 
mehr nur  gelten  für  ein  bestimmtes  Intervall  der  x.  Die  Aufgabe 
muss  dann  zu  einer  bestimmten  gemacht  werden^  durch  ge- 
wisse Vorschriften  für  die  Grenzen  ;?;  =  0  und  *  =  1/  dieses 
Intervalls. 

Bei  » =  L  sollen  die  Drähte  an  den  Belegungen  eines 
„ Condensators **  endigen.  Derselbe  sei  etwa  gebildet  aus  zwei 
kreisförmigen  Platten  in  kleinem  Abstand.  Befände  sich  der 
Condensator  allein  im  Felde,  so  wäre  dieses  nothwendig 
symmetrisch  um  die  Mittelaxe  x  der  beiden  Platten,  und  es 
wäre  wesentlich  concentrirt  in  dem  engen  Zwischenräume  der 
Platten.    Ein  Feld  von  der  verlangten  Symmetrie,  welches  in 


1 
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diesem  Gebiet  den  Maxweirschen  Gleichungen  und  zugleich 
der  Forderung  genügt,  dass  die  elektrischen  Ej-aftlinien  normal 
an  den  Leiteroberflächen  münden,  ist  durch  die  folgenden 
Formeln  gegeben  (ygL  Kap.  VI,  §  1,  wo  es  sich  um  das  Feld 
in  einem  Leiter  handelt): 

Es  bezeichne  q  den  normalen  Abstand  von  der  Mittel- 
axe; Co,  /<o  seien  die  Constanten  des  Dielektricums.  Dann 
ist  E  überall  parallel  zu  x,  M  überall  normal  zu  x  und  zu 
(7,  und  beide  sind  durch  die  Gleichungen  verknüpft: 


«0  -37  (> 


IM 

''«IT 


(87) 


Sollen  nun  die  Feldgrössen  proportional  mit  e*"'  sein,  so  folgt: 


(i^v    dg 


I 


(88) 


wo 


vi 

+  T.-  +  — 2/"=0, 


f  endlich  fiir  p  =  0 . 


(89) 


Es  ist 


f{Q) 


+ 


Solange  also  —  sehr  klein  ist,  ist  merklich  E=  Ae"*  un- 

abhängig  vom  Ort,  und   der  Maximalwerth  von  (i^M'^  steht 

zum  Maximalwerth  von  e^iSr^  im  Verhältniss  {■—"]   :  1 .    Das 

\2coo/ 

heisst:  in  diesem  Gebiet  ist  das  elektrische  Feld  nahezu  das 
gleiche,  wie  wenn  es  bei  gleicher  Gesammt-Elektricitätsmenge 
der  Platten  statisch  wäi-e,  —  und  die  magnetische  Energie 
verschwindet  gegenüber  der  elektrischen.    Ist  demnach  r  der 


vr 


Plattenradius  und  "'   sehr  klein,  so  gilt  dies  für  das  ganze 
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Gebiet,  welches  wesentlich  in  Betracht  kommt.  —  Das  gleiche 
wird  für  einen  Condensator  von  beliebiger  Form  gelten,  so- 
lange die  linearen  Abmessungen  seiner  Oberflächen  klein  sind 


Cf) 


gegen  ^~-  •     Wir  wollen   diese  Bedingung   im  folgenden  als 

erfüllt  voraussetzen  und  mit  C  die  elektrostatische  Capacität 
des  Condensators  bezeichnen.  Dann  ist,  wenn  P  die  elektrische 
Ladung  der  positiven  Platte  und  /  einen  beliebigen  Weg  von 
der  positiven  zur  negativen  Platte  bezeichnet, 

P=G'  fSidl .  (90) 

Grenzen  wir  innerhalb  des  Kxeisplattencondensators  einen 
Kreiscylinder  ab,  dessen  Axe  die  Mittelnonnale  bildet,  heisse  S 
seine  Grundfläche,  q  sein  Kadius.  Die  Energie,  welche  in  der 
Zeiteinheit  in  ihn  einströmt,  ist 

iJ'=  V'2jtQ'M'jEdx. 

Das    Integral    hat    einen    (praktisch)    von    q    unabhängigen 

p 

Werth  =  -,  und  weiter  ist  nach  (87): 
G 


/  „-    -     ip' 


V2jiqM=      I  B^EIjtQdQ  ==  ^.  > 

0 

wenn  P'  die  Ladung  auf  der  Fläche  S  bezeichnet;  also  ist 

G     It 
Für  den  ganzen  Condensator  wird  P'  =  P,  und  i£  wird 

r.       P    ^P 

* 

Indem  andererseits  ()  gegen  0  abnimmt,  geht  auch  ü'  gegen  Null. 
Die  Strahlung  besitzt  also  in  der  Mittelaxe  des  Condensators 
eine  Knotenlinie,  an  der  sie  ab-  und  zufluthet,  die  sie  aber 
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nicht  durchsetzt.  —  Entsprechendes  wird  fiir  einen  Conden- 
sator  von  anderer  Form  gelten.  — 

Das  soeben  behandelte  Condensatorgebiet  soll  nun  an  das 
zuvor  behandelte  Gebiet  der  parallelen  Drähte  grenzen,  indem 
die  Drahtquerschnitte  bei  ;;:  =  L  zugleich  auf  den  Conden- 
satorplatten  liegen.  Die  MaxwelFsche  Theorie  fordert,  dass 
an  der  Trennungsfläche  beider  Gebiete  die  tangentialen 
Componenten  von  E  und  M  stetig  in  einander  übergehen; 
oder  auch   gleichwerthig   (vgl.  S.  372 f.):   dass    1)  Eg  und  2) 

A^^  +  ^  («^a)  an  der  Grenze  stetig  seien.  —  Es  ist  aber  geo- 
metrisch unmöglich,  dass  die  Symmetrieverhältnisse,  welche 
fiir  das  Drahtsystem  einerseits,  fiir  das  Condensatorgebiet 
andererseits  vorausgesetzt  wurden,  bis  zu  einer  gemeinsamen 
Grenzfläche  gelten.  Wir  ersetzen  daher  die  strengen  Grenz- 
bedingungen durch  die  folgenden: 

1)  es  soll  das  Integral  1  E^ds  f  =  -j,  gebildet  für  den 
Querschnitt  z=L  des  Drahtsystems,  identisch  sein  mit  dem 
Integral/  Eidl[  =  p),  gebildet  für  den  Condensator;  und 

2)  es  soll  die  „Continuität  der  Elektricität"  gewahrt 
werden  bei  z  =  L  für  den  Gesammtstrom  im  Drahtquer- 
schnitt. 

Wir  fordern  also  für  z  =  L: 

-0  =  -C  (92) 

"°^  t  =  ^^  (93) 

Ol 

Die  Max  weir sehen  Grenzbedingungen  haben,  zur  Folge, 
dass  die  Strahlung  durch  jedes  Element  der  Grenzfläche 
stetig  (ohne  Energieanhäufung)  hindurchgeht.  Unsere  Be- 
dingungen bew^irken  dasselbe  wenigstens  für  die  Gesammt- 
energie,  welche  aus   dem.  einen  Gebiet  austritt  und  in  das 
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andere  eintritt.  In  der  That:  durch  eine  unendliche  zu  x  nor- 
male Ebene  tritt  in  der  Zeit  1  hindurch 

Äj  =  r  [e^  M^  sin  {E^^Mg)  dS. 

Da  in  den  Drähten  Eg  =  0  ist,  und  im  Luftraum  E^  J.  M^ , 
so  kann  man  setzen 

« 

dS  =  ds  '  dly      wo  ds  parallel  Eg  und  dl  parallel  M^,; 
es  wird  daher 

i2i=  V  fE^dsfM^dl. 

Hierin  bedeutet  s  einen  Weg  von  der  Oberfläche  des  positiven 
zur  Oberfläche  des  negativen  Drahts  und  /  eine  Curve,  welche 
den  positiven  Draht  umzingelt.    Es  ist 

V  I  M^dl^=iy  unabhängig  von  s, 


i 


und 


4- 


fli=-i.  (94) 

Die  Gleichungen  (91)  bis  (94)  ergeben  fur^==L: 

a,  =a.  — 

Da  allgemein  die  Gleichung  (72)  gilt: 

8i öe 

so  folgt  aus  (92)  und  (93): 

für«  =  L  i  = ^*.  (95) 


i 
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Das  ist  die  Bedingung  für  das  eine  Ende  des  Draht- 
systems. Eine  weitere  Bedingung  muss  (s.  S.  488)  für  das 
andere  Ende  aufgestellt  werden.    Wir  fordern: 

für«  =  0  ä^^-  (^^) 

Dies  bedingt:   e  =  0  oder  j  E^ds  =  0.    Die  Forderung  kann 

annähernd  erfüllt  werden  durch  eine  metallische  Querverbin- 
dung der  Drähte  bei  z  =  0.  Eine  Folge  ist  nach  (94),  dass 
durch  die  Ebene  %  =  0  keine  Energie  hindurchtritt. 

Da  die  Energieströmung  andererseits  auch  im  Centrum 
des  Condensators  eine  Knotenlinie  besitzt,  bei  x==L  aber 
aus  dem  Gebiet  der  Paralleldrähte  in  das  Condensatorgebiet 
vollständig  übertritt,  so  würde  also  unser  Gesammtsystem  — 
parallele  Drähte  von  der  Länge  L  mit  angefügtem  Condensator 
—  ohne  Energieaustausch  mit  seiner  Umgebung  für  sich  bestehen. 
Mit  anderen  Worten:  wenn  wir  elektromagnetische  Schwing- 
ungen finden,  welche  den  von  uns  geforderten  Bedingungen 
entsprechen,  so  sind  dies  Eigenschwingungen  des  Systems, 
welche  weder  von  aussen  unterhalten  zu  werden  brauchen, 
noch  nach  aussen  Energie  abgeben.  Wir  fragen  nach  der 
Periode  dieser  Eigenschwingungen. 

Führt  man  die  Bedingungen  (95)  und  (96)  in  den  Aus- 
druck (86)  ein,  so  folgt 

™<*  e"^  +  e-"^  =^-^18  [e'^^  -  e-  ''^J .  (97) 

c 

Andererseits  ist  nach  (76)  und  (74) 


^2  E,  (+)  -  E,  (-) 


8^  =  5  —  tPC 


[oder  in  anderer  Bezeichnung  nach  (77) 

«2=  —  ivc  {w  +  lyp)^ 
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E^  (+)  —  E^  (— ) 
Der    Bruch   — : — -  —    [oder    auch    der    Factor 

w'  +  tvp]  ist  eine  Function  von  r,  welche  man  wenigstens 
näherungsweise  bestimmen  kann.  Man  könnte  also  aus  (97)  ^ 
berechnen  und  dann  aus  (76)  (74)  v  durch  successive  Annäherung 
finden.  Aber  i^ muss  sich  nothwendig  als  complexe  Grösse  er- 
geben; mit  anderen  Worten:  unser  Ansatz  kann  nicht  einfach 
harmonische,  sondern  nur  gedämpfte  Schwingungen  gestatten. 
(Das  ist  physikalisch  sofort  klar:  unser  System  nimmt  von 
aussen  *  keine  Energie  auf;  es  consumirt  aber  Energie  als 
Joule'sche  Wärme;  seine  Energie  muss  somit  dauernd  ab- 
nehmen.) Dadurch  wird  das  Rechnungsverfahren  sehr  ver- 
wickelt.*) Wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  zweier 
Specialfalle. 

Erstens  wollen  wir  untersuchen,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  einfache  Behandlung  des  Kapitel  V  zulässig  ist, 
und  zwar  für  den  Fall  der  oscillatori sehen  Entladung. 
Wir  fordern  also  (vgl.  S.  332,  wo  w  und  p  sich  auf  den 
ganzen  Stromkreis  beziehen):  unser  jetziger  Ansatz  soll  als 
Näherung  ergeben 

i  =  Ae"^  cos  (y^  +  (J) , 
wo  A  und  ö  willkürliche  Constanten, 

w  und  p  Widerstand  und  Selbstinductionscoefficient  der 
Längeneinheit  des  Doppeldrahts,  berechnet  für  stationären 
Strom,  d.  h.  für  eine  über  den  Querschnitt  gleichförmig 
vertheilte  Strömung.  —  Hiermit  wird  zunächst  gleiche  Phase 
im  ganzen  Stromkreise  gefordert: 


t=^e 


i*t 


Damit  x  aus  dem  Ausdruck  für  i  S.  493  verschwinde,  muss  sL 
sehr  klein  sein.  Setzen  wir  aber  sL  als  sehr  klein  voraus,  so 
giebt  (97): 


*)  Es  sei  verwiesen  auf  die  Behandlung  eines  ähnlichen  Falles  bei 
J.  J.  Thomson,  1.  c.  S.  328 ff. 
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GL' 
also  ist  die  erste  Bedingung: 

-Q     klein,  (a) 

d.  h.  die  Gesammtcapacität  des  Drahtsystems  muss  klein  sein 
gegen  die  Capacität  des  Condensators.  —  Mit  dem  vor- 
stehenden Werth  von  s  erhalten  wir  weiter  aus  (77): 

v^p     —   IVW    =  • 

L/Ju 

Aus  dieser  Gleichung  soll  sich  nach  unserer  Forderung  er- 
gehen: 

p==iß  +  Y.  (98) 

Es  erhält  v  thatsächlich  diesen  Werth,  wenn 

w'  =  Wy      p=p  (99) 

'^"^  ^^ ,  >  1.  (b) 


CLw 


Die  Ungleichung  (b)  stellt  direct  eine  zweite  Bedingung  dar, 
welche  in  unserer  Forderung  enthalten  ist.  Die  in  (99)  aus- 
gesprochene Forderung  stationärer  Stromvertheilung  ist  an- 
nähernd erfüllt,  (vgl.  S.  358  f.),  wenn 

Mod  (a2  a)  =  Mod  (a^  ^^f)    klein 

ist,  wo  a  den  Drahtradius  bezeichnet.  Gleichung  (98)  aber 
ergiebt: 

Uod  (V^)  =  ß^  +  r^  =  ^\y 

Also  ist  die  dritte  Bedingung: 

/    _     klein.  (c) 
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Hier  ist  für  zwei  Drähte  in  dem  gegen  a  grossen  Abstand  d 
[vgl.  Kap.  IV,  (63)  und  Kap.  I,  S.  74] : 


^  =  jF2(''  +  ^o4lg^) 


und  jreo 

1    d 
lg:; 


^=-      d 


Zweitens  wollen  wir  den  Grenzfall  betrachten,  wo  die 
Wellen  ohne  merkliche  Absorption  mit  der  Geschwindigkeit 
€»0  an  den  Drähten  entlang  gleiten.  Wir  setzen  also  voraus 
[vgl.  (82)],  dass  (76)  übergeht  in 

«2  =  -— -  (100) 

und  dass  s  und  v  reell  sind.    Dann  ergiebt  (97): 

^^''  -tg(~-)-'^'  (101) 

Aus  (101)  erhält  man  für  v  eine  unendliche  Zahl  von  Wurzeln. 

Die  Werthe  -  sind  die  Wechselzahlen,  die  Werthe  a>o  -^  die 

Halbwellenlängen  für  die  „Grundschwingung"  und  die  „Ober- 
schwingungen" des  Systems. 

cL  • 

a)  Ist  -^  eine  sehr  kleine  Zahl,  d.h.  die  Gesamrat-Capa- 

cität  des  Drahtsystems   klein   gegen  die  Capacität  des  Con- 
densators,  so  wird 


—  =  kjt  -^  ö,  wo  k  eine  ganze  Zahl  und  6  sehr  klein; 

Der  Werth  A;  =  0  ergiebt : 

fvLy  ^cL 

\C9o)  G 


i 


(102) 
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oder,  wenn  man  beachtet,  dass  nach  (69) 

cP=  — ^  ist: 


v''  =  -,-ir-n.  (102a) 


wo  LP  der  Selbstinductionscoefficient  des  gesammten  Draht- 
systems. Der  Strom  ist,  da  sL  klein,  nahezu  von  gleicher 
Phase  im  ganzen  Draht,  und  thatsächlich  sind  wir  in  (102  a) 
auf  den  Ausdruck  in  KapiteJ  V  (34,  b)  (für  verschwindende 
Dämpfung)  zurückgekommen;  nur  hat  LP  hier  denjenigen 
Werth,  welcher  einer  Ob  er  flächen -Strömung  entspricht. 

Für  Ä  4=  0  folgt  genähert: 

kjt\ A: jr  j  =  -~- , 

\a>o  J         G  ^ 

also  Werthe  von  -  ,  welche  mit  steigender  Ordnungszahl  k 
immer  genauer 

^^  =  kjt  (102b) 


0 


ergeben.  Durch  (I02b)  sind  diejenigen  Wechselzahlen  definirt, 
für  welche  die  Drahtlänge  L  gleich  einer  ganzen  Zahl  von 
Halbwellenlängen  ist.  — 

cL 
ß)  Ist  -     eine  sehr  grosse  Zahl,  so  wird  genähert 

d.  h.  die  Wechselzahlen  sind  nahezu  diejenigen,  welche  L 
zu  einer  ungeraden  Anzahl  von  Viertelwellenlängen  machen. 

An  jedem  aus  (101)  [speciell  aus  (102)  oder  (103)]  be- 
rechneten Werth  von  v  ist  wiederum  nachträglich  zu  veri- 
ficiren,  dass  die  Voraussetzungen  der  Rechnung  erfüllt  wer- 
den. Diese  sind  für  zwei  Drähte  vom  Radius  a  im  Abstand  d 
S.  487  zusammengestellt. 

Gohn,  elektromagn.  Feld.  32 
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§  5.   Vergleich  mit  der  Erfahrung.  —  Elektromagne- 
tische Theorie  des  Lichts. 

Die  experimentellen  Untersuchungen  auf  dem  in  Kapitel  VII 
behandelten  Gebiet  beschränken  sich  bis  zum  Jahre  1887  auf 
das,  was  man  „Fortpflanzung  der  Elektricität  in  Drähten"  zu 
nennen  pflegte.  Sie  sind  angestellt  mittels  Anordnungen  — 
oberirdische  und  unterirdische  Telegraphenleitungen,  See- 
kabel etc.  —  welche  den  in  §  3  behandelten  gleich  oder 
ähnlich  waren.  Bei  den  älteren  Arbeiten  war  das  Ziel  der 
Untersuchung  die  numerische  Befttimmung  der  „Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit" elektrischer  Signale;  dass  eine  solche  exis- 
tire,  dass  also  die  Zeit  dem  Wege  proportional  sei,  wurde 
von  vom  herein  angenommen.  Wir  haben  gesehen,  dass  dies 
nur  in  einem  Grenzfall  zutrifft,  —  dass  in  einem  anderen 
Grenzfall  die  Zeit  dem  Quadrat  des  Weges  proportional  ist. 
Versuche,  bei  denen  das  letztere  Gesetz  nach  der  Theorie 
zutreffen  musste  und  thatsächlich  zutraf,  sind  von  Hagen - 
bach  angestellt  worden.*) 

Versuche  dieser  Art  können  —  auch  wenn  die  experi- 
mentellen Daten  eine  vollständige  theoretische  Behandlung 
gestatten,  was  bei  der  Mehrzahl  der  ausgeführten  Unter- 
suchungen nicht  der  Fall  ist  —  zur  Prüfung  derMaxwell'schen 
Theorie  nicht  dienen.  Denn,  wüe  wir  in  §  3  gesehen  haben, 
sind,  sobald  es  sich  um  metallische  Leiter  in  Luft  und  um 
realisirbare  Grössenverhältnisse  handelt,  die  Abweichungen 
des  Feldes  vom  „quasistationären"  Zustand,  und  somit  die- 
jenigen Glieder  der  elektrodynamischen  Grundgleichungen, 
welche  die  älteren  Theorien  von  einander  und  von  der 
Maxwell'schen  Theorie  unterscheiden,  ohne  messbaren  Ein- 
fluss.  Thatsächlich  sind  auch  die  Gesetze  der  Ausbreitung 
elektrischer  Wellen  und  Impidse  in  Drähten  bereits  auf  dem 
Boden  der  älteren  Theorie  übereinstimmend  mit  den  von  uns 
aufgestellten  Gesetzen  gefunden  worden.**) 

*)  Hagenbach,  Wied.  Ann.  29,  S.  377.  Dort  findet  man  auch  eine 
Zusammenstellung  der  früheren  experimentellen  und  theoretischen  Unter- 
suchungen. 

**)  8.  die  Literatur  1.  c,  besonders  Kirch  hoff,  Ges.  Abhandlungen, 
S.  131,  154. 
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Charakteristisch  für  die  MaxweH'sche  Theorie  ist  die 
Rolle,  welche  in  ihr  der  wechselnden  elektrischen  Polarisation 
des  Isolators  zugeschrieben  wird.  Die  Entscheidung  zu  ihren 
Gunsten  musste  durch  den  Nachweis  herbeigeführt  werden, 
dass  sich  das  elektromagnetische  Feld  im  Isolator  in  der 
von  Maxwell  vorausgesagten  Weise  ausbreitet.  Dieser  Nach- 
weis ist  von  Hertz  in  den  Jahren  1887  und  1888  erbracht 
worden.  *) 

Die  zu  beweisende  Fundamentalthese  war:  elektromagne- 
tische Störungen  breiten  sich  in  der  Luft  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  aus.  Der  von  der  Theorie  vorausgesagte 
Werth  dieser  Geschwindigkeit  war  aber  300  000  Kilometer 
in  der  Secunde,  und  eine  Ausbreitung  in  merklicher  Stärke 
war  nur  auf  Entfernungen  von  wenigen  Metern  zu  erwarten. 
Die  zu  verificirende  Geschwindigkeit  konnte  man  daher  von 
einer  unendlichen  nur  unterscheiden,  indem  man  zeitlich 
sehr  scharf  begrenzte  Vorgänge  beobachtete.  Für  periodische 
Störungen  lautet  die  Forderung:  während  die  Fortpflanzungs- 

cm 
geschwindigkeit  3-10^^    -  beträgt,  müssen  doch  wesentlich 

sec 

verschiedene  Schwingungszustände  in  dem  Intervall  weniger 

Meter  vorhanden  sein,  d.  h.  darf  die  Wellenlänge  höchstens 

einige  Meter  betragen.    Daraus  folgt:  es  müssen  mindestens 

etwa  hundert  Millionen  Schwingungen  in  der  Secunde  stattfinden. 

Erzeugt  wurden  diese  sehr  schnell  wechselnden  Felder 
durch  die  oscillatorische  Entladung  eines  zu  hoher  Potential- 
differenz geladenen  Condensators.  Die  Entladung  findet 
statt  in  einer  durch  eine  kleine  Luftstrecke  unterbrochenen 
metallischen  Leitungsbahn.  Ein  an  der  Unterbrechungs- 
stelle überspringender  Funke  leitet  sie  mit  äusserster  Plötz- 
lichkeit ein.      * 

Die  Analyse  der  Ausbreitung  dieser  Schwingungen 
gelangHertz  durch  die  Beobachtung  kleiner  Fünkchen,  welche 
zwischen  zwei  sehr  nahen  Enden  eines  fast  geschlossenen 
Leiterkreises  übersprangen,  und  dadurch  die  Existenz  eines 
elektrischen  Feldes  im  Luftzwischenraum  verriethen. 


*)  Hertz,  Untersuchungen  über  die  Ausbreitung  der  elektrischen  Kraft. 

32* 
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Die  unmittelbar  entscheidenden  Versuche  von  Hertz 
betreffen  die  Ausbreitung  der  Wellen  im  freien  Luftraum. 

Die  weitere  Untersuchung  der  Erscheinungen  im  einzelnen 
betrefi'end,  haben  wir  zweierlei  zu  bemerken. 

Erstens:  die  genauere  Kenntniss  der  quantitativen  Ver- 
hältnisse verdanken  wir  Beobachtungen,  die  von  Hertz  und 
seinen  Nachfolgern  über  die  Ausbreitung  längs  zwei  parallelen 
Metalldrähten  angestellt  wurden.  Gegen  die  Beweiskraft 
dieser  letzteren  Beobachtungen  würde,  wenn  sie  für  sich  allein 
daständen,  der  oben  erwähnte  Einwand  zu  erheben  sein.  Sie 
sind  aber  experimentell  an  die  Versuche  über  freie  Aus- 
breitung angeschlossen  worden  (s.  unten  unter  4).  Nachdem 
dies  geschehen,  konnten  die  leitenden  Drähte  benutzt  werden, 
um  das  Feld  zu  concentriren,  die  Wirkungen  zu  verstärken, 
die  Messungen  zu  verfeinem. 

Zweitens:  die  experimentelle  Prüfung  beti'ifft  im  allge- 
meinen direct  das  elektrische  Feld  in  Isolatoren,  die  elek- 
trische Strömung  in  Leitern,  —  und  nur,  soweit  die  theoretische 
Verknüpfung  zwischen  diesen  Grössen  und  dem  magnetischen 
Feld  als  sicher  gelten  kann,  auch  das  letztere.  Aber  wenig- 
stens in  einem  Fall  ist  auch  das  magnetische  Feld  direct  unter- 
sucht und  seine  Beziehung  zum  elektrischen  Feld  der  Theorie 
entsprechend  gefunden  worden  (Hertz,  1.  c.  S.  199 ff.). 

Als  Mittel  zum  Nachweis  und  zur  Messung  der  Strömung 
fallen  die  Instrumente  ausser  Betracht,  welche  gegenüber 
stationären  Strömen  die  grösste  Bedeutung  haben:  Galvano- 
meter und  Elektrodynamometer.  Schon  aus  den  Entwicklungen 
in  Kapitel  V,  S.  315f.  folgt,  dass  in  einem  Stromkreise  mit 
merklicher  Selbstinduction  die  Stromstärke  bei  gegebener 
elektromotorischer  Kraft  unbegrenzt  sinkt  mit  wachsender 
Wechselzahl.  Dort  war  gleiche  Phase  im  ganzen  Stromkreise 
vorausgesetzt;  wird  die  Wechselzahl  so  hoch,  dass  dies  nicht 
mehr  gilt,  so  wird  der  Strom  in  eine  eng  gewundene  Spirale 
nicht  mehr  merklich  eindringen. 

Zur  Ausmessung  der  „Drahtwellen"  haben  wesentlich 
gedient: 

ein  Elektrometer  von  kleiner  Capacität  (in  einer  Schaltung, 
welche  die  Ausschläge  von  der  Richtung  des  Feldes  unab- 
hängig machtj;  — 
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ein  „Bolometer":  die  in  dünnen  Metalldrähten  erzeugte 
Joule'sche  Wärme  wird  durch  die  Widerstandaändening  der 
Drähte  gemessen;  ~ 

ein  Thermoelement:  die  Stromwärme  wird  durch  die  er- 
zeugte thermo-elektromotorische  Kraft  gemessen. 

Endlich  hat  sich  als  ausserordentlich  empfindlich  erwiesen 
eine  Widerst  an  dsändenmg,  welche  Metallpulver  durch  die 
Bestrahlung  mit  elektromagnetischen  Wellen  erfahren.  — 

Wir  stellen  nunmehr  die  wichtigsten  Versuchsergebnisse 
zusammen : 

1)  Eine  periodische  elektromagnetische  Störung  breitet  sich 
im  freienLuftraum  mit  endlich  erGeschwindigkeit  aus; 
sie  erzeugt  also  eine  mit  endlicher  Geschwindigkeit  fortschrei- 
tende Welle,  die  in  genügender  Entfernung  vom  Erregungs- 
centrum in  massiger  Auedeh- 
nung als  eben  betrachtet  werden 

kann.  Der  einfachste  Nachweis 
besteht  im  folgenden:  wenn  die 
Welle,  von  a  ausgehend,  bei  b 
auf  eine  Metallwand  tritTt,  so 
entsteht  eine  reflectirte  Welle, 
Beide  Wellen  haben  (s.  Fig.  51) 
in    dem    Gebiet    nh    entgegen-  Fig.  6i. 

gesetzte  Fortpttanzongsrichtung 

und  erzeugen  zusammen  eine  „stehende  Welle",  d.  h.  einen 
|ieri(»dischen  Wechsel  von  Orten  maximaler  und  verschwin- 
dender elektrischer  (und  zugleich  verschwindender  und  maxi- 
maler magnetischer)  Feldintensitat.  In  dem  Gebiet  nc  haben 
sie  gleiche  FortpHanzungsrichtung,  aber  einen  durch  '  die 
Entfernung  ab  bestimmten  Gangunterschied j  je  nach  der 
(.Trosse  dieser  Entfernung  verstärken  sie  sich  oder  schwächen 
sich  bis  zur  Vernichtung,  —  und  zwar  gleichinässig  im  ganzen 
Gebiet  ac  Beide  Formen  der  „Interferenz"  sind  beobachtet 
worden  (Hertz),  Die  Beobachtung  ergiebt  unmittelbar  die 
Wellenlänge  für  die  betreffende  Schwingung. 

2)  Die  Wellen  sind  transversal,  d.  h.  beide  Feldinten- 
sitäten  liegen  normal  zn  der  Kichtung,  in  welcher  die  Strahlung, 
sich  ausbreitet  (Hertz). 
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3)  Elektrische  und  magnetische  Feldintensität  stehen 
senkrecht  auf  einander.*) 

4)  Die  Geschwindigkeit  einer  in  Luft  längs  zwei 
parallelen  Metalldrähten  fortschreitenden  Welle  ist  gleich 
der  Geschwindigkeit  der  im  freien  Lufträume  sich  aus- 
breitenden Welle**). 

5)  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  Welle  längs 
zwei  parallelen  in  Luft  ausgespannten  Metalldrähten  fort- 
schreitet, ist  coa  =      --^—  =  3-10^^       -.     Diese    Geschwin- 

digkeit  kann  nur  bestimmt  werden  und  wurde  bestimmt  durch 
gleichzeitige  Messung  der  Wellenlänge  und  der  Schwing- 
ungsdauer.***) 

Aus  4)  und  5)  folgt: 

6)  Die  Geschwindigkeit  elektromagnetischer  Wel- 
len im  freien  Luftraum  ist  coq. 

7)  Ebene  Wellen  sind  in  einer  Reihe  anderer  Isolatoren 
durch  verschiedene  Beobachter  nachgewiesen,  und  die  Aus- 
breitungsgeschwindigkeit (O)  ist  mit  der  Geschwindigkeit  in 
Luft  (Öo)  verglichen  worden.  Es  fand  sich  für  hinreichend 
lange  Wellen  stets 


^        \ 

/«Oi^ 

CO 

Oq       f 

B(l 

COq 

Daraus 

folgt  nach  6): 

V 

(7  = 

CO  , 

r 

« 

Abweichungen  von  diesem  Gesetz  sind  aber  für  kürzere 
Wellen  constatirt.  Bezügl.  dieser  Abweichungen  vgl.  Schluss 
des  Kapitels. 

8)  An  der  Grenze  zweier  Isolatoren  oder  eines  Isolators 
und  eines  Metalls  findet  regelmässige  Reflexion,  —  und 


•)  Hertz,  1.  c,  S.  205. 

•♦)  Sarasin  und  de  la  Rive,   Archives  de  Qenöve   (3)   29,   S.    358 
und  441;  b.  auch  Hertz  L  c.  fimleitung. 

♦♦•)  Trowbridge  und  Duane,  Phü.  Mag.  (5)  40,  S.  223. 


§  5.]  VerBnchsergebnisBe.  503 

9)  an  der  Grenze  zweier  Isolatoren  auch  regelmässige 
Brechung  ebener  Wellen  statt,  nach  den  in  §  2  entwickelten 
geometrischen  Gesetzen  (Hertz). 

10)  Für  die  Intensität  der  an  einem  Isolator  reflectirten 
Welle  ist  der  Polarisationszustand  der  auffallenden  Welle 
von  Bedeutung.  Wenn  die  elektrische  Feldintensität  in  der 
Einfallsebene  liegt,  und  nur  unter  dieser  Bedingung,  kann 
der  Fall  eintreten,  dass  die  reflectirte  Welle  verschwindet*) 
(vgl.  oben  S.  440).  —  An  der  Grenze  gegen  ein  Metall 
wird  die  Welle  mit  voller  Intensität  reflectirt;  die  Phase  be- 
stimmt sich  dadurch,  dass  die  elektrische  Feldintensität  in 
der  Grenzfläche  stets  Null  ist.  (Hertz;  vgl.  oben  S.  446). 

11)  In  einer  Anzahl  schwach  leitender  Flüssigkeiten 
wurde  die  Ausbreitung  ebener  Wellen  unter  gleichzeitiger  Ab- 
sorption nachgewiesen  (vgl.  S.  431  ff.).  Diebeiden  Constanten 

—  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  Absorptionscoefficient 

—  haben  sich  für  einige  Substanzen  in  Uebereinstimmung,  für 
andere  im  Widerspruch  mit  der  Theorie  ergeben  (bezügl.  der 
Abweichungen  vgl.  unten). 

12)  Es  konnte  nachgewiesen  werden,**)  dass  die  Wellen 
in  Metalldrähte  nur  bis  zu  minimalen  Tiefen  eindringen,  — 
um  so  weniger,  je  grösser  Leitungsvermögen,  Permeabilität 
und  Schwingungszahl  sind.  Femer,  dass  sie  beim  Fort- 
leiten entlang  Drähten  um  so  schneller  absorbirt  werden,  je 
grösser  die  Permeabilität  und  je  kleiner  das  Leitungsvermögen 
ist.***)  Dies  alles  und  ebenso  der  Inhalt  von  4)  entspricht  der 
Theorie  [s.  oben  §  3,  S.  479,  480,  487].  — 

Zusammengefasst:  die  Voraussagungen  der  MaxwelTschen 
Theorie  sind  im  vollsten  Umfange,  einschliesslich  des  Zahl- 
werthes  der  in  Frage  kommenden  Constante,  bestätigt,  soweit 
es  sich  um  die  Ausbreitung  im  unbegrenzten  Luftraum 
handelt  [s.  unter  1)  2)  3)  6)].  Dies  allein  ist  entscheidend,  um 
ihr  den  Vorrang  gegenüber  jeder  der  älteren  Theorien  zu  sichern. 

—  Ganz  allgemein  kann  man  sagen,  dass  die  geometrischen 
Verhältnisse  der  Strahlung  durch  die  Theorie  richtig  dar- 


*)  Tronton,  Nature  39,  S.  391.    KIemen6ic,  Wied.  Ann.  45,  S.  62. 
**)  Hertz;  dann  Bjerknes,  Wied.  Ann.  48,  S.  592. 
'♦♦)  Bjerknes,  Wied.  Ann.  47,  S.  69. 
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gestellt  werden,  und  dass  die  Werthe  der  Körperconstant«n 
{Xf  e,  fi)  sich  qualitativ  durchweg  in  der  von  der  Theorie  ge- 
forderten Weise  geltend  machen.  In  quantitativer  Beziehung 
sind  an  einigen  Punkten  Widersprüche  zwischen  Theorie  und 
Beobachtung  hervorgetreten,  —  an  anderen  Stellen  ist  das 
Beobachtungsmaterial  noch   unzureichend   zur  Entscheidung. 

Bis  hierher  haben  wir  uns  auf  dem  Boden  der  ElektricitÄts- 
lehre  bewegt.  Die  Bedeutung  der  MaxwelP sehen  Theorie  und 
der  Hertz 'sehen  Versuche  aber  liegt  vor  allem  darin,  dass  sie 
die  Brücke  schlagen  zu  einem  anderen  Gebiet  der  Physik: 
was  für  die  Ausbreitung  periodischer  elektromagnetischer 
StörungenMaxwell's  Theorie  forderte  undHertz's  Versuche 
nachwiesen,  das  sind  zugleich  die  Gesetze,  nach  welchen  das 
Licht  sich  ausbreitet.  Setzen  wir  für  „Isolator**:  „durch- 
sichtiger Körper", —  für  „Leiter" :  „Licht  absorbirender Körper", 
—  für  „Ebene  durch  Wellennormale  und  magnetische  Feld- 
intensität": „Polarisationsebene";  dann  sind  die  in  §  2  ab- 
geleiteten Sätze  identisch  mit  den  Gesetzen,  nach  denen 
ebene  Lichtwellen  sich  in  homogenen  isotropen  Körpern  aus- 
breiten, an  der  Grenze  solcher  Körper  reflectirt  und  ge- 
brochen werden. 

Die  Uebereinstimmung  umfasst  folgende  Punkte:  Aus- 
breitung mit  constanter  endlicher  Geschw-indigkeit  (ohne,  bezw. 
mit  Abnahme  der  Amplituden),  —  Transversalität  des  perio- 
dischen Vectors,  --  Gleichheit  des  Einfalls-  und  Reflexions- 
winkels, —  constantes  Sinusverhältniss  des  Einfalls-  und 
Brechungswinkels  im  Fall  zweier  durchsichtiger  Körper,  — 
Abhängigkeit  der  Amplitude  und  Phase  der  reflectirten  Welle 
vom  Einfallswinkel  und  Polarisationszustand  der  auffallenden 
Welle  sowohl  im  Falle  der  partiellen  wie  der  totalen  Reflexion. 
Sie  umfasst  ferner,  wie  wir  vorweg  bemerken  wollen  (s. 
Kap.  Vni,  C),  auch  die  Gesetze  der  Doppelbrechung  in 
Krystallen.  Endlich :  in  dem  einzigen  Medium,  in  welchem  von 
einer  bestimmten  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes 
gesprochen  werden  kann,  im  Vacuum,  ist  diese  Geschwindigkeit 
identisch  mit  der  Geschwindigkeit  elektromagnetischer  Wellen: 

"  sec. 
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Hieraus  hat  Maxwell  bereits  im  Jahre  1864  den  Schluss 
gezogen:  die  Ausbreitung  des  Lichtes  ist  eine  elektro- 
magnetische Erscheinung.*) 

Wir  schieben  hier  eine  Bemerkung  über  die  Thatsachen 
und  die  Theorien  der  Optik  ein.  Unser  Vergleich  nimmt  Be- 
zug auf  Beobachtungen  im  Gebiet  der  Optik;  insbeson- 
dere, was  wir  „Polarisationsebene  eines  Lichtstrahls"  nennen, 
das  ist  eine  experimentell  eindeutig  bestimmte  Ebene: 
Bei  einer  bestimmten  Lage  eines  Spiegels  gegen  den  einfallen- 
den Strahl  wird  kein  Licht  reflectirt;  die  Ebene,  welche  dann 
durch  den  Strahl  senkrecht  zur  Einfallsebene  gelegt  wird,  ist 
die  Polarisationsebene.  In  dieser  Polarisationsebene  liegt 
die  magnetische  Feldintensität  M,     [vgl.  §  2  bei  (34)]. 

Es  wird  nun  häufig  die  Frage  gestellt,  ob  E  oder  M  mit 
der  „Schwingungsrichtung"  im  Lichtstrahl  zusammenfalle.  Mit 
dieser  Frage  nimmt  man  Bezug  auf  eine  mechanische  Theorie 
des  Lichtes,  welche  die  Ausbreitung  des  Lichtes  als  Fort- 
pflanzung transversaler  Schwingungen  in  einem  elastischen 
Medium  auffasst.  Die  Frage  muss  zunächst  bestimmter  ge- 
fasst  werden,  denn  es  giebt  zwei  solche  Theorien,  deren  Haupt- 
vertreter Fresnel  und  F.  Neu  mann  sind.  Fresnel  nimmt  an, 
dass  die  Verschiebungen  des  elastischen  Mediums  senkrecht 
zur  Polarisationsebene,  Neumann,  dass  sie  in  der  Polarisations- 
ebene erfolgen.  Die  Schwingungsrichtung  (=  Verschiebungs- 
richtung) Fresnel's  also  fällt  mit  E,  die  Schwingungsrichtung 
Neumann's  mit  i^  zusammen.  —  Ueber  den  Vorrang  der 
Fresnel'schen  oder  der  Neumann'schen  Theorie  ist  lebhaft 
gestritten  worden.  Die  Streitfrage  war  einerseits:  welche  der 
beiden  Theorien  ordnet  sich  besser  der  allgemeinen  Elasti- 
citätstheorie  ein?  —  mit  dieser  Frage*  haben  wir  es  hier 
nicht  zu  thun.  Sie  wurde  aber  auch  so  gestellt:  Welche 
Theorie  entspricht  den  Thatsachen  der  Optik?  Besteht 
die  Fortpflanzung  des  Lichts  in  der  Ausbreitung  einer  senk- 
recht zur  Polarisationsebene  oder  einer  in  der  Polarisations- 
ebene stattfindenden  Schwingung?  Ist  die  Fresnel'sche  oder 
die  Neumann'sche  Schwingung  „der  Lichtvector"  ?  Auf  Grund 
unserer  jetzigen  Kenntnisse  über  elektromagnetische  Strahlung 


*)  Transact.  Roy.  Soc  Vol.  155,  S.  499. 
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müssen  wir  die  Frage  in  dieser  Formulining  für  unzulässig 
erklären.  Wir  wissen:  periodisch  veränderliche  Vectoren  in 
beiden  Richtungen  sind  überall  vorhanden,  wo  eine  Strahlung 
besteht;  einem  jeden  von  ihnen  entsprechen  genau  angebbare 
Eigenschaften  des  durchstrahlten  Baums.  Die  Frage  kann 
nur  sein:  welcher  Vector  muss  vorhanden  sein,  damit  be- 
stimmte Wirkungen  des  Lichts  auftreten?  —  mit  anderen 
Worten:  wird  die  elektrische  oder  die  magnetische  Energie 
der  Strahlung  in  bestimmte  andere  Energieformen  um- 
gesetzt, wo  Strahlung  erlischt?  Diese  Frage  ist  für  die 
chemischen  Wirkungen  durch  Wiener*)  beantwortet  worden. 
Er  führte  die  Entscheidung  herbei  durch  Beobachtung  stehen- 
der Lichtwellen.  In  den  stehenden  Wellen  werden  die  beiden 
Energieantheile  räumlich  getrennt,  wie  S.  446  f.  erläutert  wurde. 
Mittels  der  Reflexion  unter  45®  fand  Wiener:  parallel  zur 
Oberfläche  des  Spiegels  wechseln  periodisch  Ebenen  maximaler 
undminimaler  chemischer  Wirkung,  wenn  diePolarisationsebene 
parallel  der  Einfallsebene  ist;  —  die  chemische  Wirkung  ist 
gleichförmig  im  Räume  vertheilt,  wenn  beide  Ebenen  senkrecht 
zu  einander  sind.  Nach  der  elektromagnetischen  Theorie  ist  im 
ersten  Fall  M  parallel  zur  Einfallsebene,  also  ist  nach  S.  447  3/ 
gleichförmig  vertheilt,  E  aber  hat  in  parallelen  Ebenen  perio- 
disch wechselnde  Werthe.  Also  sagt  der  Versuch  in  der 
Sprache  der  elektromagnetischen  Theorie:  nothwendige  Be- 
dingung für  die  chemische  Wirkung  ist  das  Vorhandensein 
der  oscillirenden  elektrischen  Feldintensität,  In  der  Sprache 
der  mechanischen  Theorien  sagt  er:  nothwendig  ist  das 
Vorhandensein  der  Fresnel' sehen  Schwingung. 

Wir  kehren  zu  der  Maxweirschen  These  zurück.  Es  ist 
in  derselben  von  Lichtstrahlung  die  Rede.  Aber  es  ist  seit 
lange  bekannt,  dass  die  Strahlung,  welche  sich  uns  durch 
Erwärmung  der  bestrahlten  Körper,  durch  Erregung  von  Fluo- 
rescenz,  durch  Auslösung  chemischer  Procösse  verräth,  der 
Lichtstrahlung  in  jeder  Beziehung  gleichartig  ist,  dass  sich 
alle  diese  Gattungen  von  Strahlung  physikalisch  nur  durch  die 
Schwingungszahlen  unterscheiden.  Der  experimentellen  Unter- 
suchung ist  bisher  zugänglich  geworden  das   Gebiet,   welches 


( 


*)  Wiener,  Wied.  Ann.  40  S.  203. 
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einerseits  durch  die  Wellenlänge  0,0001  mm  im  Ultraviolett, 
andererseits  durch  die  Wellenlänge  0,06  mm  im  Ultraroth  be- 
grenzt ist.  Um  für  das  Folgende  eine  kurze  Bezeichnung  zu 
haben,  sollen  diese  Strahlen  (einschliesslich  der  Lichtstrahlen) 
als  „Wärmestrahlen"  bezeichnet  werden.  Im  Gegensatz  hierzu 
soll  diejenige  Strahlung,  welche  wir  durch  elektrische  Hülfs- 
mittel  hervorbringen,  und  welche  gegenwärtig  das  Gebiet  der 
Wellenlängen  oberhalb  3  mm  umfasst,  „elektromagnetische 
Strahlung"  heissen.  Der  Maxwell'sche  Satz  lautet  dann:  alle 
Wärmestrahlung  ist,  bis  auf  die  Werthe  der  Schwingungs- 
dauer, identisch  mit  elektromagnetischer  Strahlung;  sie  ist 
also,  wie  diese,  die  Ausbreitung  periodischer  elektromagne- 
tischer Störungen. 

In  wieweit  von  den  erfahrungsmässig  feststehenden  Ge- 
setzen der  Wärmestrahlung  Maxwell's  Theorie  Rechenschaft 
giebt,  ist  oben  dargelegt.  Dass  sie  eine  vollständige  Be- 
schreibung der  Thatsachen  nicht  bieten  kann,  liegt  freilich 
auf  der  Hand:  In  MaxweU's  Theorie  ist  der  unbegrenzt  ge- 
dachte,  isotrope   und  homogene  Körper  durch   die   Werthe 

V  £ 

von  zwei  Constanten,  <d=    ^      und  T  =  -  ,  vollkommen  defi- 

ysfi  ^ 

nirt,  (sofern  er  ein  Isolator  ist,  durch  den  Werth  von  co 
allein).  Es  folgt  aus  ihr  (s.  S.  432),  dass  mit  wachsender 
Schwingungszahl  sowohl  die  Portpflanzungsgeschwindigkeit 
wie  die  Absorption  (auf  die  Längeneinheit  bezogen)  con- 
tinuirlich  zunehmen  muss ;  —  für  den  Grenzfall  des  Isolators 
muss  die  erstere  constant,  die  letztere  Null  sein.  Im  Gegen- 
satz hierzu  zeigt  die  Erfahrung  für  die  Wärmestrahlung: 
alle  ponderablen  Körper  absorbiren;  für  alle  ist  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit Function  der  Schwingungszahl;  (sie 
zeigen  „Dispersion").  Die  Geschwindigkeit  nimmt  in  der  Regel 
mit  wachsender  Schwingungszahl  ab;  allgemein  gesprochen 
aber  ist  sie  eine  periodische  Function  der  Schwingungszahl. 
Dies  gilt  auch  von  der  Absorption;  die  Gebiete,  in  welchen 
eine  besonders  starke,  „auswählende"  Absorption  stattfindet, 
sind  zugleich  diejenigen,  in  welchen  die  Dispersion  „anomal" 
verläuft.  Die  Mannigfaltigkeit  der  beobachteten  Erscheinungen 
kann    durch  Ausdrücke    mit  zwei  Constanten,    wie  sie   die 
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Maxweirschen  Gleichungen  liefern,  nicht  dargestellt  werden, 
selbst  wenn  man  für  die  Werthe  dieser  Constanten  die 
freieste  Verfugung  zulässt. 

Man  kann  die  Erfahrungsthatsachen  darstellen,  sobald 
man  darauf  verzichtet,  einen  chemisch  und  physikalisch  homo- 
genen Körper  als  Continuum  zu  behandeln,  —  sobald  man 
einem  solchen  Körper  Structur  zuschreibt.  Den  Bauele- 
menten (physikalischen  Molekeln)  des  Körpers  können  dann 
bestimmte  für  sie  charakteristische  Zeitwerthe  (Perioden  der 
Eigenschwingungen)  und  Längenwerthe  (moleculare  Dimen- 
sionen) zugeschrieben  werden.  Ohne  weitere  Specialisirung 
der  Hypothese  folgt  dann:  Solange  die  einen  physikalischen 
Vorgang  definirenden  Zeiten  und  Längen  —  im  einfachsten 
Fall:  Schwingungsdauer  und  Wellenlänge  —  sehr  gross  sind 
gegenüber  den  molecularen  Schwingungsdauem  imd  Dimen- 
sionen, kommen  die  einzelnen  Molekeln  und  ihr  Zustand 
in  jedem  Moment  nicht  in  Betracht.  Zur  Geltung  kommen 
nur  gewisse  räumliche  und  zeitliche  Mittelwerthe.  Der 
Körper  erscheint  als  ein  Continuum.  Dies  ist  das  Gültig- 
keitsgebiet der  MaxwelTschen  Gleichungen;  diese  Mittel- 
werthe bestimmen  ihre  Constanten.  —  Ist  diese  Anschauung 
richtig,  dann  müssen  die  Maxwell'schen  Gleichungen  für 
jeden  Köq^er  gelten  von  einer  bestimmten  Schwingungs- 
dauer aufwärts;  aber  diese  untere  Grenze  kann  für  verschie- 
dene Körper  sehr  verschiedene  Werthe  haben.  Aus  Be- 
obachtungen von  Rubens*)  wäre  zu  schliessen,  dass  für  Quarz 
die  Grenze  ])ereits  mit  „Wäimestrahlen"  von  0,06  mm  Wellen- 
länge überschritten  ist,  —  aus  Beobachtungen  von  Cole**), 
dass  sie  für  Aethylalkohol  mit  „elektromagnetischen  Strahlen** 
von  5  cm  Wellenlänge  noch  nicht  erreicht  ist  [vgl.  oben  S.  502  f. 
unter  7)  und  11).]  — 

Bezüglich  der  Metalle  ist  früher  (S.  380)  bemerkt  worden, 
dass  sie  sich  gegenüber  jeder  zur  Beobachtung  gelangten 
elektromagnetischen  Strahlung  als  „vollkommene  Leiter** 
verhalten,  d.  h.  dass  e  neben  X  stets  unmerklich  ist.  Mit  anderen 
Worten:    ein   unbegrenzter   Metallkörper    ist    elektromagne- 

*)  Rubens.  Wied.  Ann.  67,  S.  464. 
*♦)  Cole,  Wied.  Ann.  57,  S.  290» 
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tisch  durch  die  eineConstante  — :t7u=  ;r^  charakterisirt.    Um 

sein  Verhalten  gegenüber  der  Wärmestrahlung  darzustellen, 
genügen  auch  die  zwei  Constanten  der  Maxwell'schen  Theorie 
nicht.  Es  ist  denkbar,  dass  in  dem  noch  unerforschten  Gebiet 
zwischen  beiden  Strahlungsgattungen  ein  Intervall  existirt, 
in  welchem  die  Einführung  der  zweiten  MaxwelPschen  Con- 
stante  nothwendig,  aber  auch  ausreichend  ist.  Andernfalls 
fuhrt  die  Theorie  eine  „Dielektricitätsconstante  der  Metalle" 
als  praktisch  werthlose,  aber  auch  unschädliche  Zugabe  mit, 
welche  lediglich  dazu  dient,  die  Continuität  der  Darstellung 
zu  wahren. 


Kapitel  VIII. 

Erweiterungen  der  MaxwelFschen 

Gleichnngen. 

In  den  ersten  sieben  Kapiteln  dieses  Buches  sind  Er- 
scheinungen behandelt  worden,  welche  sich  den  Maxwell'schen 
Gleichungen  (B),  (F),  (J),  (K)  unterordnen  lassen.  Wir  wollen 
die  Theorie  nunmehr  erweitem  nach  drei  Richtungen: 

A.  in  Rücksicht  auf  die  ferromagnetischen  Körper; 

B.  in  Rücksicht  auf  bewegte  Medien; 

C.  in  Rücksicht  auf  krystallinische  Medien. 

Bewegte  und  krystallinische  Medien  waren  von  der  bis- 
herigen Betrachtung  ausdrücklich  ausgeschlossen;  bezüglich  der 
ferromagnetischen  Körper  haben  wir  eine  ungenaue  Annahme 
gemacht. 

A.  Die  Voraussetzung  ^  =  const.  wird  aufgegeben. 

Wenn  wir  ein  Stück  weiches  Eisen,  welches  für  sich  allein 
kein  magnetisches  Feld  erzeugt,  in  die  Nähe  von  Magneten 
oder  Stromleitern  bringen,  so  ändert  sich  erstens  das  vor- 
handene magnetische  Feld,  —  dies  kann  erkannt  werden  an 
der  Aenderung  der  mechanischen  Kräfte,  welche  auf  einen 
kleinen  Magneten  oder  Stromträger  ausgeübt  werden,  oder  an 
der  veränderten  Stärke  der  Inductionsströme,  welche  cet.  par. 
in  einem  Leiter  auftreten,  —  und  es  erleidet  zweitens  das  Eisen- 


( 
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Stück  selbst  mechanische  Kräfte,  Was  für  das  EisenstUok 
gilt,  das  gut  qualitativ  für  jeden  Körper*  der  in  da<5  Feld 
eingeführt  wird.  Von  den  genannten  Erscheinungen  können  wir 
Rechenschaft  geben,  indem  wir  dem  Eisen  etc,  eine  temporäre 
oder  .Jnducirte"  Magnetisining  zuschreiben.  Von  dieser  haben 
wir  angenommen,  dass  sie  der  Feldintensität  gleichgerichtet 
und  fiir  ein  gegebenes  Medium  mit  ihr  proportional  ist^ 
Gleichbedeutend  mit  dieser  Annahme  ist  die  andere,  dass 
zwischen  der  magnetischen  Polarisation  9Jf,  deren  Flächen- 
integrale,  und  der  Feldintensität  3/,  deren  Linienintegrale 
in  unsere  Grundgleichungen  eingehen,  für  jeden  Körper  ein 
constantes  Verhältniss  besteht: 

wo  die  Constante  fi  als  Permeabilität  des  Mediums  bezeichnet 
wurde.  Inducirte  Magnetisining  zeigt  ein  K()rper,  dessen  // 
verschieden  ist  von  dem  ^/^  des  Mediums,  welches  er  im  Ver- 
such ersetzt  oder  verdrängt,  —  praktisch  von  dem  (i  der  Luft 

Unsere  Annahme  trifft  aber  gerade  für  diejenigen  Körper 
nicht  zu,  welche  sich  von  der  Luft  wesentlich  unterscheiden 
und  daher  die  kräftigsten  Wirkungen  zeigen,  die  ferromagne- 
tischen  Körper,  —  „Eisen",  wie  wir  kurz  sagen  wollen.  Die 
Erfahrung  zeigt:  9D?  wächst  zwar  mit  M,  aber  nicht  pro- 
portional   mit    M^    sondern   im    allgemeinen    langsamer  und 

so,  dass  sich  mit  wachsenden  M  der  Quotient  ^.  dem  Werthe 

^y  der  „magnetisch  indifferenten"  Körper  oder  der  Luft  nähert. 

Wir  modificiren  demgemäss  unsere  Grundgleichungen. 
Wir  schreiben: 


Jmj,ds=-vJE,d8  (j,) 


■^  o 


-^'  "        ^^  •  M,dl  (K) 


/(Av  +  V)  ''^  =  »/ 


und  wir  setzen  für  EiH«ii  nur  noch  voraus:  3JI  ist  parallel  mit 
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3f,  ist  Function  von  M  und  wächst  g[leichzeitig  mit  M^  oder: 
3Ä,  =  ^3/;;  ii  =  f{M);  SK'  >  ÜK",  wenn   AT  >  M". 

(f  eine  einwerthige  Function,  die  gegeben  sein  muss,  damit  die 
Substanz  für  uns  definirt  sei.) 

Wir  schreiben  die  Grundgleichungen  furCartesischeCoordi- 
naten  aus  und  behandeln  sie  so,  wie  es  Kap.  VI,  S.  396  f.  bei  der 
Ableitung  des  Poynting'schen  Satzes  geschah.  Es  folgt  dann 
fiir  den  unendlichen  Raum: 

n     öSK^        09»^        aüK\        iw^ 

wo  wie  früher  IF^  die  elektrischeEnergieund  ?Pdie  in  der  Zeit- 
einheit in  nicht-elektromagnetische  Form  übergegangene 
Energie  bedeutet.  Das  Integral  müssen  wir  also  der  in  der 
Zeiteinheit  erfolgenden  Vermehrung  der  magnetischen 
Energie  gleichsetzen;  oder:  wir  müssen  annehmen,  dass 

die  Zunahme  ist,  welche  die  magnetische  Energie  erfahrt, 
wenn  bei  ruhender  Materie  in  jedem  Volumelement  3JJ 
um  bestimmte  ö3R  (oder  M  um  entsprechende  iM)  wächst. 
Das  heisst:  wir  werden  veranlasst,  zu  setzen 


SR 


^« 


=  fdrfM'im.  (Fl) 


Dazu  kommt,  wie  früher: 

e 

W^  =  fdxfE^l^  =  fdx  V2  Bir^'  (B) 

0 

Wir  ersetzen  unser  früheres  Gleichungssystem  (B)  (F)  (J)  (K) 
durch  (B)  (Fj )  ( J, )  (K)  und  wollen  überlegen,  was  von  unseren 
früheren  Resultaten  bestehen  bleibt  und  was   zu   ändern  ist 

Keine  Superposition.  —  Zunächst  allgemein:  die 
Gleichungen  (J, )  sind  nicht  mehr  linear  in  den  Componenten 
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von  M.  Zwei  Felder,  welche  einzeln  den  Gleichungen  ge- 
nügen, geben,  zusammengesetzt,  im  allgemeinen  nicht  mehr 
ein  Feld,  welches  ihnen  ebenfalls  genügt.  Alle  Sätze  über 
Superposition  magnetischer  Felder  verlieren  ihre 
Gültigkeit. 

Magnetische  Vertheilung.  —  Aus  (Jj)  folgt: 

Tt  ^(3R)  =  o; 


das  heisst:  die  durch  die  Gleichung 


rm={ 


Q 
a 


definirte   „magnetische  Vertheilung"   haftet   an  den  Körper- 
elementen. 

Eindeutige  Bestimmtheit  der  stationären  Felder. 
—  Für  stationäre  Zustände  folgt  wie  früher: 

fs^ds  =  0 

O 


und  V 

6 


'fMidl=fAj^dL. 


Das  elektrische  Feld  ist  dadurch  bestimmt,  wie  früher  (s. 
S.  375  f.).  Es  sei  gefunden,  also  die  A  bekannt.  Dann  folgt 
wieder: 

Durch  die  Strömung  A  und  die  magnetische  Vertheilung 
/^(ü)i)  ist  das  magnetische  Feld  eindeutig  bestimmt  (vgl.  I.e.). 
Zum  Beweise  nehmen  wir  zwei  Lösungen  an: 

\)  M'  und  das  durch  M'  bestimmte  SD?'; 

2)  itf"  „    „     „     M"      „      m". 

Dann  ist 
/  Ml  dl  =  I  Ml' dl ,   oder  Ml  —  Ml'  ==-  —  -^ ,  tp  einwerthig, 

o  o 

und  J\m')  =  r(3K"). 
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Man  bilde  nun 

n^-fh^dr,  wo  Ä  =  (^f;-Ar;')(9K;-aR;')+  • 

Dann  folgt  einerseits: 

=  fy>  [r(9K')  -  r(aR")]  ^t  ==  O; 

andrerseits  ist 

h  =  TTäR'  +  M"m"  -  (iT ÜR"  +  7tf"SIR')  cos  (AT iV"), 
also  h^(M'  —  M")  (2R'  —  SR") > 0. 

Es  kann  also  nur  sein  ä  ^  0,  d.  h.  M* ^M".  — 

Das  allgemeinste  stationäre  magnetische  Feld  (M)  kann 
aber  nicht  mehr  zerlegt  werden  in  einen  bestimmten  An- 
theil ,  welcher  der  magnetischen  Vertheilung  q  =  r{Wl) ,  und 
einen  zweiten,  welcher  der  Strömung  A=  F'P{M)  entspricht 
(vgl.  Kap.  IV,  S.  249). 

Mechanische  Kräfte  im  statischen  Feld.  —  Ist  die 
Strömung  A  durchweg  Null,  so  finden  im  ruhenden  System 
keine  Energieumsetzungen  statt.  Die  irgend  einer  virtuellen 
Aenderung  der  Configuration  entsprechende  Abnahme 
der  Energie:  —  d(lV^  +  If^,  wo 

m. 

dW^'-^dlfärfM-hm], 

0 

setzen  wir  der  geleisteten  mechanischen  Arbeit  gleich. 
Elektrisches  und  magnetisches  statisches  Feld  sind  unabhängig 
von   einander;   die  Abnahme  von   W^  bezeichnen  wir  daher 

als  Arbeit  von  Kräften  magnetischen  Ursprungs.  Wir 
wollen  den  allgemeinsten  Ausdruck  für  diese  Kräfte  aufstellen. 

Es  ist 


A.]  im  Btatischen  Feld.  5X5 

eine  Function  von  iWT,  deren  Parameter  durch  die  in  dem  be- 
trachteten Kaumpunkt  vorhandene  Materie  bestimmt  sind. 
Also  ist 


dfM'im  =  d{Mm)  —  df^liM 


M 


==d{Mm)  —  'St'dM—fl(i-M'lM 


0 


=  M'dm—fl[i'M'lM, 
0 

wo  einerseits  c/3K  die  gesammte  Aenderung  von  90? ,  andrer- 
seits ii(i  die  durch  die  Aenderung  der  Substanz  allein,  bei 
constantem  M,  hervorgebrachte  Aenderung  von  fi  bezeichnet. 
Wir  multipliciren  mit  dt  und  integriren  über  den  unendlichen 
Raum.    Es  ist 

fdT-M'd3R=='-fdT  (^^J9ijt^+.>j  =   Trfr  .  ip  (~^  dm,  +  • 

TT  T 

=  jdt  *tp  '  d  r{W)=ldT  'tp'dQ, 

T  T 

Die  Aenderungen  von  q  werden  aber  nur  durch  die  Ver- 
schiebung der  Materie  hervorgerufen:  dQ  =  ^q.    Also: 


Af 


dW^  =  fdT  \y>''iQ  —  hfi'M'iM 

0 

Bezeichnen  nun  wieder  rfx,  rf?y,  6a.  die  Verschiebungscompo- 
nenten  des  in  dt  befindlichen  materiellen  Theilchens,  so' ist 
(vgl.  Kap.  I  S.  86): 

^Q  =  -l  (Qöx)  -  1^  (Qöy)  -  l  (06z) 

33* 
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und  daraus: 


M 


dW^  =  —fdx  \(qM^  —  f^  M^iM)  dz  +  .  +  .1  • 

0 

Wir  können  daher  die  den  Verschiebungen  6x  •  •  entsprechende 
Arbeit 


iÄ  =  —  dW. 


m 


in  der  Form  schreiben: 


iA==Jdr  \fjx  +  f^dy  +  fjx]. 


wenn  wir  setzen 


r.^QM^-J^M.iMetc.  (1) 

0 


Es  ist  aber 

Af  Af 


ix 


f^M.iM=^M^^+pjiM.iM; 


also 

Af 


0 

Af 


im.        im„        m.     ö  r 


0 


Unsere  Ableitung  gilt  flir  ein  statisches  Feld,  d.  h,  ein 
stationäres  Feld,  in  welchem  -4  =  0.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  aber 


JMidl^O,    oder    ^=^etc. 


X s* 

iy  ix 


A.1 


statischen  Feld.  —  Spanmingeii. 
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Addiren  wir  nun  zu  der  vorstehenden  Gleichung: 


(IM,     ö^/A 


«=^Ai/- 


ix 


)  +  9Ä, 


BO  folgt: 


f,==^(M,m+^(^My)  +  ^i^.^:)—^-fm-lM    (2) 


nebst  den  entsprechend  gebildeten  f  und  f^. 

Die  Ausdrücke  in  (1)  und  (2)  sind  identisch  unter  der 
gemachten  Voraussetzung;  f-dx  ist  die  mechanische  Kraft, 
welche  in  einem  statischen  magnetischen  Felde  auf  den 
Inhalt  von  dx  wirkt.  (Sie  geht  in  die  Kap.  III  (31)  gefundene 
Kraft  über,  sobald  man  fi  =  const.  bezüglich  M  setzt.)  Der 
Ausdruck  in  (1)  zeigt,  dass  die  Kraft  sich  zusammensetzt  aus 
dem  Antheil  dw-A/,  welcher  im  homogenen  Medium  allein 
vorhanden  ist,  und  einem  zweiten  Antheil,  welcher  durch  die 
Inhomogenität  des  Mediums  bedingt  ist. 

Spannungen.  —  Aus  dem  Ausdruck  (2)  ergiebt  sich: 
die  Kräfte  f  können  ersetzt  werden  durch  folgendes  System  von 
Spannungen  2?  (für  die  Bezeichnung  s.  Kap.  I  S.  87ff.): 


P 


XI 


M.m, 


-■ 


M 


M 


^y»  = 


M^m^ 


—  j^tiM 


V^^ 


XX 


-/ 


Af 


p^=M^^^=M,m,==p 


y 


y^ 


Pyx  = 


M,m^  =  M^m,=p^ 


Pxx  = 


M,Tt,=  M,m,  =  p^ 


(3) 


Indem  wir  für  einen  Augenblick  x  parallel  M  annehmen,  er- 
kennen wir,  dass  der  einfachste  Ausdruck  für  diese  Spannungen 
der  folgende  ist:  es  wirkt  auf  jede  zur  Feldrichtung  normale 
Flächeneinheit  ein  normaler  Zug  vom  Betrage 


i 
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Af 


m 


Mm  -fm'iM==fM'im, 

0  0 


und  auf  jede  zur  Peldrichtung  parallele  Flächeneinheit  ein 

A/ 


normaler   Druck   vom 


Betrage:    /  ! 


SD?  •  öM     Diese    beiden 


Hauptspannungen  sind  nicht  mehr  numerisch  gleich. 

Allgemeiner  Ausdruck  der  Kräfte.  —  Wir  werden, 
unter  B,  zeigen,  dass  die  Spannungen  (3)  den  allgemeinsten 
Ausdruck  der  Kräfte  magnetischen  Ursprungs  in  einem  be- 
liebigen elektromagnetischen  Felde  bilden.  Nehmen  wir 
das  für  den  Augenblick  an,  so  ergeben  sich,  indem  wir  den 
letzten  Theil  unserer  Entwicklung  rückwärts  durchlaufen, 
zunächst  als  allgemeingültig  die  Kräfte  f  in  der  Form  (2),  und 
weiter,  ebenfalls  allgemeingültig,  in  der  Form 


M 


0 


+ü». 


iy 


ix 
iM. 


ix  J    ' 


(4) 


Ist  das  Feld  stationär,  so  folgt  nach  (K"): 


f. 


-  ,K  -f, 


Af 


,^M.iM+{^3Jt^-^m, 


(5) 


Diese  "Werthe  gehen  überall  da,  wo  keine  Strömung  A  vor- 
handen ist,  in  die  Werthe  (1)  des  statischen  Feldes  über. 
Wo  aber  eine  Strömung  A  existirt,  da  gesellt  sich  zu  den 
Kräften  (I)  noch  eine  Kraft,  welche  das  Theilchen  normal 
zur   Strömung    und    normal    zu    den  Kraftlinien   durch   das 


Feld  treibt  (in  der  Richtung  J.  ^ÜK)  und  die  Grösse  hat: 
4aRsin(jgR). 


A.]        Berechnung  stationärer  Felder.    Beetimmnng  von  ^^/*(3/\     5t 9 

Berechnung  des  stationären  Feldes  aus  seinen 
Bestimmungsstücken.  —  Das  stationäre  Feld  ist,  wie  wir 
sahen,  durch  die  magnetische  Yertheilung  und  die  Strömung 
eindeutig  bestimmt.  Aber  die  Aufgabe,  dieses  Feld  zu  finden 
bei  gegebenen  q  und  A,  ist  sehr  viel  verwickelter  unter  unsern 
jetzigen,  als  unter  den  früheren  Voraussetzungen.  Es  waren 
früher  auch  die  fi  für  jeden  Punkt  gegebene  Grössen,  —  jetzt 
ist  fi  nur  noch  für  jeden  Punkt  eine  gegebene  Function  des 
erst  zu  findenden  M.  Die  Aufgabe  ist  thatsächlich  streng 
nur  gelöst  in  den  Fällen,  wo  sich  die  für  fi  =  const.  ge- 
fundene Lösung  direct  übertragen  lässt: 

Es  sei  in  einem  bestimmten  Fall  das  Feld  3/,  gefunden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  im  Eisenkörper  (Raum  t) 
fi^  fi^  =  const.  sei,  und  zwar  habe  sich  innerhalb  des  Eisen- 
körpers ein  gleichförmiges  Feld  ergeben.  Die  Grösse  (und 
Richtung)  dieses  gleichförmigen  Feldes  wiid  im  allgemeinen 
von  dem  gewählten  Werth  von  fi^  abhängen: 

in  t:  M^  =F(fi^).  (a) 

Es  sei  nun  thatsächlich  das  fi  des  Eisens  eine  bekannte 
Function  von  M,  also 

in  r:  fi  =  f{M).  (b) 

Dann  bestimme  man  ein  Werthepaar  fi^fi^y  M=  itfj ,  welches 
zugleich  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  genügt.  Der  so  be- 
stimmte Werth  von  ^  und  das  für  dieses  ^i/,  geltende  Feld  M^ 
der  Hülfsaufgabe  lösen  die  thatsächlich  vorliegende  Aufgabe. 

Umgekehrt  kann  unter  unseren  Voraussetzungen  die 
Function  (i  =  f{M)  bestimmt  werden,  indem  das  Feld  beob- 
achtet wird.  Der  hier  vorausgesetzte  Fall  liegt  vor  für  ein 
aus  Eisen  geformtes  EUipsoid,  welches  in  ein  zuvor  gleich- 
förmiges Feld  M^)  gebracht  wird  (s.  Kapitel  III,  S.  211  f.). 
Aus  dem  gemessenen  Mq  und  M  erhält  man  rechnerisch  ^,  und 
somit  durch  eine  Reihe  von  Beobachtungen  die  Function  /*.  — 

Ein  anderer  noch  einfacherer  Fall:  eine  bestimmte  An- 
ordnung von  Strömen  sei  gegeben,  und  zunächst  angenommen, 
dass  //  =  ^0  =  const.  ist  im  Raum  r.  unter  dieser  Voraus- 
setzung soll  die  Oberfläche  von  r  von  Kraftlinien  gebildet 
w^erden  und  im  Innern  von  r  soll  längs  jeder  Kraftlinie  die 
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Feldintensität  Mq  einen  constanten  Zahlwerth  haben.  Wenn 
dieser  Kaum  r  dann  mit  Eisen  angefüllt  wird,  so  bleibt  die 
Feldintensität  durchweg  unverändert. 

Der  Beweis  liegt  in  folgendem:  Ausserhalb  r  gelten  für 
M  dieselben  Bedingungen  wie  fiir  M^;  da  nach  Voraus- 
setzung Mq  ihnen  genügt,  so  genügt  ihnen  auch  das  Feld 
M=  Mq  . 

An  der  Oberfläche  S  von  r  muss  sein: 

es    ist    aber   nach   Voraussetzung  M^^  =  Mq^  ==  0 ;  also  ge- 
nügt das  Feld  M^  Mq  auch  dieser  Bedingung. 
Innerhalb  r  muss  sein: 

Es  ist  aber  nach  Voraussetzung  erstens  /^(^^)  =  0;  und 
zweitens  liegt  die  Richtung  von  M^  überall  in  den  Flächen 
itfj,  =  const.    Die  Annahme  M^^  Mf^  ergiebt  also 

rw  =  o     und      i»f,^+^.yi  +  j»f,^  =  0 

oder,  da  //  =  f{M) ,  auch : 

SO  dass  also  auch  die  letzte  Bedingung  für  M  erfüllt  ist. 

Dieser  Fall  liegt  vor  (vgl.  Kapitel  IV,  S.  260  und  262), 
wenn  eine  stromführende  Spule  gleichmässig  auf  einen  Eisen- 
ring oder  langen  Eisenstab  gewickelt  ist;  —  ferner,  wenn  ein 
geradliniger,  oder  allgemeiner  ein  zu  einer  Curve  von  geringer 
Krümmung  gebogener,  stromführender  Draht  entweder  mit 
einem  coaxialen  Eisencylinder  umgeben,  oder  selbst  aus  Eisen 
gebildet  ist.  —  Das  Verfahren  Kapitel  V,  S.  344  unter  4) 
giebt  unmittelbar  das  zu  einem  bekannten  M  gehörige  3)7,  also 
die  Function  fi  =  f{M). 

Concentration  der  Kraftlinien  im  Eisen.  —  Auch 
unter  der  Annahme  n  =  const.  konnte  das  Problem,  das  Feld 
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M  für  einen  magnetisch  nicht  homogenen  Braum  zu  finden, 
nur  für  wenige  Fälle  strenge  gelöst  werden.  Genähert 
richtige  Lösungen  erhielten  wir  in  Kapitel  IV  (S.  256  und  263) 

unter  der  Voraussetzung,  dass   ^   eine  grosse  Zahl  sei.    Die 

Ej*aftlinien  concentrirten  sich  dann  nahezu  vollständig  in  dem 
Körper  von  der  Constante  //,  so  weit  das  mit  der  Bedingung 
verträglich  war,  dass  sie  geschlossene,  die  Ströme  umzingelnde 
Curven  bilden  müssen.  Die  Voraussetzung  gilt  für  Eisen; 
aber  sie  gilt,  wie  wir  jetzt  sagen  müssen,  nur,  solange  die 
Feldstärken  nicht  zu  gross,  d.  h.  die  felderzeugenden  Ströme 
nicht  zu  stark  werden.  Mit  unbegrenzt  wachsendem  Feldq 
nähern  wir  uns  dem  Werth  ^  =  ^q  ,  d.  h.  dem  Falle ,  dass 
das  Eisen  einem  magnetisch  indifferenten  Körper  gleichartig, 
das  Feld  durch  seine  Anwesenheit  gar  nicht  verändert  wird. 

Inducirte  Magnetisirung.  —  Es  sei  das  Feld  itf, 
wenn  ein  Eisenkörper  sich  in  dem  Raum  r  befindet;  es  sei 
M^^  wenn  cet.  par.  das  Normalmedium  mit  der  Constante  ^q 
sich  in  r  befindet.     Setzt  man  dann  in  r: 

{p.  -  II,)  M^  =  /;,  (6) 

so  erhält  man  wie  in  Kapitel  III  und  IV  (vgl.  insbesondere 
S.  196  und  205)  das  Feld  M  auch  richtig  aus  der  Annahme, 
der  Werth  (i=  (i^^  sei  unverändert  geblieben,  zu  den  gegebenen 
Magneten  und  Strömen  aber  sei  noch  eine  „inducirte  Mag- 
netisirung" T  oder  eine  „inducirte  magnetische  VertheUung" 

/>=  —  r{t)  in  T  hinzugekommen.    Denn  diese  Annahme 

bedeutet  nichts  anderes,  als  dass  das  Feld  3/ bestimmt  werden 
soll  gemäss  den  Bedingungen 

wo 

P(3r)  =  0  (a) 

und  fi,riM')^Q;  (b) 

oder  P(M)  =  P(M,)  =  ^  (a) 
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und 

(\))  aber  ist  identisch  mit: 

r(ßM)  =  r{fioM,)  =  Q,,  (c) 

und  (a')  und  (c)  sind  thatsächlich  die  charakteristischen  Glei- 
chungen des  Feldes  M, 

Ein  Unterschied  gegenüber  Kapitel  III  und  IV  macht 
sich  insofern  geltend,  als  in  einem  homogenen  Eisenkörper  im 
Allgemeinen  nicht  F {!')  =  {),  das  Eisen  nicht  solenoidal 
magnetisirt  ist  (vgl.  S.  208).  Es  ist  eben  magnetisch  nicht 
homogen,  wo  3/variirt; 

Die  Kräfte  dargestellt  mittels  der  inducirten 
Magnetisirung.  —  Mit  Hülfe  der  inducirten  Magnetisirung 
lassen  sich  unter  bestimmten  Bedingungen  die  mecha- 
nischen Kräfte  ausdrücken.  Man  erhält  zwar  nicht  die 
Spannungen  im  Innern  des  Eisens,  wohl  aber  diejenigen 
Summenwerthe,  welche  für  die  Bewegung  eines  starren 
Eisenkörpers  in  dem  Normalmedium  in  Betracht  kommen, 
richtig  aus  der  Annahme:  es  wirke  auf  jedes  Element  dz  des 
Eisenkörpers  eine  Kraft 

f'dT  =  M(Q  +  q)  dr 

in  der  Richtung  des  Feldes  M,  wo  q  die  gegebene,  unver- 
änderliche, „wahre",  q  die  „inducirte"  magnetische  Dichte  be- 
zeichnet. Der  Beweis  ist  leicht  nach  dem  Muster  in  Kapitel  I 
§  12  (S.  100  f.)  zu  führen. 

Ebenso  wie  dort  bezw.  in  Kapitel  III  §  3  (S.  208  f.)  folgt 
weiter:  sind  in  der  Nachbarschaft  andere  Eisenmassen  nicht 
vorhanden,  so  darf  in  diesem  Ausdruck  der  Kräfte  das  „äussere 
Feld"  Mqj  d.  h.  das  Feld,  welches  vor  Einführung  des  Eisen- 
körpers an  der  gleichen  Stelle  vorhanden  war,  für  M  gesetzt 
werden,  also: 

f.dT=  Mq  (q  +  Q)dr.  (7) 

Desgleichen  folgen  die  weiteren  Schlüsse  in  Kapitel  III, 
§  3,  insbesondere:  Wenn  ein  kleines  Eisenstück  ohne  wahren 
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Magnetismus,  aber  mit  dem  inducirten  Moment  IT,  im  Felde  Mq 
unendlich  wenig  verschoben  wird,  so  ist  die  geleistete  Arbeit: 

^Ä  =  k;  öm,^  +  k;  öm,^  +  ü^öMo,  ,  (s) 

wo  x,y,x  im  Eisen  festliegende  Axen  bezeichnen. 
Bleibt  das  Moment  dem  Felde  parallel,  so  ist 

iA  =  'ii'^öi%.  (9) 

Es  ist  aber  unter  unseren  jetzigen  Voraussetzungen  K' 
nicht  proportional  mit  Mq,  sondern  eine  Function  von  Mq, 
welche  sowohl  von  der  Körperform,  wie  von  der  Form  der 
Function  fi  =  f{M)  abhängt.   Es  ist  daher  auch  nicht  (vgl.  S.  210) 

sondern  lediglich 


Ä 


3/o 

=  df^'iMo.  (10) 


Das  magnetische  Feld  linearer  Ströme;  seine 
Energie.  —  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  unser  Feld 
eine  Anzahl  linearer  Ströme  ij^ ,  «\  enthalte,  aber  keine  perma- 
nenten Magnete.  Das  Feld  M,  also  auch  ÜK  und  die  Flächen- 
integrale 


Q^=Jm^s^ 


über  die  von  den  Stromcurven  begrenzten  Flächen  S^  sind 
dann  eindeutig  bestimmt  dui'ch  die  i,^;  aber  sie  sind  nicht 
mehr  lineare  Functionen  der  «^;  es  existiren  also  auch  keine 
Constanten  „Inductionscoefficienten**  j?/^  mehr.  — 

Auch  die  Energie  ist  Function  der  «^,  aber  keine  quadra- 
tische.    Die  Energievermehrung 


lW^==fM'imdx, 


welche  unendlich  kleinen  Vermehrungen  dij^  entspricht,  lässt 
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sich  Yermöge  der  Gleichungen 

M,  = ~,  rp  einwerthig,  aber  an  S^ :  v>  —  V  =  4^> 

r(aK)  =  0 

umformen  in 


öTr„  =  ^ao, +  ^öOj  +  .., 


(11) 


Schreibt  man 

"«-(^Oi  +  -^Oj  +  ..) ü,  (12) 


SO  wird  also 


'2 

woraus  folgt: 

(Diese  Gleichung  ersetzt  die  speciellere  in  Kapitel  IV  S.  243  f. : 


(14) 


Ol 


^=VPi2^) 


Inducirte  elektromotorische  Kräfte.  Erhaltung 
der  Energie.  Mechanische  Kräfte. — Die  Grundgleichung 
(Jj)  sagt  unmittelbar  aus,   dass   die  im  Leiter  «j.  inducirte 

elektromotorische  Kraft 

^;=/^>=-T^  (15) 

ist.    Dies  gilt  nach  der  Ableitung  aus  (J| )  nur  für  einen  gegen 
seine  Umgebung  ruhenden  Stromkreis  s^^.  Wir  nehmen  aber 

wie  in  Kapitel  V  und  in  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung 
an,    dass    es    tbatsächlich    allgemein  gilt,    wie    auch    die 
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Aenderung  von  Qj^  zu  Stande  gekommen  sein  mag.    Demnach 

ist,  wie  in  Kapitel  V  S.  306,  die  in  dt  in  den  Leitern  producirte 
Jottle'sche  Wärme,  vermindert  um  die  aus  den  galvanischen 
Elementen  aufgenommene  Energie: 

Il€;i„di=^~S*^dQt,  (16) 

wo  dQj^  die  gesammte  in  dt  erfolgende  Vermehrung  von  Q 
bezeichnet 

Suhen  alle  Körper,  so  verlangt  das  Energieprincip,  dass 

ii€;i,dt  +  öw;.  =  0 

sei;  diese  Gleichung  wird  durch  (11)  und  (16)  erfüllt. 

Finden  Bewegungen  statt,  und  ist  die  von  den  inneren 
Kräften  des  Systems  geleistete  Arbeit  A^  so  verlangt  das 
Energieprincip,  dass 

S€uhdt  +  dW^  +  A  =  {)  (17) 

sei,  wo  dW^  die  totale  Vermehrung  von  W^  in  dt  bedeutet. 
Wir  wollen  die  von  der  Aenderung  der  »j^,  bei  ruhen- 
der Materie,  herrührenden  Incremente  durch  ö  bezeichnen, 
—  die  von  der  Veränderung  der  geometrischen  Parameter, 
bei  festen  t^^,  herrührenden  durch  rf,  —  die  totalen  durch  rf, 

so  dass  also  allgemein 

dX=lX-\-  6X 
(und  im  besonderen  di  ^  öt) ; 
dann  ist  nach  (12): 

dW^  =  ds'-^Q,-dU, 

wo  dU^lU-\-  ÖU, 

und  nach  (13): 


iU=S-^dij^. 


V 
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Also 


dW^^2^.dQ,-6ü.  (18) 


Aus  (16)  (17)  und  (18)  folgt: 

Ä  =  ÖU.  (19) 

(Diese   Gleichung    tritt    an   Stelle    der  Gleichung    (55)    des 
Kapitel  IV: 

Ein  linearer  Stromkreis.  —  Handelt  es  sich  um  einen 
einzigen  Stromkreis,  so  wird  nach  (11): 

Q 


=  ri80,      wo  ÖO  =  ^j|ä;  (20) 

0 


nach  (12): 


Q 
U 

y   ' 

0  0 


==iQ-f^iQ=ßdi  (21) 


und  nach  (19)  i 


A 


X 

=  Sf^  di .  (22) 


Es  heisse,  wie  früher,  das  Feld  Mq,  die  Induction  durch 
S :  Oof  wenn  der  Baum  ausschliesslich  von  magnetisch  indiffe- 
renten Körpern  erfüllt  ist,  dagegen  M  und  Q,  wenn  sich  ein 
Eisenkörper  darin  befindet.     Wir  zerlegen  dann 

Q=  Oo  +  Q' 

und  erhalten 

Q'  -=J(jiM^  -  (lo  Mo^)  dS  =y"(/;  +  fi^  itf^)  dS, 
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wenn  wieder 

gesetzt  wird,  f  ist  die  inducirte  MajnJeti.sirun^  des  Eisens, 
.V',  Q'  die  dersell>en  ent>precliende  Feldintensität  und  In- 
duction.     Bei  einer  VerÄchielmnfr  de.»»  Ei^en^tiicks  ist 

und  somit: 


->.. 


(23) 


Es  ist  aber  i«ifntis«'h  [v?L  Kap.  IV  ^5S  ] 

fdx  i;.iM^.  +  ..)  =  ^^^.h. 

r 

Handelt  e?>  sich,  tun  nur  dm  ^inf;^rh-Mt^-n  F^^ll  zu  hf-trachten, 
um  ein  kleines  Ei^^^^n^türk  v«>m  inducirten  Moment  IT,  dessen 
Axe  parallel  ->f,  hlf*ihr,  so  i>t  al^o 


^,  ai- IT.  aj/o 


und  demnach 


W- 


.4  =  rf/V  a>^>, 


wie  wir  unter  i^lO-  bereits  gefunden  haben;  oder 


A  ^ 


wo  die  Imliees  1  und  2  sich  auf  Anfangs-  und  Endhii^e  be- 
ziehen. Hat  das  Eisen  etwa  die  Fonn  eines  Ellipsoids.  dessen 
ff  Axe  dem  Feld  parallel  bleibt,  so  ist  /  als  Function  von 
fi  und  ^Vo  bekannt  [s.  Kap.  ITT  (45 1],  also  auch  K'  und  J/„ 
als  Functionen  von  fi  und  .V;  das  Integral  kann  folglich 
berechnet  werden,  sobald  fi  =  /(-V)  empirisch  gegeben  ist. 
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Zwei  Darstellungen.  Bedeutung  der  „wahren'' 
und  der  „freien"  Magnetisirnng.  —  Den  Vector  J5,  die 
„magnetische  Induction",  welcher  durch  die  Eigenschaft 
r{B)  «=  0  ausgezeichnet  ist,  haben  wir  (s.  S.  221)  zerlegt  gemäss 
der  Gleichung 

in  welcher  der  zweite  Summand  eine  unveränderliche  Grösse 
ist,  die  „wahre"  Magnetisirnng.   Die  ältere  Darstellung  setzt 

gleich  der  „inducirten*^  Magnetisirnng  und  zerlegt: 

wo   //  +  7^  die  /-Componente  der  „scheinbaren"  oder  „freien" 

Magnetisirnng.  Insbesondere  für  einen  Körper  ohne  wahre 
Magnetisirnng  haben  wir  jB^  =  5IR|  =  piM^  stets  als  einheitliche 

Grösse  betrachtet,  während  die  ältere  Darstellung  sie  auf- 
löst in  die  Summe  fi^  M^  +  //,  in  welcher  der  erste  Term  dem 

„unpolarisirbaren"  Vacuum  („Aether"),  der  zweite  allein  aber 
der  „magnetisch  polarisirten"  Materie  zukommt.  Die  Frage,  ob 
die  Grösse  von  SR,  oder  aber  die  Grösse  von  /  eine  be- 
stimmte Eigenschaft  der  Materie  quantitativ  charakterisirt, 
hatte  keinen  Sinn,  solange  wir  (i  als  Constante  betrachte- 
ten; denn  unter  dieser  Voraussetzung  sind  beide  Grössen 
proportional.  Die  Frage  erhält  jetzt  einen  Sinn;  denn  bei 
unbegrenzt  wachsenden  Feldstärken  M  wächst  auch  SD?  unbe- 
grenzt, I'  aber  nähert  sich  einer  endlichen  Grenze. 

Betrachten  wir  also  irgend  eine  der  Messung  zugängliche 
Erscheinung,  welche  an  das  Vorhandensein  eines  magnetischen 
Feldes  und  das  Vorhandensein  von  Materie  gebunden  ist. 
Nehmen  die  Masszahlen  für  diese  Erscheinung  unbegrenzt 
zu  mit  wachsender  Feldstärke,  dann  kann  sie  nur  durch  M 
oder  SK  eindeutig  bestimmt  sein;  —  nähern  sich  die  Zahlen 
einer  festen  Grenze,  dann  kann  sie  nur  von  /  abhängen.  Ein 
Vorgang  der  verlangten  Art  ist  die  Drehung  der  Polarisa- 
tionsebene des  Lichtes;  sie  fehlt  (abgesehen  von  der  soge- 
nannten  „natürlichen  Dretung",    welche    von    der  hier  be- 
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sprochenen  scharf  trennbar  ist)  bei  Abwesenheit  des  Feldes, 
und  sie  fehlt  auch  bei  Abwesenheit  von  Materie.  Sie  ist  in 
allen  nicht-ferromagnetischen  Körpern  proportional  mit  M 
oder  SD?  oder  /;  sie  geht  aber  in  Eisen,  Kobalt  und  Nickel 
nach  Kund t's  Entdeckung*)  mit  wachsendemFelde  gegen  einen 
festen  Maximalwerth;  sie  ist  also  zweifellos  eine  Function 
von  i  ,  nicht  von  M  oder  SD?.  Dasselbe  gilt  höchst  wahr- 
scheinlich auch  von  den  Aenderungen,  welche  das  Volumen, 
das  elektrische  Leitungsvermögen,  das  thermoelektrische  Ver- 
halten der  Metalle  im  magnetischen  Felde  erfahren.  Alles 
dieses  sind  Eigenschaften  der  Materie,  nicht  des  von  ponde- 
rabler  Materie  freien  Raumes;  und  somit  scheint  i',  nicht 
aber  iV  oder  SD?  den  Zustand  der  Materie  zu  charakterisiren.  — 
An  die  Werthe  von  M  und  SD?  dagegen  knüpfen  sich  die  Ge- 
setze derjenigen  magnetischen  und  elektrischen  Vorgänge, 
welche  im  Vacuum  ebensowohl,  wie  in  dem  von  Materie  er- 
füllten Raum  auftreten.  Diese  Gesetze  haben  sich,  trotz  der 
ungeheuren  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen,  in  wenigen 
einfachen  Sätzen  zusammenfassen  lassen;  sie  sind  in  den 
Maxweir sehen  Gleichungen  formulirt  und  bilden  den  aus- 
schliesslichen Gegenstand  unserer  Untersuchungen.  Für  uns 
also  sind  M  und  S5?  die  Fundamentalgrössen.  —  Eine  theo- 
retischeZusammenfassung  aller  derjenigenEinzelerscheinungen, 
welche  durch  die  Werthe  der  /'  quantitativ  bestimmt  sind, 
existirt  bisher  nicht.  Sie  blieben  von  unseren  Betrachtungen 
ausgeschlossen. 

Hysteresis.  —  Die  Grundannahme,  welche  wir  in  diesem 
Abschnitt  über  die  magnetischen  Eigenschaften  der  Körper 
mit  Einschluss  der  ferromagnetischen  Substanzen  gemacht 
haben,  lässt  sich  so  aussprechen:  jedes  Körperelement  ist 
magnetisch  vollkommen  charakterisirt  durch  zwei  Vectoren  M 
und  Bj  zwischen  welchen  die  Beziehung  besteht 

Hierin  ist  fi  eine'  der  Substanz  eigenthümliche  Function  von 
.V,  und  /  ein  unveränderlicher  Vector,    der  eben  deshalb 


*)  Wied.  Ann.  27,  S.  191. 
Cobn,  elektromagii.  Feld.  34 
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nicht  in  die  Maxweirschen  Grundgleichungen  eingeht,  sondern 
nur  in  den  Daten  einer  Aufgabe,  den  „Anfangsbedingungen** 
zur  Geltung  kommt.  Auch  diese  Annahme  stellt  für  Eisenkörper 
nur  eine,  unter  gewissen  Verhältnissen  brauchbare  An  n  äh  ^xx^  g 
dar.  Streng  genommen  ist  ein  Element  eines  Eisenkörpers  erst 
durch  die  Werthe  zweier  Vectoren  magnetisch  definirt,  die 
selbst  und  deren  zeitliche  Aenderungen  von  einander 
unabhängij:^  sind.  Wir  wollen  (vgl.  S.  352)  B  und  M  definiren 
durch: 

^Cb^.  dS  =  -  vJe,  ds  (J2) 

f{^y  +  j  /')  dL  =  vJm,  dl ,  (K) 

und  auf  die  Beziehung  zwischen  beiden  Grössen  schliessen 
aus  dem,  was  die  Erfahrung  für  einen  besonders  einfachen 
Fall  lehrt. 

Ein  dünner  Eisenring  vom  Querschnitt  S  und  der  Länge/ 
sei  mit  einer  Spule  von  JV  Windungen  gleichförmig  umwickelt, 
in  welcher  der  Strom  i  fliesst.  Da  das  Feld  im  Eisenring 
symmetrisch  zur  Axe  ist,  ergiebt  die  Gleichung  (K)  unmittelbar: 

Ni  =  VMl.  (24) 

Eine  Hülfsspule  umschlinge  mit  n  Windungen  den  Ring  und 
sei  durch  ein  Galvanometer  geschlossen.    Das  letztere  mi^st^ 
in  bekannter  Weise  (vgl.  S.  338  ff.)  das  Zeitintegral  der  elek- 
tromotorischen Ea-aft 


-=/ 


s 


E,ds, 


fi  SB 
also  nach  (Jj)  die  (schnell  verlaufenden)  Aenderungen  von  —  >-  • 

—  Zu  jeder  willkürlichen  Aenderung  von  t  gehört  eine  durch 
(24)  zugeordnete  Aenderung  von  M  und  eine  durch  die  Be- 
obachtung gegebene  Aenderung  von  R  Man  erhält  also  eine 
empirische  Zuordnung  von  M-  und  B-Werthen,  welche  den 
Gleichungen  (J^)  und  (K)  entsprechen. 
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Die  Beobachtung  zeigt  nun,  dass  diese  Zuordnung  nicht 
eindeutig  ist:  Wenn  die  ^/-Wei-the  zuerst  steigen,  dann  ab- 
nehmen, so  zeigen  die  J9-Werthe  einen  Verlauf  der  Art,  wie 
er  in  Fig.  52  dargestellt  ist.  Die  Induction  bleibt  gegenüber 
dem  momentanen  Werth  des  Feldes  zurück  im  Sinn  der  ver- 
gangenen Feldwerthe.  Die  Erscheinung  wird  dementsprechend 
„Hysteresis"  genannt.  Ein  allgemeines  Gesetz,  nacli  welchem 
B  von  dem  gegenwärtigen  und  den  früheren  M  abhängt,  ist 
nicht  bekannt.  Man  muss  sich  für  technische  Zwecke  mit 
einigen  empirischen  Regeln  begnügen,  für  wissenschaftliche 
Zwecke  die  Hysteresis  auszuschliessen  suchen.  Das  ist  an- 
nähernd möglich,  weil  die  folgenden  Regeln  gelten.  Erstens : 
sehr  weiches  Eisen  zeigt  nur  sehr  geringe  Hysteresis;  d.  h. 
B  ist  merklich  eine  eindeutige  Function 
des  momentanen  M,  Zweitens:  sehr  harter 
Stahl,  welcher  einmal  in  ein  sehr  starkes 
Feld  gel)racht  war,  zeigt  nachher  gegen- 
über viel  schwächeren  Feldern  nui*  ver- 
schwindende Hysteresis;  d.  h.  B  ist 
merklich  eine  eindeutige  Function  des 
momentanen  3/ und  des  Anfangszustandes.  pig  53. 

Die  Hysteresis-Erscheinungen  finden 
im    Rahmen    der   Maxwell' sehen   Gleichungen   keinen   Platz. 
Es   sollen   daher  nur   einige   allgemeine   Bemerkungen   noch 
angefügt  werden: 

1)  Die  ferromagnetischen  Körper  zeigen  sich  „hysteretisch" 
nicht  nur  in  ihren  magnetischen  Eigenschaften.  So  verhält 
sich  ein  Eisenstück  z.  B.  auch  thermoelektrisch  verschieden 
zu  Anfang  und  zu  Ende  des  durch  Figur  52  dargestellten 
Processes.  Weiter  aber  ist  sein  thermoelektrisches  Verhalten 
auch  verändert,  nachdem  es  einer  auf-  und  absteigenden  Folge 
mechanischer  Spannungen  unterworfen  wurde,  welche  mit 
Xull  l)eginnen  und  wieder  zu  Null  zurückkehren. 

2)  Der  oben  betrachtete  Bisenring  zeigt  so  wenig  am  Ende, 
wie  in  irgend  einem  Stadium  des  Processes  ein  äusseres  magne- 
tisches Feld.  Dass  die  Grösse  i?,  welche  wir  ihm  zuschreiben, 
nachdem  der  Strom  wieder  Null  geworden  ist,  gleichwohl  eine 
neu  erworbene  Eigenschaft  des  Körpers  darstellt,  ergiebt  sich 
z.  B.  aus  folgendem:  wenn  er  zu  Anfang  des  Processes  einem 

34* 
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andern  Eisenstück  in  jeder  Beziehung  gleichartig  war,  so 
bildet  er  mit  demselben  am  Ende  des  Processes  ein  Thermo- 
element. 

3)  Wenn  wir  ein  Stück  Eisen  oder  Stahl  in  ein  Feld 
bringen,  welches  seine  Oberfläche  schneidet,  und  es  im  übrigen 
so  behandeln,  wie  oben  den  Ring,  so  besitzt  es  zum  Schluss 

nicht  nur  eine  Magnetisirung, 
sondern  die  Magnetisirungslinien 
haben  auch  Endpunkte.  Der 
Körper  erzeugt  ein  äusseres  Feld, 
er  verhält  sich  wde  ein  Magnet, 
und  sein  Magnetismus  kann  unter 
geeigneten  Bedingungen  (s.  oben) 
angenähert  „permanent"  sein. 
M  Die  Eigenschaft  des  Eisens  und 
der  verwandten  Körper,  dass  sich 
aus  ihnen  permanente  Magnete 
bilden  lassen,  ist  also  eine 
specielle  Erscheinungsform  ihrer 

allgemeinen  „hysteretischen*' 
Natur. 

p.    53  4)  Man  unterwerfe  einen  hyste- 

retischen  Körper  einem  wieder- 
holten Cyclus  von  Einwirkungen  (Dehnungen,  magnetischen 
Feldern  .  .),  dann  ändern  sich  schliesslich  alle  Eigenschaften 
(thermoelektrische  Constante,  magnetische  Induction . .)  eben- 
falls cyklisch.  Aber  den  absteigenden  Werthen  von  -V 
entsprechen  stets  grössere  B,  als  den  gleichen  aufsteigend 
durchlaufenen  M  (s.  Fig.  53).  Hieraus  fliesst  eine  allgemeine, 
die  einzige  allgemeingültige  Regel;  wir  wollen  sie  der  Ein- 
fachheit wegen  an  dem  obigen  Beispiel  des  Ringes  erläutern: 
Wenn  6  die  innere  elektromotorische  Kraft  in  dem  feld- 
erzeugenden Stromkreis  bezeichnet,  so  ist 


tio 


6- 


1  IQ 


und  daher 


l'(i£-itw)dt  =  f~ 


~  iQ. 


A.T  Hysteresiswärme.  533 

Hier  steht  links  der  Ueberschuss  Jf  der  aus  den  Elementen 
aufgenommen  über  die  als  Joule'scbe  Wärme  wieder  abgegebene 
Energie.    Rechts  ist 

wo  T  das  Volumen  des  Eisenrings.  Für  einen  vollen  Cyclus 
also  wird 

// --  T  CM'  öß=  —  tCb'  ö.V,  (25) 

und  dies  ist  nach  dem  gesagten  (vgl.  Fig.  53)  stets  eine  posi- 
tive Grösse.  Dieser  Energiebetrag  tritt  im  Eisen  als  Wärme 
auf;  er  bedeutet  technisch-ökonomisch  stets  einen  Verlust  an 
nutzbarer  Energie. 

5)  Man  kann  zerlegen: 


Bt  =  f^o^^fi  +  ^  (26) 

und  r  die  „scheinbare"  oder  „freie"  Magnetisirung  des  Eisens 

nennen.  Dieses  /*  ist  nämlich  gemäss  (26)  aus  den  beiden 
experimentell  bestimmten  Vectoren  B  und  M  in  derselben 
Weise  abgeleitet,  wie  in  der  Theorie  die  Resultante  der  wahren 
und  inducirten  Magnetisirung  (vgl.  S.  528): 

i'i-i'i+ii. 

Aber  das  in  (26)  definirte  7*  lässt  sich  thatsächlich  im  all- 
gemeinen nicht  zerlegen  in  einen  Antheil,  der  gegebene  ein- 
deutige Function  von  M  ist  (wie  das  /'  der  Theorie) ,  und 
einen  andern,  der  unveränderlich  ist  (wie  das  I  der  Theorie). 
Die  Theorie  wird  brauchbar,  wo  eine  solche  Zerlegung 
wenigstens  annähernd  möglich  ist  (s.  ob.  S.  531);  so  für  sehr 
weiches  Eisen,  wo  man  7=0  setzen  darf,  und  für  sehr  harten 
Stahl,  wo  man  in  erster  Annähemng  unter  Umständen  /'=^0 
setzen  darf,  in  zweiter  Annäherung  J'  proportional  mit  M 
(s.  Kap.  m,  §  4).    Beachtet  man,  dass  für  einen  vollständigen 

Cyclus  Qieis  j  fiQM'iM=  0  ist,   so   kann  man  für  (25)  auch 

schreiben: 
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H=z  fMhr  =  —  T  fr-  öi»/.  (27) 

Die  Gleichungen  (25)  und  (27)  gelten  für  beliebige  Felder 
und  Körperformen  in  der  Gestalt: 

H  ^J'dzJ'iM^.iiB^  +  .  .)=^-jdxj{By  IM^  +  •  •) 

=Jdxj{M.^ .  b/; + .  .)^-jdxj{ii .  m,  +  ■  •) 

und  sie  gelten  ebensowohl,  wenn  die  cyklische  Veränderung 
des  Feldes  durch  eine  cyklische  Bewegung,  als  wenn  sie 
durch  Anwachsen  und  Abnehmen  der  Stromintensität  hervor- 
gebracht wird.  Sie  sind  von  Warburg  gefunden.  (Wied. 
Ann.  13,  S.  141.) 

6)  Die  magnetischen  Erscheinungen  der  „Hysteresis"  finden 
ein  elektrostatisches  Analogon  in  den  Erscheinungen  des 
„Rückstandes".  Diese  nöthigen  uns,  im  Innern  gewisser  Iso- 
latoren —  wahrscheinlich  nur  inhomogener  'Isolatoren  — 
langsam  veränderliche  elektrische  Ladungen  anzunehmen. 
Von  ihnen  giebt  die  Theorie,  welche  im  Isolator  nur  unver- 
änderliche Elektricitätsmengen  kennt,  keine  Rechenschaft. 
Diese  Lücke  der  Theorie  ist  weniger  auffällig,  weil  wir  elektro- 
statische Felder,  welche  der  Theorie  sehr  vollkommen  ent- 
,  sprechen,  herstellen  können  durch  geladene  Leiter,  die  in  ein 
homogenes  Dielektricum  eingebettet  sind.  Ein  statisches 
magnetisches  Feld  hingegen  von  der  Art,  wie  es  die  Theorie 
voraussetzt,  giebt  es  in  Strenge  überhaupt  nicht. 


B.  Bewegte  Medien. 

Erfahrungsmässig  ist,  wie  wir  dies  auch  im  Kapitel  V 
benutzt  haben,  die  in  einem  geschlossenen  linearen  Leiter  in- 
ducirte  elektromotorische  Kj-aft  gegeben  dui'ch  die  zeitliche 
Aenderung  der  durch  die  Stromcurve  tretenden  magnetischen 
Induction,  —  gleichviel  ob  diese  Aenderung  dadurch  zu  Stande 
kommt,  dass  das  Feld  selbst  sich  ändert,  oder  dadurch,  dass 
der  Leiter  verschoben  und  deformirt  wird  und  somit  andere 


B.l  Grundgleichungen  für  bewegte  Medien.  535 

Theile  des  Feldes  umspannt.  Anders  ausgedrückt:  wenn  wir 
die  Gleichung  (J): 

auf  einen  linearen  Leiter  anwandten,  so  war  s  eine  geschlos- 
sene Curve,  welche  stets  durch  dieselben  materiellen 
Theilchen  ging,  und  S  eine  Fläche,  welche  durch  diese 
Curve  begi'enzt  wurde,  welche  also  ebenfalls  dauernd  durch 
dieselben  materiellen  Theilchen,  aber  im  allgemeinen  nicht 
dauernd  durch  dieselben  Raumpunkte  gelegt  werden  konnte. 
Es  liegt  nahe,  diese  Bemerkung  zu  verallgemeinern,  sie  als 
zutreflfend  anzusehen  für  jede  geschlossene  Curve.  Wenn 
wir  das  thun  und  die  analoge  Verallgemeineining  mit  der 
Gleichung  (K)  vornehmen,  so  erhalten  wir  die  Grundgleichungen 
lür  bewegte  Medien.  Sie  sind  dem  Wesen  nach  von  Max- 
well, —  in  der  Form,  welche  wir  ihnen  geben  werden,  von 
Hertz*)  aufgestellt. 

Es  soll  also  sein: 

jJ^^S  =  ^vfE,ds  (L) 

s  O 

JA^4S  +  ^J^^4S^  vJM^ds  (M) 

und  die  elektromagnetische  Energie: 

PF=  FF,  +  W^  =  fdx  f E*i^+  fdx  f M '  im , 

0  0 

wo  S  eine  beliebige,  dauernd  durch  die  gleichen  Körper- 
theilchen  hindurchgehende  Fläche,  «  ihre  Randcurve  be- 
zeichnet.    Wie  früher,  ist 


*  Hertz,  AoBbreitung  etc.  S.  256. 
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fi  ^-  f{M)  in  feiToraagnetisclien  Köi'pern, 
II  --^  const.  in  allen  übrigen  Körpern, 
f  ^^  const.  allgemein, 


X  =^  const., 
K^  =  const. 


Die  Werthe  der  Constanten  und  die  Parameter  der  Function  / 
sind  durch  die  Beschaffenheit  der  Materie  an  der  betrach- 
teten Stelle  bestimmt. 

Ausführung  der  Grundgleichungen.  —  Wir  wollen 
den  Gleichungen  (L),  (M)  zunächst  die  Form  von  Differential- 
gleichungen in  Cartesischen  Coordinaten  geben.  Allgemein 
wird,  sobald  man  für  Ä  ein  Flächenelement  dS  nimmt,  die 
linke  Seite  von  (L): 


^^  {r/S  Wx  c^>s  ( M  +  5Dty  cos  {Ny)  +  m^  cos  (i^i)]} 


d 
dt 


m .  [ 


Wl ^  cos  (Na-:)  + 


[dm, 

+  ds\^-^--cos{Nx)  + 


+ 


as[m/-^f^'^ 


+ 


(1) 


Die  hier  auftretenden  Differentialquotienten  sind  die  voll- 
ständigen in  dt  eintretenden  Zunahmen,  dividirt  durch  dt. 
Die  rein  geometrischen  Grössen,  hier  dS  und  cos  {Xx)  .  . , 
ändern  sich  nur,  sofern  das  Körpertheilchen  verscho])en  oder 
deformirt  wird.    Die  Feldgrössen  3JJ_p .  .  ändern  sich  überdies 

auch  im  ruhenden  Körpertheilchen;  dieser  Theil  der  Aende- 

ning  soll  allgemein  durch  ^   dt  bezeichnet  werden. 

Es  sei  ö  mit  Componenten  6x,  öy,  öz  die  in  der  Zeit  dt 
erfolgende  Verschiebung  im  Kaumpunkte  (rr,  y,  x),  also  u  mit 
Componenten 

öx  6y  6 

~  dt '      ""y  ~  dt '      ''* ""  dt 

die  Verschiebungsgeschwindigkeit.    Dann  ist 


u. 


•V 


'~dt  ~  "if  "^  'ix 


83», 


im. 


"'  +  Ty--"»  +  -$;r-"« 


(2) 
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Es  werde  ferner  ein  unencllicli  kleines  Parallelepipedon  be- 
trachtet, welches  zur  Zeit  t  rechtwinklig  ist  und  die  Kanten 
a,  b,  c  parallel  den  Coordinatenaxen  x,  y,  z  besitzt.  Zur  Zeit 
i  -i-  dt  sind  dann  die  Projectionen  der  Kanten  auf  die  Coordi- 
natenaxen die  folgenden: 


auf 


der  «-Kante 


der  fe-Kante 


der  c-Kante 


1  + 


ÖCJJT 


a 


■V 


1  + 


ix 


a 


('-^ 


öd* 

öd; 

Iz 


a 


} 


Da  u  endlich  sein  muss,  so  sind  alle  Ditferentialquotienten 
dieser  Tabelle  unendlich  klein  wie  dt.  Unter  Fortlassung 
aller  Glieder  von  der  Ordnung  dt'^  ergiebt  sich  daher: 

Die  Seitenfläche  b  c  hat  die  Grösse  erhalten 

'<' + '':: + 1 

das  Volumen  abc  hat  sich  verwandelt  in 

abcli  +  ^^  +  -^    ■  + 


ix 


öy 


iix 


die  Normale  der  ftc-FläcLe  bildet  mit  x,  y,  %  Winkel,  deren 
Cosinus  sind 


1,     - 


iöx 

ix, 


Nun  falle  das  dS  der  Gleichung  (1)  zur  Zeit  t  zusammen 
mit  dem  unendlich  kleinen  Rechteck  hc^  seine  Nonnale  N 
mit  der  positiven  x-Axe,  dann  ist 

cos  (A'jr)  =  1,     cos  (%)  ==  0,     cos  {N\)  =  0 , 

und  die  vorstehenden  Ausdrücke  ergeben: 

iu..       iu: 
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d  COS  (i\ Tc) 
dt 


=  0, 


d  cos  (Ny)  


^^       dcosiNx) 
ly  '  dl    ~ 


Zugleich  wird  die  rechte  Seite  von  (L); 

(IE.       IE\    ^ 


Also  ergiebt  sich  mittels  (1): 


dt 


+  9Jt(  "^+  V')  — 2)?. 


Vö.v 


hu  du 

!!?  _  aK  _f 


(3) 


Setzt    man    hier   den   Werth   aus   (2)    ein,    und   addirt   und 
subtrahirt 

60  entsteht  die  erste  der  folgenden  Gleichungen: 


d% 


\ö.y 


8aK„  b 


-öiK2Kx-«»3R,)  =  -7(^ 


/öß,       <l£. 


Ix 


6X 


6  /dA'         ÖA' \ 


(L') 
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In  gleicher  Weise  folgt  aus  (M): 


hl 


^y 


"x  G,) 


ö.V.       Ö.V.. 


0  /Ö'"!  ö'"»\ 


'^  +  ö /  +  "»  ''(®)  +  dt  ("*  ^y  -  "y  ®«) 


-,.0',ex-«xtV  = 


^  +   ^^    +  ".  l\^)  +   l  («xlSx  -  «xGJ 


Ö^KGy-«,GJ 


ö-V..       Ö.V. 


ö!/ 


^  K^v  _ 


^  öx 


(M') 


.  Im  l'olgentlen  möge  dr  das  von  einem  bestimmten 
materiellen  Element  eingenommene  Volumen  bezeichnen; 
es  ist  dann  (s.  S.  537) 


Elektrische  und  magnetische  Mengen.  —  Wir  diflFe- 
renziren  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  (L')  nach  o-,  y  und  a, 
addiren  und  multipliciren  mit  dx'\  dann  kommt: 


Die  erste  Klammer  ist  aber:       l^   •,   d.    h.   die   Aend 

dt 

von  r(^l)  im  Körper  dement.     Also: 

^m^  rfr'  +  r(9R)  ^^-  (rfr)  -^  0 . 


erung 
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'"^''  ;l^[r(m)dr']==().  (i) 

Ebenso  folgt  aus  (M'j: 

-^-[m)dT']=-r(A}dT\  (5) 

Gleichung  (4)  sagt  aus,  dass  auch  l)ei  Bewegungen  der 
Körper  die  im  Körperelement  dt  enthaltene  magnetische 
Menge  /^(SK)  dr  unveränderlich  ist.  Gleichung  (5)  sagt 
dasselbe  aus  für  die  elektrische  Menge  im  Körperelement 
eines  Isolators,  —  und  für  die  gesammte  Menge  eines  be- 
liebigen Körpers,  der  rings  von  Isolatoren  umschlossen  ist. 
Dies  konnte  direct  aus  den  Gleichungen  (L)  und  (M). abge- 
lesen werden;  die  vorstehende  Ableitung  hat  nur  den  Werth 

einer  Rechnungsprobe.  In  der  That,  da  -tt  /  'SR^dS  sich  nach 

s 
(L)  durch  ein  Integral  über  die  Randcurve  von  S  ausdrückt,  so 
ist  es  Null  für  jede  geschlossene  Fläche  ä,  d.h.  der  Inhalt  an 

magnetischen  Mengen  2!m^^=  1  3JljfdS  ist  constant  für  jede 

Fläche,  welche  stets  dieselben  materiellen  Theile  umspannt. 
Das  entsprechende  folgt  aus  (M)  für  die  elektrischen  Mengen 
innerhalb  einer  Fläche,  welche  in  Isolatoren  verläuft,  in  ihrem 
Innern  aber  Leiter  wie  Isolatoren  enthalten  kann. 

In  den  früheren  Abschnitten  dieses  Buches,  in  w^elchen 
(J)  und  (K)  die  allgemeinsten  Gleichungen  waren,  haben  wir 
die  in  (4)  und  (5)  formulirten  Gesetze  als  besondere,  in  den 
Gleichungen  nicht  vollständig  enthaltene  Erfahrungsthatsachen 
hinzugenommen.  Wir  bedurften  dieses  Zusatzes,  so  oft  wir 
zwei,  durch  verschiedene  Lage  der  Körper  unterschiedene, 
Zustände  des  Feldes  in  Beziehung  zu  einander  setzen  wollten. 
Wir  nahmen  dann  jedesmal  an,  dass  die  dm  der  Theilchen 
eines  Magneten,  die  de  der  Theilchen  eines  Isolators,  das 
Gesammt-e  eines  jeden  Leiters  den  Bewegungen  ihrer  mate- 
riellen Träger  gefolgt  waren.  Die  Werthe  der  dm,  de,  e 
in  den  einzelnen  Raumtheilen  bestimmen  aber,  zusammen 
mit    den    Körperconstanten,    ein    stationäres   Feld    voll- 
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ständig;  d.  h.  bei  der  Behandlung  stationärer  Felder  bilden 
die  einfachen  Gleichungen  unserer  früheren  Abschnitte,  er- 
gänzt durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5),  einen  vollständigen 
Ersatz  für  die  complicirten  Gleichungen  (L')  und  (M')  (s.  auch 
Kapitel  VI,  S.  377  und  unten  S.  549). 


Analyse  des  Feldes.  —  Wir  haben  die  Aufgabe,  den 
Inhalt  der  Gleichungen  (L')  (M')  zu  analysiren.  Das  kann  in 
folgender  Weise  geschehen:  Wir  betrachten  die  für  ruhende 
Körper  geltenden  Gleichungen  (J)  (K)  einerseits  und  die  für 
bewegte  Körper  geltenden  Gleichungen  (L)  (M)  andererseits 
als  die  Gesetze,  nach  welchen  sich  die  elektrische  Feldinten- 
sität aus  der  magnetischen  Polarisation,  und  die  magnetische 
Feldintensität  aus  der  elektrischen  Polarisation  und  Strömung 
ableitet;  und  wir  fragen,  welche  Aenderungen  diese  Ge- 
setze erfahren,  wenn  wir  von  ruhenden  zu  bewegten  Körpern 
übergehen.  —  Bezüglich  der  Gleichungen  (J)  und  (K)  ent- 
spricht diese  Auffassung  der  älteren  Elektricitätslehre  und 
zugleich  dem  Wege,  auf  welchem  wir  zu  den  Gleichungen 
gelangten:  wir  bauten  das  Feld  E  auf  aus  den  Antheilen, 
welche  dem  stationären  Zustand  entsprechen,  und  denjenigen, 
welche  eine  veränderliche  magnetische  Polarisation  hinzufügt; 
—  das  Feld  M  aus  dem  statischen  Antheil,  dem  Antheil, 
welcher  einer  stationären  Strömung,  und  demjenigen,  welcher 
einer  veränderlichen  elektrischen  Polarisation  entspricht.  Wir 
fragen  nun  nach  den  neuen  Antheilen  beider  Felder,  welche 
bei  Bewegung  der  Körper  hinzukommen.  Zu  diesem  Zweck 
zerlegen  wir: 


(0) 


und  setzen: 


(7) 
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-  ^  (u^Wt^  -  u^m,)  =  E,^  etc. 


(8) 


Dieses  Werthesystem  befriedigt  die  Gleichungen  (L')  (11'}. 
Es  liefert  ferner  für  w  =  0 : 

£?2  =  0  M^  =  0  nach  (8) , 

also 

E=  E^  M  =r  M^  nach  (6) , 

und  demnach  zwischen  /J,  M  einerseits  und  3K,  A,  (S  anderer- 
seits die  Beziehungen  {X')  (K")  nach  (7). 

Wird  nun  u  von  Null  verschieden,  so  erhalten  erstens 
die  Gleichungen  (7)  Zusatzglieder,  und  zweitens  tritt  zu  dem 
Felde  E^ ,  iV,  der  Gleichungen  (7)  das  Feld  E.^ ,  i^/j  ^^^ 
Gleichungen  (8)  hinzu. 

Die  Gleichungen  (7)  zeigen  folgendes:  Zu  dem  Anstieg 
der  magnetischen  Polarisation  SU?  tritt  als  gleichwertig  lie- 
züglich  der  Rotation  von  E  hinzu  ein  Vector  u  r{W) ;  er  hat 
die  Richtung  der  Bewegung,  und  seine  Grösse  ist  gleich  der 
magnetischen  Menge,  welche,  mit  ihrem  Träger,  in  der  Zeit- 
einheit durch  die  Flächeneinheit  geführt  wird,  der  „convectiven 
magnetischen  Strömung",  wie  wir  sagen  können.  Wenden 
wir  diesen  Satz  an  auf  einen  ruhenden  linearen  Leiter,  so 
sagt  er  aus:  Solange  auch  in  der  Nachbarschaft  alle  Körper 
ruhen,  erhalten  wir  das  Linienintegral  von  E  über  die  Curve 
Ä  des  Leiters  (wenn  wir  von  Hysteresis  absehen)  stets  aus 
der  zeitlichen  Aenderung  des  Flächenintegrals  von  3R  über 
eine  feste  ins  ausgespannte  Fläche  S,  Bewegen  sich  in  der 
Nachbarschaft  Magnete,  so  trifft  dies  nur  noch  zu,  wenn  die 
Fläche  S  nicht  von  Theilen  eines  Magneten  durchdrungen 
wird.  Im  entgegengesetzten  Fall  muss  zu  der  genannten 
Grösse  die  Aenderung  des  Flächenintegrals  der  Magneti- 
sirung  hinzugefügt,  d.  h.  der  Vector  90?  durch  den  Vector  Z?, 
die  magnetische  Induction,  ersetzt  "werden.  Das  gleiche 
Resultat  erhält  man,  wenn  man  die  Fläche  S  so  deformirt, 
dass   der  Magnet   sie  nicht  durchschneidet.     Das  eine   oder 
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andere  Verfahren  haben  wir  in  Kapitel  IV  und  V  wiederholt 
eingeschlagen.  Der  Satz  ist  durch  die  Erfahrung  yollkommen 
bestätigt. 

Weiter:  zu  der  elektrischen  Strömung^,  welche  für  statio- 
näre Felder  die  Rotation  von  3f  bestimmt,  trat  bereits  für 
veränderliche  Zustände  in  ruhenden  Körpern  als  gleichwerthig 
hinzu  der  Anstieg  der  elektrischen  Polarisation  6.  Jetzt  tritt 
weiter  hinzu  ein  Vector  von  der  Richtung  der  Bewegung  und 
der  Grösse  w7^(6),  d.  h.  die  „convective  elektrische  Strömung.** 
—  Dass  thatsächlich  ein  Strom  von  convectiv  fortbewegter 
Elektricität  bei  gleichem  numerischem  Betrage  die  gleichen 
magnetischen  Wirkungen  hat,  wie  ein  elektrischer  Strom  im 
eigentlichen  Sinn,  hat  Rowland*)  gezeigt.  — 

Zu  den  Theilfeldem  E^ ,  itf,  kommen  nun  weiter  die  durch 
(8)  definirten  E^^M^  hinzu.     Es  ist   E^   ein  Vector  von   der 


Richtung  JLwSDJ  und  der  Grösse 

E^  =  J^  nm  Bin  {uW)  •  (9) 

Denkt  man  sich  die  magnetischen  Kraftlinien  im  Räume 
ruhend,  so  ist  dies  die  Anzahl  der  Kraftlinien,  welche  eine 
zur  Bewegungsrichtung  und  zur  Richtung  von  9J}  noimale 
Strecke  von  der  Länge  Eins  in  Folge  der  Bewegung  in  der 

Zeit         durchschneidet.     Ein   Beispiel    eines    solchen   durch 

r 

Bewegung  entstehenden  elektrischen  Feldes  haben  wir  in 
Kapitel  V  kennen  gelernt;  denn  die  Linienintegrale  der  auf 
solche  Weise  gebildeten  E2  geben  für  die  geschlossene  Curve 
eines  linearen  Leiters  die  thatsächlich  beobachteten  „inducirten 
elektromotorischen  Kräfte**  (vgl.  S.  327). 

Eine  „inducirte  magnetomotorische  Intensität**  könnte 
man  entsprechend  den  Vector  iVj  nennen;  sie  hat  die  Rich- 
tung X  ®^*  ^nd  die  Grösse 

t 


M. 


^2=  |,  wSsinO^®).  (10) 


♦)  Pogg.  Ann.  158,  S.  487. 
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Sie  ist  niemals  beobachtet  worden.  Ebensowenig  ist  das  Feld 
E2  der  Gleichung  (9)  beobachtet  worden,  abgesehen  von  den 
oben  erwähnten  Fällen,  wo  fiir  eine  in  Leitern  verlaufende 
geschlossene  Curve  s 


h^ds 


einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  und  somit  ein  in- 
ducirter  Strom  entsteht. 

Dies  wird  verständlich  durch  folgende' Bemerkung :  ein 
elektrisches  oder  magnetisches  Feld  wird  nie  als  solches  wahr- 
genommen ;  es  wird  bemerkbar  im  allgemeinen  nach  Massgabe 
des  Betrages,  in  welchem  seine  Energie  in  bestimmter  Zeit 
in  andere  Energiefoimen  übergeht  oder  bei  bestimmten 
virtuellen  Veränderungen  in  andere  Energieformen  übergehen 
würde.  Wenn  wir  von  vereinzelten  Beobachtungen  absehen, 
können  wir  hierfür  einfacher  sagen:  wir  erkennen  und  messen 
allgemein  ein  elektromagnetisches  Feld,  indem  wir  eine 
mechanische  Kraft,  d.  h.  die  einer  bestimmten  virtuellen 
Verschiebung  materieller  Theilchen  entsprechende  Energie- 
änderung messen;  und  wir  können  insbesondere  ein  elektri- 
sches Feld  in  einem  Leiter  durch  die  in  gegebener  Zeit 
entwickelte  Joule'sche  Wärme  erkennen  und  messen. 

Bezeichnen  wir  nun  im  Falle  der  Gleichung  (10)  die 
Energie  des  primären,  inducirenden  Feldes,  für  die  Volum- 
einheit berechnet,  durch  T['  ,  diejenige  des  inducirten,  secun- 

dären  durch   If^ ,  so  ist 

W^  =  V2  el^''  =  V2  V 

und  folglich  gemäss  (10)  der  Grössenordnung  nacli: 

CO  ist  von  der  Ordnung  der  Lichtgescb^K'indigkeit,  und  gegen 
diese    ist  jede   Geschwindigkeit  m,    welche  wir  ponderablen 
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Massen  ertheilen  können,  verschwindend  klein.  Daher  wird, 
bei  endlichem  primärem  Felde,  das  secnndäre  unwahmehmbar 
bleiben,  sofern  es  nicht  etwa  bezüglich  räumlicher  Parameter 
ungeheuer  schnell  variirt  [vgl.  S.  552  unter  4)J. 

Im  Falle  der  Gleichung  (9)  ist 


und  daher  wieder 


".- 

% 

m' 
i^ 

".- 

% 

sE^^ 

<t)'- 

Es  gilt  daher  im  allgemeinen  die  gleiche  Bemerkung.  Setzt 
sich  aber  die  secundäre  Energie  durch  elektrischen  Strom 
in  Joule'sche  Wärme  um,  so  ist  der  in  der  Zeit  t  umgesetzte 
Betrag 

also  der  Grössenordnung  nach 

nun  ist,  wenn  X  sich  auf  ein  Metall  bezieht  und  t  eine  wahr- 
nehmbare Zeit  bezeichnet,        eine  ungeheuer  grosse  Zahl,  und 

der  vorstehende  Quotient  wird  selbst  für  massige  u  eine  der 
Einheit  vergleichbare  Zahl. 

Die  mechanischen  Kräfte.  —  Wir  wollen  schliesslich 
die  mechanischen  Kräfte  unseres  Feldes  darstellen.  Dazu 
geben  wir  zunächst  den  Gleichungen  (L')  (M')  eine  etwas  ver- 
änderte Form.  Aus  (3)  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung, 
der  sich  zwei  ähnliche,  durch  cyklische  Vertaiischung  von 
x,yjX  zu  bildende  an  die  Seite  stellen: 

Cobn,  elektromagn.  Feld.  35 
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(L") 


\z 


,   etc. 


Ebenso 


tf&, 


8w. 


(M") 


,   etc. 


Wir  multipliciren  die  6  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
J/j.,  iVy,  u>4,  Ej^,  E^f  E^,  addiren,  und  multipliciren  noch  mit 

dem  veränderlichen  Volumen  dz  eines  unveränderlichen  Körper- 
elements.   So  kommt: 


iu,.      Ott 


*W./ 


[ 

-(-aS+-+-,«.(5+^-)+..)].. 


8t*. 


'3w..      8w 


-(^«®'if+"+^Ate"+^7'+ 


=y^„rfs'(u) 


Hier  bezeichnet  (vgl.  S.  397)  S  den  durch  die  Gleichungen  (67) 
des  Kapitel  VI  definirten  Vector,  8'  die  Oberfläche  von  dr'; 
also  bedeutet  die  rechte  Seite  die  in  der  Zeiteinheit  dem 
Theilchen  zuströmende  Energie.    dV=  {A^  ^^  +  .  .)  dx'  ist  die 

abgegebene  thermisch-chemische  Energie.  —  "Wir  fuhren  noch 
die  Aenderung  der  elektromagnetischen  Energie  dW  des 
Theilchens  ein.    Es  ist 


dW 


wo 


rfir 


■dW.^dW^, 
=  dt  fE'i^, 
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m 


dW,„=-=  dz 


'  fM-^m. 


Wir  wollen 


dt 


(dW) 


bilden.  Sowohl  dr  wie  (£  und  3K  sind  Functionen  von  /. 
E  und  M  sind  bezw.  Functionen  von  (£  und  9R ;  die  Parameter 
dieser  Functionen  (für  nicht-ferromagnetische  Körper  einfacher: 
die  Constanten  €  und  fi)  ändern  sich  ebenfalls  im  festen 
Körperelement,  insofern  dieses  deformirt  wird;  von  diesen  sehr 
kleinen  Aenderungen  aber  wollen  wir,,  wie  früher  (Kap.  I 
S.  84  und  91)  absehen.  Dann  ist  in  den  obigen  Integralen  nur 
die  obere  Grenze  eine  Function  von  t,  und  es  wird 


it  ('^""'^ 


oder  nach  S.  539 


SR 


{dt) .  Av. öäÄ 


0 


SR 


dr  hl  ^^^  +  r{u)  ßnm 

0 


Ebenso 


dt 


{dW)==^dT 


E^®  +  r(«)/*A'-d®] 

0 


Führt  man  dies  ein  in  (11),  so  kommt: 


<l'P+lidW) 


\ 


+  dr'  \r{u)fm-<iM—( 


+  dx  \r{u)  Te  •  iE — (. 


=J:£JS'   (l2i 


35 
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Allgemeinster  Ausdrack  des  Kräftesystems.         [Kap.  VIIT. 


Diese  Gleichung  geht  in  die  Poynting'sche  Gleichung 
Kapitel  VI,  (66)  S.  397  über,  sobald  u  =  0  gesetzt  wird.  Sie 
sagt  dann  aus,  dass  die  dem  Element  durch  die  Oberfläche 
zuströmende  Energie  theils  verbraucht  wird  als  chemisch-ther- 
mische Energie,  theils  zur  Vermehning  seiner  elektromag- 
netischen Energie  dient.  Sobald  Bewegungen  stattfinden,  tritt 
ein  dritter  Summand  auf.  Ein  durch  Bewegung  eines  Körper- 
theilchens  bedingter  Energieverbrauch  ist  eine  an  diesem 
Körpertheilchen  geleistete  Arbeit.  Die  an  dr  in  der  Zeit- 
einheit geleistete  Arbeit  ist  demnach: 


iA  =  ö^„,  +  U,, 


wo 


ö^,.= 


Vi 


M 


M 


'm,  a»,  -JüR-  ö.v)  j^ + (itf,  m^  -jmiM 


Zu 


y 


iy 


.\f 


+ 


(.V,3W,-/aR.ö.v)^' 


0 


+  MM 


iu 


y 


y     *  V  d* 


+ 


8«^       öw. 


+  MM.  C^  +  ''^) 


dz 


und  iA^  entsprechend  aus  den  Componenten  von  E  und  6  ge- 
bildet ist. 

Spannungen.  —  Der  vorstehende  Werth  von  bA^  ist 

nach  Kapitell  (60)  S.  94  die  Arbeit  von  Spannungen y*,  welche 
bestimmt  sind  durch: 


AT 


0 


(t3) 


Zu  ihnen  gesellt  sich  ein  zweites  System  von  Spannungen 
;/  ,  deren  Arbeit  ZA.  ist;  nämlich 
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0 

pU  =  ^y  ®»  =  K^yy   '    • 


(14) 


Die  Spannungen  (13)  und  (14)  bilden  den  allgemeinsten 
Ausdruck  des  Kräftesystems,  welches  in  einem  beliebigen 
elektromagnetischen  Felde  besteht.  Unter  sehr  speciellen 
Voraussetzungen  —  nihende  Körper,  statisches  Feld  —  haben 
wir  die  gleichen  Ausdrücke  schon  früher  abgeleitet  (Kap.  I 
S.  90  bezw.  Kap.  VIII,  A,  S.  517).  Die  beiden  Annahmen, 
welche  jener  Ableitung  zu  Grunde  lagen,  —  dass  nämlich  die 
elektromagnetische  Energie  sich  im  statischen  Felde  aus- 
schliesslich in  mechanische  Arbeit  umsetze,  und  dass  die 
elektrischen  und  magnetischen  Mengen  die  Verschiebungen 
ilirer  materiellen  Träger  mitmachen,  —  erscheinen  jetzt  als 
Consequenzen  unserer  allgemeinen  Gleichungen.  [Man  setze 
in  (L')  (M')  A  gleich  Null  und  die  zeitlichen  Aenderungen  sowie 

u  verschwindend  klein;  dann  wird  in  (12)  dV=0  und  /  2J^d^ 

verschwindend  klein.    Bezüglich  der  zweiten  Annahme  s.  (4) 
und  (5).] 

Druck  auf  bestrahlte  Körper.  —  Aus  den  Ausdrücken 
(13)  und  (14)  folgt  U.A.  (s.  die  angeführten  Stellen)  ein  normaler 
Druck  V2€^^  auf  jede  zu  den  elektrischen  Kraftlinien  parallele 
Flächeneinheit,  und  ebenso  (für  nicht-ferromagnetische  Körper) 
ein  normaler  Druck  \^M^  auf  jede  zu  den  magnetischen 
Kraftlinien  parallele  Flächeneinheit.  Es  falle  nun  normal 
auf  die  eine  Basisfiäche  eines  prismatischen  Körpers  eine 
periodische  Strahlung.  Sowohl  E  wie  M  liegen  dann  tangential 
zur  Fläche,  und  es  wirkt  daher  auf  die  Flächeneinheit  ein 
normaler  Druck 

Der  zeitliche  Mittelwerth  dieser  Grösse  ist  nach  S.  449: 

b]  =  -  -„-    - 
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Volumkräfte. 
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wo  [-S'g]  und  [-SJ  die  mittleren  Werthe  der  einfallenden  und 

der  refleetirten  Strahlung  und  cd  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit bezeichnen. 

Nun  möge  der  Körper  so  beschaffen  sein,  dass  auf  der 
gegenüberliegenden  Basisfläche  keine  merkliche  Strahlung 
austritt.  Das  kann  sowohl  dadurch  geschehen,  dass  der  Körper 
merklich  alle  auffallende  Strahlung  reflectiiii,  —  wie  dadurch, 
dass  er  die  eindringende  merklich  vollständig  absorbirt;  das 
letztere  geschieht  stets  bei  hinreichender  Dicke.  Dann  finden 
nur  auf  die  Vorderseite  Drucke  statt,  und  es  ist  daher,  wenn 
noch  S  die  Grösse  der  Fläche  bezeichnet,  [p^S  die  mittlere 
bewegende  Kraft,  welche  auf  den  Körper  in  der  Strah- 
lungsrichtung wirkt. 

Im  Grenzfall  a)  eines  vollkommen  reflectirenden  Kör- 
pers wird  (s.  1.  c.) 


[p\- 


2[^J 


CO 


im  Grenzfall  b)  eines  nicht  reflectirenden  Körpers  wird 


b]  = 


[-SJ 


CO 


Volumkräfte.  —  Um  aus  den  Spannungen  p  für  den 
allgemeinsten  Fall  die  Kräfte  f  zu  erhalten,  welche  auf  den 
materiellen  Inhalt  der  Volumeinheit  wirken,  haben  wir  zu 
bilden: 


XX 


"bx 


öy 


Iz 


etc. 


Die  Ausrechnung  ergiebt: 


M 


r: = rm .  m,  -f\i  m.  ö  m+ 


IM. 


3\ 

Ix) 

ZM, 


(15) 
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E 


/^Er       iE., 


ix 
iE 


ix) 


,  etc. 


(16) 


WO  allgemein 


F. 


ßlE.iE=%E^'^^ 


ist,  und  für  nicht-feiTomagnetische- Körper  ebenso 


Af 


J'ix 


^ßl-iM'=%M^ 


i(i 

.      I    ■  I 

ix 


Analyse   der  Kräfte.  —  Wir  können   die  Werthe   in 
(15)  und  (16)  zerlegen: 

1)  es  mögen  die  Körper  ruhen,  das  Feld  stationär  sein 
und  keine  Strömung  stattfinden.   Dann  sind  nach  (M*)  bezw. 

(L')  die  beiden  letzten  Summanden  in  f^  und  fl  gleich  Null, 

und  wir  erhalten  die  bekannten  Kräfte  der  statischen  Felder 
in  der  gleichen  Form,  wie  sie  in  Kapitel  VIII,  A  bezw.  I  ab- 
geleitet wurden. 

2)  wenn  im  ruhenden  und  stationärenFelde Strömung 
stattfindet,  so  bleibt,  wie  im  statischen  Feld, 


n-m)-K-'kE'Tx'  ^**'-' 


(17) 


dagegen  wird  nach  (M*): 

M 


f^^^m^M,-P£^f.iM+{w^/^-m^-;),  etc.  (is) 


Das  Zusatzglied 
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bedeutet  eine  mechanische  Kraft,  welche  lediglich  im  durch- 
strömten Leiter  vorhanden  ist,  auf  der  Strömungsrichtung 
und  Feldrichtung  senkrecht  steht  und  die  Grösse 

m  ^  sin  (m  A) 

für  die  Volumeinheit  besitzt.  Der  Ausdmck  in  (18)  hatte  sich 
uns  in  Kapitel  IV  (S.  258)  durch  eine  naheliegende  Verallgemei- 
nerung ebenfalls  ergeben  als  der  wahrscheinlichste  Werth  der 
Kraft  unter  den  allgemeinsten  Bedingungen  eines  stationären 
Feldes.  —  Diese  Kräfte  sind  genau  gemessen  und  in  Ueber- 
einstimnmng  mit  unseren  Gleichungen  gefunden  worden  wesent- 
lich in  Fällen,  wo  die  Leiter  als  „lineare"  betrachtet  werden 
durften.  Es  liegt  aber  kein  Grund  vor,  ihre  strenge  Richtig- 
keit auch  im  Fall  allseitig  ausgedehnter  Leiter  zu  bezweifeln. 

3)  Wenn  die  Köi-per  ruhen,  das  Feld  aber  nicht  statio- 
när ist,  so  tritt  nach  (M')  in  den  Kräften  f^  der  Gleichung  (18) 

öS; 
allgemein  zu  A^  hinzu:     j.    ,   d.  h.  zu  der  Strömung:   der  An- 
stieg der  elektrischen  Polarisation.     Dieser  verhält  sich  also 
wie  ein  elektrischer  Strom  auch  bezüglich  der  mechanischen 
Kräfte,  welche  der  „Stromträger"  erfährt.  —  Entsprechende 

Kijifte  f  erfährt  nach  (L')  der  Träger  eines   „magnetischen 

Stromes"  5IÄ,  d.  h.  jedes  Körperelement,  in  welchem  die  mag- 
netische Polarisation  sich  ändert.  —  Eine  Anordnung,  bei 
vrelcher  Kräfte  dieser  Art  auftreten  müssen,  ist  S.  395  f.  be- 
sprochen. Eine  einfache  Ileberlegung  zeigt,  dass  sie  nur  in 
ungeheuer  schnell  veränderlichen  Feldern  der  Beobachtung 
zugänglich  werden  können;  sie  sind  thatsächlich  bisher  nicht 
beobachtet. 

4)  Sind  die  Körper  in  Bewegung,' so  treten  in  (15),  bezw. 
(16),  noch  gemäss  (M'),  bezw.  (L'),  von  u  abhängige  Glieder 
als  neue  Partialkräfte  hinzu.  Auch  diese  Kj-äfte  sind  nicht 
beobachtet  worden.  Das  ist  nicht  auffällig:  sei  N  (bezw.  n) 
etwa  die  Richtung,  in  welcher  sich  (S  (bezw.  u)  am  schnellsten 

ändert,  und  -.—  =  a® ,  a:-  =  /9w.  Wenn  dann  die  von  u  ab- 
hängigen  Glieder    in   (M*)   vergleichbar  sein   sollen  mit  der 


B-l 


Kräfte  im  Vacaam. 
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Strömung  A^  wekbe  demselben  Felde  E  entspricht,  so  muss 

-  ua  oder  ^  uß  eine   nicht  verschwindend   kleine  Zahl   sein. 

Nun  beziehen  sich  die  beobachteten  Kräfte  auf  dm-chströmte 

metallische  Leiter;      ist  daher  eine  verschwindend  kleine  Zeit 

Kräfte  im  Yacuum.  —  Die  unter  3)  erwähnten  Zusatz- 
kräfte müssen  für  sich  allein  zur  Geltung  kommen,  wo  in 

einem  ruhenden  Köq^er  sowohl  r\^l)  und  TiG)  wie  -.    ••  und 

^    •  • ,    wie   endlich  A   gleich    Xull    sind.     Es   liege    also    ein 

ox 

ruhender,  homogener  Isolator  ohne  elektrische  oder 
magnetische  Vertheilung  vor.  Dann  wird  nach  (15)  und 
iM')  bezw.  (16)  und  (L'): 


's  Y 

1 

V 


y  et  ^  ci 


etc. 


n= 


etc., 


also 


/•.  =  C+/:=    ]r^\%'^. 


->     \ 


r^  it 


1 


iS, 


Q)'^  '^t 


etc. 


(19) 


Diese  Kräfte  also  wirken  auf  den  Inhalt  jedes  Raumtheilchens, 
in  dem  eine  veränderliche  Strahlung  vorhanden  ist. 
Strahlung  kennen  wir  aber  auch  in  Räumen,  in  welchen  pon- 
derable  Materie  nicht  nachweisbar  ist.  Die  Kräfte  (19)  ändern 
ihre  Werthe  kaum  wahrnehmbar,  wenn  wir  aus  dem  durch- 
strahlten, und  zunächst  etwa  mit  Luft  erfüllten  Raum  die  Luft 
schrittweise  entfernt  denken.  Dann  scheint  das  Substrat  für 
die  Kräfte  zu  entschwinden.  Es  ist  möglich,  dass  dieser 
Widerspnich  auf  einen  Fehler  in  unseren  Grundgleichimgen 
hinweist;  —  möglich  aber  auch,  dass  er  einen  Anhalt  liefert 
für  eine  künftige  „Mechanik  des  Aethers".  Siehe  Hertz  Aus- 
breitung .  .  S.  284  und  295;  Helmholtz,  Abhandlungen, 
Band  HI,  S.  526. 
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Grundgleichungen. 


[Kap.  Vin. 


C.  Anisotrope  Medien. 

Bei  der  Behandlung  anisotroper  Körper  beschränken  wir 
lins  auf  Isolatoren;  damit  sind  zugleich  alle  ferromagne- 
tischen  Körper  ausgeschlossen.  Alle  Erfahrungen,  welche  über 
das  Verhalten  anisotroper  Isolatoren  vorliegen,  lassen  sich  wie 
folgt  zusammenfassen:  Es  gelten  die  Maxwell'schen  Grund- 
gleichungen in  der  Form 


G 


d 
dt 


dir,  =  %  [E,  e,  +  E^%+  E,  <SJ  dr . 


(1) 

(2) 

(3) 
(4) 


9 

W  und    (S  sind  aber  nicht  mehr  proportional  und   gleich- 
gerichtet mit  M  und  E.    Vielmehr  ist 


^,  =  B,,E,  +  e^E^  +  e,,E^   ] 
®,  =  e^E^  +  e^E^  -\-  s„E, 

^t*  ^  ^H 


(5) 


(6) 


WO  die  fiif^.VLiid  s^^  solche  Werthe  besitzen,   dass  allgemein, 

d.  h.  für  alle  Werthe  der  M^. .,  bezw.  E^. .  ,,  dW^  und  dW^ 

positive  Grössen  sind. 

Hieraus  folgen  wieder  eine  grosse  Zahl  allgemeiner  Sätze 
in  genau  der  gleichen  Form,  die  wir  für  isotrope  Isolatoren 
gefunden  haben. 


C]  Allgemeiiie  Folgenrngen.  —  Strahlung.  555 

Zunächst  sagen  (1»  und  (2)  wieder  aus,  da^s  die  magne- 
tischen bezw.  elektrischen  Mengen  /"<9R)</r  und  Fi^dr 
unveränderlich  an  den  Körperelementen  haften,  mögen  diese 
nun  ruhen  oder  sich  bewegen. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  nur  ruhende  Körper  hetrachten, 
so  dass  also  {\)  und  (2*  nicht  mehr  den  Inhalt  der  Gleichunjien 
(L),  (Mu  sondern  der  specielleren  ( J),  iKi  besitzen.  Sie  können 
dann  wieder  in  der  Form  geschrieben  werden: 

— ^  =  -  r(  ^  -  ^ )  etc.  (l  ) 

-^=r(-^---^)etc.  (2') 

ot  ■»  cy        cz  y 

Xach  (3)  und  (5),  bezw.  (4)  und  (6\  ist  dann  weiter 

(M^d3R^  -^  Myd3R^  +  Mj3R^\dT 
=  «2  diM^Tl^  +  .V^aRy  +  •^L3fl^)dT  =  dW^ 

(EJQ^  +  E^d\i^  +  E.J^;)  dx 
=  '\  d(E^Q^  +  E^e^  +  E^^^dr  =  rfn;. 

Es  ergiebt  sich  daher,  genau  wie  in  Kapitel  VI,  S.  3%  f.,  fiir 
einen  beliebigen  Baum  r  mit  der  Oberfläche  5  die  Poyn- 
ting^sche  Gleichung  in  der  Form 


|j('r,+  irj=y^^.(fs 


(7) 


wo  S^  =  r(E^M^  —  E^M^)  etc.  (8) 

D.  h.  die  Strahlung  S  ist  normal  zu  den  Feldintensi- 
täten f?  und  .V  und  hat  den  Werth   VE .^f  sin  (EM), 

Da  die  9R^  . .  und  (£,  . .  lineare  und  homogene  Functionen 

der  M^ . .,  bezw.  E^ . .  sind,   so  liefern  irgend  zwei  Systeme 

Ef  M^  welche  Lösungen  von  (1)  und  (2)  sind,  durch  Super- 
position  wiederum  ein  System,  welches  den  Gleichungen 
genügt;  —  und  den  superponirten  Lösungssystemen  ent- 
sprechen die  superponirten  Werthe  der  7^(6)  und  7^(3)?). 
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Symmetrieebenen. 


[Kap.  Vlir. 


Da  weiter  dW^  und  dW^  nach  wie  vor  wesentlich  posi- 
tive Grössen  sind,  so  bestehen  weiter  und  ergeben  sich  wie 
früher  alle  Sätze  über  eindeutige  Bestimmtheit  von 
Lösungen. 


dW 
Symmetrie  ebenen.       , 


*  ist  eine  homogene  und  wesent- 


lich  positive   quadratische  Function  von  E^,  E^,  E^.     Trägt 

man  daher  von  einem  festen  Punkt  aus  nach  allen  Richtungen 
Vectoren  E  ab,  deren  Länge  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 


d^K 
dz 


1, 


(9  a) 


so  bilden  die  Endpunkte  die  Oberfläche  eines  Ellipsoids. 
Wählt  man  die  Hauptaxen  desselben  als  Axen  der  x\  y ,  ^', 
so  wird 


dW,  =  %  (s,  El^  +  s,El,  +  €,  El,)  dz , 

e, ,  S2,  «3  positiv. 
Ebenso  liefern  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids 


(9) 


2--i     =1 
dz 


ein  System  der  x',y  ,  x,  ,  für  welches 


(10  a) 


9R^,= 


^1  >  (^2J  fi  positiv. 


(10) 


Krystalle.  —  Wir  wollen  lediglich  homogene  aniso- 
trope Körper,  d.  h.  homogene  Krystalle  betrachten.  In  einem 
solchen   sind  die  s^j^  und  fi^  Constanten  dem  Orte  nach;   es 

sind  daher  auch  die  Axen  der  x,y\z  und  x\  y",  %'  im  Köi-per 
festliegende,  überall  gleiche  Kichtungen.  —  Besitzt  ein  Krystall 
eine  Symmetrieebene  ö,  und  ist  v  eine  Normale  von  <;,  so 
dürfen  sich  die  Werthe  von  dW^  und  dW^  nicht  ändern,  wenn 
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V  mit  —  V  vertauscht  wird;  es  ist  daher  p  eine  Hauptaxe 
der  beiden  EUipsoide  (9  a)  und  (10  a),  d.  h.  Axe  eines  mög- 
lichen X,  y\  %'  und  eines  möglichen  x\  y\  ;i;"- Systems.  — 
Schneiden  sich  ferner  in  einer  Axe  v  mehrere  gleichwerthige 
Symmetrieebenen  unter  dem  Winkel  d-^  so  darf  sich  der 
Werth  von  d}\\  nicht  ändern,  wenn  der  Vector  E  mit  un- 
verändertem Zahlwerth  um  den  Winkel  &  um  v  rotirt,  d.  h. 

V  ist  B-otationsaxe  des  EUipsoids  (9a)  und  ebenso  des 
Ellipsoids  (10  a).  Wählen  wir  v  als  Axe  der  x'  und  x'\  so 
wird  daher  b^  =  ^3  ^^^  /'2  =  ^3«  —  Giebt  es  endlich  in  einem 
Kry stall  mehrere  Axen,  in  deren  jeder  sich  mehrere  gleich- 
werthige Symmetrieebenen  schneiden,  so  haben  die  EUipsoide 
mehr  als  eine  Eotationsaxe,  sind  also  Kugeln.  Es  ist  dann 
folglich  f^  =  f2  =  €3  ^^^  (^i  =fh=fh' 

1)  Die  Krystalle  des  asymmetrischen  (triklinen)  Systems 
besitzen  keine  krystallographische  Symmetrieebene.  Sie  be- 
sitzen gleichwohl  drei  zu  einander  senkrechte  Symmetrie- 
ebenen der  elektrischen,  und  drei  der  magnetischen  Energie. 
Diese  beiden  Gruppen  haben  jedoch  eine  nothwendige  Be- 
ziehung weder  zu  einander,  noch  zur  Krystallform. 

2)  im  monosymmetrischen  (monoklinen)  System  existirt 
eine  krystallographische  Symmetrieebene.  Die  Normale  v 
derselben  gehört  nothwendig  dem  System  der  elektrischen 
wie  der  magnetischen  Symmetrieaxen  an.  Sie  sei  ==  x  ==  x'\ 
dann  sind  y'y  x  und  y\  %  zu  v  senkrechte,  im  übrigen  aber 
willkürliche  und  von  einander  unabhängige  Richtungen. 

3)  im  rhombischen  System  existiren  drei  zu  einander 
senkrechte  Symmetrieebenen.  Mit  ihnen  fallen  nothwendig 
zusammen  die  Ebenen  des  elektrischen  x  y  %-  und  des  mag- 
netischen X  y"  ;c"-Systems.  Die  beiden  Axensysteme  sind  also 
nothwendig  identisch.    Wählen  wir  sie  als  xyx-AxQn,  so  wird 

m,=^li,M„    m^  =  (i,M^,    m^==(i,i%,  (5a) 

®x  =  «i^,.    e,  =  e,£„    e,  =  £,!?,.  (6a) 

4)  und  5)  im  tetragonalen  und  hexagonalen  System  existirt 
eine  ausgezeichnete  Symmetrieebene,  und  in  deren  Normale, 
der  krystaUographischen  „Hauptaxe",  schneiden  sich  zwei  bezw. 
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drei  unter  sich  gleichwerthige  Symmetrieebenen.    Wählen  wir 
also  die  Hauptaxe  zur  a^-Axe,  so  wird  62  =  s^j  ^  =  ^, 

6)  in  regulären  Krystallen  existiren  drei  zu  einander  senk- 
rechte und  unter  sich  gleichwerthige  Symmetrieebenen. 
Also  ist 

Ein  regulärer  Krystall  verhält  sich  folglich  in  elektromagne- 
tischer Beziehung  wie  ein  isotroper  Körper. 

Gesetze  des  statischen  Feldes.  —  Wir  wollen  zu- 
nächst statische  Felder  betrachten.  Für  diese  folgt  aus  (1) 
wie  früher 


/ 


Egds  =  0,    oder  £^    =  —  -^9  9  einwerthig; 


und  hieraus  ergiebt  sich  weiter  in  der  gleichen  Weise  wie  in 
Kapitel  I:  das  Feld  E  ist  völlig  bestimmt,  sobald  noch  die 
Elektricitätsvertheilung  gegeben  ist.    Es  ist  femer  wiederum 

K  =  'kf^  •  ^(6)  dr  =  V2  ^9>«  •  (11) 

Wir  können  femer,  aus  denselben  Gründen  wie  in  Kapitel  I, 
die  mechanische  Arbeit,  welche  von  elektrischen  Kräften 
bei  irgend  welchen  virtuellen  Verschiebungen  geleistet  wird, 
gleich  der  diesen  Verschiebungen  entsprechenden  Abnahme 


von  ir^  setzen: 


Ä  =  -dW,.  (12) 


Aus  diesem  Ansatz  muss  auch  jetzt  der  allgemeinste  Aus- 
druck der  im  elektrostatischen  Felde  wirksamen  mechanischen 
Kräfte  folgen.  Wir  gehen  indessen  auf  diese  Entwicklungen 
nicht  ein,  sondern  beschränken  uns  auf  einen  speciellen  Fall. 

Elektrische  Kräfte  auf  einen  ungeladenen  Kry- 
stall. —  In  ein  gegebenes  Feld  E^  (ö^  ^^  W^)  werde  ein  un- 
geladener krystallinischer  Körper  vom  Volumen  t  an  Stelle 
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von  Luft  (Cq)  eingeführt.  Das  Feld  sei  jetzt  E  ((£  q>  W^.  Die 
Elektricitätsvertheilung  ist  nirgends  geändert;  es  ist  also 

Demnach  kann  (11)  geschrieben  werden: 

^eo=  'kj<P,'m)äT  =  'lJ{E^^^  +  . .)  dr. 
Ueberall  ausserhalb  r  ist 

In  T  ist 

®(te=ßo^(KC    etc., 

und  weiter,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  die  im  -Krystall 
festliegenden  ic',?/',«'  zu  Coordinatenaxen  wählen,  nach  (9) 

S^  =  fj  jEp  etc. 

Also 

W,-W^  =  -  \j[{B,  -  8,)  E^  E^  '         ^^g^ 

+  (e,-eo)  E^E^  +  (s^-s,)  E,EJ  dx , 

wo  das  Integral  über  das  Volumen  t  des  Krystalls  zu  er- 
strecken ist.  Einer  virtuellen  Verschiebung  des  Krystalls  ent- 
spricht  keine  Aenderung  von   W^\  also  ist  nach  (12)  auch: 

A  =  -Ö{W,-W^).  (14) 

Um  also  die  auf  den  Krystall  wirkenden  Kräfte  berechnen  zu 
können,  genügt  es,  für  die  gegebene  und  für  alle  unendlich 
benachbarten    Lagen    die    Werthe    E^..    im    Innern    des 

Krystalls  zu  kennen,   neben  den  gegebenen  E^^,. 

Krystallkugel  im  gleichförmigen  Feld.  —  Die  Auf- 
gabe,  E  zu  finden,   ist  im  allgemeinen  noch  schwieriger  als 
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die  entsprechende  Aufgabe  für  einen  isotropen  dielektrischen 
Körper;  sie  gestaltet  sich  aber  sehr  einfach  in  denjenigen 
Fällen,  wo  das  Feld  E  im  isotropen  Körper  constante 
Richtung  haben  würde.  Aus  diesen  greifen  wir  wiederum 
nur  den  einfachsten  heraus,  als  den  praktisch  allein  wichtigen: 

Eine  krystallinische  Kugel  werde  in  ein  Feld  E^  ge- 
bracht, welches  bis  auf  Entfernungen,  die  sehr  gross  sind  gegen 
den  Kugelradius,  nui*  Luft  (fco)  enthält,  und  welches  als  gleicli- 
förmig  betrachtet  werden  darf  in  dem  von  der  Kugel  einge- 
nommenen Raum. 

Wäre  die  Kugel  isotrop  und  ihre  Constante  e,,  so  würde 
nach  Kapitel  I,  S.  114  das  Feld  in  der  Kugel  parallel  zu 
Eq  sein  und  den  Werth 


E  =  -^A~  E 


£l  +2^0 


0 


haben.  D.  h.  dieses  Feld  E  und  die  Polarisation  (£  =  f,  E  in 
der  Kugel,  nebst  den  a.  a.  Ort  gegebenen  Werthen  ausser- 
halb der  Kugel  genügen  allen  Bedingungen.  —  AVird  nun 
in  unserer  krystallinischen  Kugel  a)  die  x-Axe  dem  Felde 
Eq  =  Eq^  parallel  gestellt,  so  wird  offenbar  dasselbe  Feld 

entstehen;  denn  ein  Feld  E  und  eine  Polarisation  6=,e,fi 
sind  auch  jetzt  zusammengehörige  Werthe. 

b)  Wird   die  y-Axe   des  Krystalls   dem  Felde  Eq  =  E^^ 

parallel  gestellt,   so   entsteht  ebenso   im  Innern   ein   zu  E^^ 

paralleles  Feld  von  der  Grösse 


f2  +  2eo     <*• 


c)  Ebenso  erzeugt  ein  Feld  E^^  parallel  zur  *'-Axe  das 
Feld 
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Ein  ursprüngliches  Feld  Eq  aber,  dessen  Componenten 
nach  X  .,  sind:  JEJ,^  .  . ,  ergiebt  ein  Feld  mit  den  Componen- 
ten Ej^ .  .  gemäss  dem  allgemeinen  Superpositionsprincip. 

Aus  unseren  Gleichungen  resultiren  zwei  Messungs- 
methoden: Ist  das  Feld  £[)  nicht  streng  gleichförmig,  besitzt 
es  vielmehr  bei  constanter  Richtung  eine  langsam  variirende 
Grösse  (wie  das  Feld  eines  fernen  geladenen  Leiters),  so 
wirkt  nach  (13)  und  (14)  bei  der  Anordnung  a)  auf  die  Kugel 
eine  translatorische  Kraft  zu  wachsenden  x: 

/•=|[V.(^.-eo)^«^o«-]  =  l^o^^T^       (16a) 

und  entsprechend  bei  den  Stellungen  b)  und  c).    Beobachtet 

man  noch  die  Kräfte,    welche   auf  eine  leitende  Kugel  im 

^^  fi     p     p  

gleichen  Felde  wirken,  so  erhält  man  — ,  — ,  —  (vgl. Kapitell, 

^0      ^0      ^0 

S.  114f.).    Auf  diesem  Wege  hat  Boltzmann*)  die  3  Dielek- 
tricitätsconstanten  des  Schwefels  bestimmt:  3,8;  4,0;  4,8. 

Bringt  man  ferner  die  Kugel  in  ein  gleichförmiges  hori- 
zontales Feld  II,  so  dass  sie  sich  um  ihre  verticale  x-Axe 
drehen  kann,  und  bildet  in  einer  bestimmten  Lage  die  x'-Axe 
mit  der  Richtung  von  ^Tden  Winkel  ^;  dann  ist  nach  (13)  und 
(I5a,  b): 


^e  -   ^ao  =  -   f  ^0 


^1         ^0     ^^„'i    a     I       ^2        ^< 


£/2t, 


,  ^     cos'^  d-  -f-V/-sin2(^ 
also  nach  (14)  das  Drehungsmoment  zu  wachsenden  ^: 

Unter  übrigens  gleichen  Bedingungen  erhält  man  in  einem 
magnetischen  Felde  H  das  Drehungsmoment 

®  =  ^'  r—ü-!r^r^^  ^  ^'^  «in  2^.       (17) 


♦)  Wiener  Berichte  (2.)  70,  S.  342. 
Oohn,  elektromagn.  Feld.  36 
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Da  Ö-~^  und   -- — ^^  stets   sehr  kleine  Zahlen   sind,   so 
kann  man  hierfür  auch  schreiben: 

e^(i,,-i^,)Hh'\^^  (18) 

oder,  indem  man  durch 

6=1  +  4jtx.        ^  =  1  +  AjtX2 

die  „Susceptibilitäten"  Xj  und  X2  einfühii;: 

e  =  {tcj^-x,)  4jtfi,  IP  r  '-^- .  (18a) 

Da  fioH^  in  absolutem  mechanischem  Mass  bestimmt  werden 
kann,   so   liefert   die  Methode   den  Zahlwerth   xj — ^i   (oder 

-^ — —].    Sie  ist  von  Stenger*)  angewandt  worden.   Er  fand 

für  Kalkspath:  X2 — X|  =ca.  10  ~' . 


Doppelbrechung.  —  Eine  weitere  wichtige  Folgerung  aus 
unseren  Grundgleichungen  betrifft  die  Gesetze,  nach  denen  sich 
ebene  Wellen  inKjystallen  ausbreiten.  Wir  wollen  dieselben 
nur  entwickeln  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Symmetrie- 
ebenen der  elektrischen  und  der  magnetischen  Eigenschaften 
zusammenfallen.  Durch  diese  Annahme  schliessen  wir  mög- 
licherweise einige  besondere  Eigenschaften  der  Strahlung  in 
monosymmetrischen  und  asymmetrischen  Krystallen  von  unserer 
Betrachtung  aus;  —  wir  schliessen  aber  keine  beobachteten 
Thatsachen  aus,  vielmehr  bleiben  unsere  Sätze  noch  so  allge- 
mein, dass  sie  die  Gesammtheit  aller  Beobachtungen,  wie  sich 
zeigen  wird,  als  Specialfall  in  sich  schliessen. 

Wir  wählen  das  System  der  x'  •  •  und  x"  •  •  als  Coordi- 
natenaxen  (x,?/,  r),  so  dass  also  (5)  und  (6)  sich  in  (5a)  und 
(6  a)   verwandeln,    und    wir    suchen    nach   Lösungen  unserer 


*)  Wied.  Ann.  35,  S.  331. 
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Differentialgleichungen  (l')  (2'),   welche   ebene   Wellen   dar- 
stellen.   Das  heisst  wir  setzen  an: 


(19) 


E^=e^'  F       M^  =  m^'  F 
F=F(n,^^x  +  n^'  y  +  )k  -  z  —  t) 

wo  ßj.  •  •  ^x  ' '  ^x  ■  •  Constanten  bezeichnen  sollen,  und  F  eine 
willkürliche  Function  des  beigesetzten  Arguments.  Die  elek- 
trische, und  ebenso  die  magnetische  Feldintensität  hat  dann 
im  ganzen  Kaum  die  gleiche  Richtung.  Ihre  Grösse  hat  zu 
gegebener  Zeit  den  gleichen  Werth  in  jeder  der  unter  sich 
parallelen  Ebenen,  deren  Gleichung  ist: 

n^  '  X  +  n   '  y  -\-  n^  '  z  =  const.  (20) 

und  derjenige  Werth,  welcher  zur  Zeit  t  in  der  Ebene 

bestand,  findet  sich  zur  Zeit  (t  +  1)  in  der  Ebene: 

Ti^'X  +  n^yy  +  n^'Z=\,  (21) 


Setzt  man  femer 


-i,^=„,2  +  «;^  +  «,2,  (22) 


so  sind 

n^.co=-p,       n^.a)  =  q,      n^^co==r  (23) 

die  Richtungscosinus  der  Normalen  N  dieser  Ebenen,  und  w 
ist  die  Strecke,  um  welche  die  E-  und  .V-Werthe  in  der  Zeit  1 
auf  der  Richtung  N  vorgeschritten  sind.  Eine  Ebene  (20) 
heisst  daher  „Wellenebene",  N  „Wellennormale",  co  „Fort- 
pH  anzungsgesch  windigkeit  der  ebenen  Welle". 

Wir  betrachten  die  Richtung  der  Wellenfortpflanzung 
als  vorgeschrieben,  also  /?,  ^,  r  als  gegebene  Grössen.  Wir 
fragen  nach  der  Geschwindigkeit  co  und  nach  Grösse  und 
Richtung  der  beiden  Feldintensitäten. 

36* 
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Wenn  wir  die  angenommene  Lösung  (19)  in  die  Diffe- 
rentialgleichungen (!')  (2')  einführen,  so  folgen  die  Bedingungs- 
gleichungen : 


h^T 



TK 

% 

-m^ 

»J 

h^ 

FK 

«* 

-m. 

«,) 

Ps«» 

^K 

%■ 

-♦», 

».), 

(24) 


In  diese  Gleichungen  denken  wir  p,  ^,  r  mittels  (23)  eingeführt. 
Sie  bestimmen  dann  die  gesuchten  Grössen,  nämlich  co  und 
die  Verhältnisse  der  m^-  •  e^. 

Zunächst  folgt  aus  (24): 


h^x  '  War  +  «2«y  '  %  +  ^8^*  '  W;c  =  ^ 

=  7  [n^  {e^m^  — e^  Wy)  +  n^  (c^  w^ — e^m^)  +  n^  (e^my—e^m^)] 


—  ^i^x      I     ^8*y    "r*  ^8^3 


(25) 


Das  heisst: 


ü»  X  .V      e  X  iV 
djr  =  dw, 

fn  0 


(25') 


In  Worten:  Magnetische  und  elektrische  Polarisation  liegen 
in  der  Wellenebene,  —  breiten  sich  in  „transversalen"  Wellen 
aus.  Die  magnetische  Polarisation  ist  senkrecht  zur  elektri- 
schen Feldintensität,  die  elektrische  Polarisation  ist  senkrecht 
zur  magnetischen  Feldintensität.  Das  Grössenverhältniss  der 
Vectoren  ist  derart,  dass  zu  jeder  Zeit  und  in  jedem  Raum- 
theilchen  die  magnetische  gleich  der  elektrischen  Energie  ist. 

Es   bleibt   noch   erstens   der  Werth  von  (d  und  zweitens 
die  Richtung  eines  Vectors  zu  bestimmen.    Die  geometrisclie 
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Lösung  dieser  Aufgabe  kann  zuiückgeführt  werden  auf  die 
Construction  einer  gewissen  Fläche,  der  sogenannten  Wellen- 
fläche: 

Wir  sahen  in  (7)  und  (8),  dass  auch  in  unserm  krystalli- 
nischen  Medium  die  Bewegung  der  Energie  normal  zu  E  und 
M  erfolgt.  Aus  der  Strahlung  S  wollen  wir  einen  neuen,  ihr 
parallelen  Vector  S  definiren  durch  die  Gleichung 


ausführlicher  also: 


Ä.= 


^       dW^ 

dx 

dW' 

^y       dW 

^^       dW 

dr 

dx 

dx 

(26) 


(26') 


S  ist  nach  dieser  Definition  ein  Mass  für  die  Strahlung, 
welche  nach  verschiedenen  Richtungen  bei  gleicher  Dichte 
der  Energie  stattfindet.  Es  ist  offenbar  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Energie  wandert,  oder  auch  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Peldgrössen  inder  Richtung 
der  Strahlung  vorschreiten. 

Um  das  auch  rechnerisch  zu  zeigen,  setzen  wir  die  nach 
(25)  identischen  Grössen 


^l^ar^  +  l^^'^y^  +  i^S^x^  =  ^\^x^  +  h^y^  +  «8^^ 


=  ^K  (ß|/^x  —  «x^J  +  •    r  •]  =  ^ 


(27) 


und  finden  aus  (26'),  (8),  (9),  (10)  und  (19): 


Hieraus  unter  nochmaliger  Benutzung  von  (27): 

^  (5'x  •  »a:  +  Äy  •  Wy  +  iS.  •  nj  =  ^ ,     oder 
Sa?  •  ^r  +  «S'y  .  Wy  +  Ä^  .  w^  =  1 . 


r 

K 

•»»» 

e» 

■  "V 

V 

(«,• 

»»„ 

— 

«»■ 

■mj 

V 

(«.• 

«ly 

^■ 

■  »»J 

(28) 


(29) 
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D.  Ii.  wenn  der  Anfangspunkt  des  Vectors  S  in  den  Nullpunkt 
gelegt  wird,  so  liegt  der  Endpunkt  auf  der  Ebene  (21);  also: 

die  E'  und  itf-Werthe,  welche 
zur  Zeit  t  für  den  Anfangspunkt 
galten,  gelten  zur  Zeit  ^  =  1  für 
den  Endpunkt  von  S  (s.  Fig.  54). 
Der  Vector  S,  dessen  Richtung 
durch  (28)  und  dessen  Grösse 
durch  (29)  definirt  ist,  heisst 
„  Strahl  gesch  windigkeit  **. 


Flg.  64. 


Es  folgt  aber  weiter  aus  (24): 


oder  nach  (27) 


=  Vn^A. 


Also: 


VA  '  n 


X 


VA  •  n.  = 


(30) 


Nun  ist  wegen  der  dritten  und  vierten  der  Gleichungen  (25) 
[«gCy  •  iM.TO,  —  «je,  •  (i^m^]  ■  d[ey  ■  m^  — e^- m^\ +■  +  ■ 
=  [«» •»»»  —  «»• »»,]  •  <^[82«y  •  t^a^x  —  e»«»  •  Z'«'»»]  +  •  +  • 

Daher  folgt  aus  (28)  und  (30): 

An^-d(ÄSj  +  Any-d(AS^)  +  An^-d(ASJ 

=  AS^-d(An^)  +  ASy-d{An^)  +  AS^-d(An^, 

oder 

n^dS^,  +  n^dSy  +  n^dS^  ==  S^dn^  +  Sydn^  +  S^dn^. 

Nach  (29)  ist  aber 
{n^dS^  +  n^dSy  +  nJS^  +  {S^dn,,  +  S^dn^  +  S^dnJ  =  0. 
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Also  ergiebt  sich: 

n,dS^  +  n^dS^  +  n^dÄ^  =  0,  (31) 

und  mit  nochmaliger  Benutzung  von  (29): 

n,{S^  +  dS,)  +  n^{8^  +  dSy)  +  n^{S^  +  dS^)  =  1 .    (32) 

D.  h.  trägt  man  vom  Nullpunkt  aus  nach  allen  Richtungen 
die  Strahlgeschwindigkeit  «S  ab,  so  liegt  auf  der  Ebene  (21) 
nicht  nur  der  Endpunkt  desjenigen  S,  welches  zur  Wellen- 
noimale  .Vmit  den  B-ichtungscosinus  /?  =  w^  a> ,  •  •  gehört,  sondern 

auf  ihr  liegen  auch  die  Endpunkte  aller  unendlich  be- 
nachbarten S,  —  Die  Fläche,  welche  von  den  Endpunkten 
aller  S  gebildet  wird,  heisst  herkömmlich  „Wellen fläche" 
(besser  „Strahlenfläche").  Diese  Fläche  sei  bekannt;  dann 
folgt  aus  dem  vorstehenden:  für  irgend  eine  vorgeschriebene 
Richtung  der  Wellennormale  N  construire  man  die  zu  JS^  senk- 
rechten Berührungsebenen  an  die  Wellenfläche,  (es  wird 
sich  zeigen,  dass  es  im  allgemeinen  zwei  solche  Ebenen  giebt); 
die  Noimalen  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Ebenen  sind  dann 
die  möglichen  AVerthe  der  Wellengeschwindigkeit  cö;  die 
Vectoren,  welche  den  Anfangspunkt  mit  den  Berührungs- 
punkten verbinden,  geben  nach  Grösse  und  Richtung  je  die 
zugehörige  Strahlgeschwindigkeit  S. 

Die  weitere  Behandlung  unserer  Gleichungen  knüpfen  wir 
zunächst  an  einen  Specialfall  an: 

a)  es  sei  /*,  =  if/2  =  i^a  =  i"  >  ^so  M  \\  9K  und  3Ji  =  (iM- 
Dann  verwandeln  sich  (24)  und  (25)  in: 

fimy==V  (e^n^  —  c^nj  £^  g^  =  —  r(m^w,  -  m^n^)    \  (24a^ 

h^x  '^x  +  ^i^y'^y  +  «S^x  •  ^x  =  0 
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Also,  mit  Hinzunabme  der  Beziehungen,  welche  die  Richtung 
des  Strahles  definiren: 

M±  S;     E±  S;  E±M.  f  ^''^*' 

d.  h.  einerseits  (3f,  S,  A^,  andrerseits  (3/,  E,  S)  bilden  ein 
System  von  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen.  Ist 
daher  zunächst  mittels  der  Wellenfläche  zu  einer  gegebenen 
Richtung  N  das  zugehörige  S  gefunden,  so  ergiebt  sich  die 
Richtung  von  M  als  diejenige  der  gemeinsamen  Normale  von 
N  und  S,  und  weiter  E  als  gemeinsame  Normale  von  S  und 
Mf  @  als  gemeinsame  Normale  von  N  und  M, 

Rechnerisch  wollen  wir  einen  anderen  Weg  einschlagen: 
Aus  der  zweiten,  vierten  und  dritten  der  Gleichungen  (24a) 
und  der  ersten  der  Gleichungen  (25a)  folgt: 

=  —  —  i^y%  —  ^x%)  K2  +  ny2  + w^2) 


Oder  nach  (22)  und  (23),  wenn  noch 

F2            o       ^         .0        F2 
—  — a^ h\     —  = 

(l€^                     fl62                    IlS^ 

gesetzt  wird, 

P'h^yQ>^  —  <^^)  —  9'h^xi^^  —  ^^)' 

Also  kann  man  schreiben: 

P 

V^       ""a^  —  co^ 

q 

1 

r 

h^x  =  ^  ^2  _  0,2 

(34  a) 


(35  a) 


Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  zweite  der  Gleichungen 
(25  a)  ergiebt  mit  Bücksicht  auf  (23): 
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„/'   ,  +  ZT --2  +  ;nr^rö  =  0 .  (36 a) 

Diese  Gleichung  ist  quadratisch  in  <d^;  sie  giebt  daher  fiir 
jede  Richtung  ip^q^r)  der  Wellennormale  JVzwei  Werthe  fiir 
die  Wellengeschwindigkeit  co.  Für  jede  dieser  beiden  Wellen 
giebt   dann   (35a)   die  Verhältnisse   «i^j.: f^c^rtge^,   d.h.   die 

Richtung  der  elektrischen  Polarisation  G.  Die  gemeinsame 
Normale  von  X  und  (£  ist  nach  (33  a)  die  Richtung  der  mag- 
netischen Vectoren  M  und  SW.  —  Für  eine  Welle  von  be- 
stimmter Fortpflanzungsrichtung  sind  also  nur  zwei  ganz 
bestimmte  Polarisationszustände  möglich.  — 

Die  Gleichungen  (36  a)  und  (35  a)  sind  identisch  mit  den- 
jenigen, welche  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener 
Lichtwellen  in  Krystallen,  bezw.  für  die  Richtung  des  zur 
„Polarisationsebene"  senkrechten  Vectors  von  Fresnel  auf- 
gestellt und  durch  die  Erfahrung  bestätigt  sind.  Es  wird 
also  die  Richtung  von  .V  identisch  mit  der  in  der  Polarisa- 
tionsebene liegenden  und  zur  Wellennormale  senkrechten 
Richtung.  Die  Richtung  des  „Strahles"  wird  in  der  Krystall- 
optik  entsprechend  unserer  Gleichung  (28)  und  die  „Strahl- 
geschwindigkeit" entsprechend  unserer  Gleichung  (29)  definirt. 

Es  lassen  sich  daher  alle  weiteren  Consequenzen  unse- 
rer Gleichungen  aus  der  Kiystalloptik  hertibemehmen,  auf 
welche  im  allgemeinen  nur  verwiesen  sei.*) 

Hier  möge  noch  die  Gleichung  der  Wellenfläche  ange- 
führt werden;  sie  lautet: 

a2Ä2  ft2^2  ^2^2 

„., f I y. I _i n  si'^sssS  2-4-Ä  2-1- Ä  2 

^2  ^2     1^2 S^^  C^  aS^  —       *  *^;r    n-  «y    T «» 

oder 

+  2^2(c2-j-a2)S2^c2(a2+6^)fi,^]  +  ö^^^ö2  =  0.  /    ^ 


y 


*)  Vgl.  z.  B.  Kirchboff,  Vorlesongen  Über  mathemat.  Optik. 
Unser  N 

hat  dort  die  Richtungscoeinas  (Imn) 


S     \     M     '      il 
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Es  mögen  nun 
b)  jK],  jK-j,  ^3  verschiedene  Werthe  haben.    Setzt  man  dann 


Ylh  lhlh=li 


1 


/*i»x*  +  ^««v*  +  fti«»*  =  771 


CO 


n. 


V"i«i  =  »X .        ~»  VÄ^  =  V'         "«  Vft  =  «, 


8. 


Y(h-s'      s^^Yfh-s: 


CO 


X 


^Vlh  _  V 


O) 


m 


Co 


09 


^^TTi- 


W 


/    > 


G)  CO 

lL  =  ?i^ 

^1     7 


G>  0?'  '  CO  a> 


(O 


(O 

7 


(38) 


so  gelten  für  die  gestrichenen  Grössen  an  Stelle  der  Glei- 
chungen (24)  die  Gleichungen  (24  a) ;  die  Gleichungen  (22),(28),  (29) 
aber  bestehen  für  die  gestrichenen  so  gut  wie  für  die  unge- 
strichenen Grössen.  Es  gelten  also  die  unter  a)  gewonnenen 
Gleichungen,  sofern  man  die  ungestrichenen  Buchstaben  durch 
die  gestrichenen  ersetzt.  In  diesen  Gleichungen  hat  man 
dann  wieder  für  die  S'  ,  ,  ihre  Werthe  aus  (38)   einzufuhren. 

So  folgt  z.  B.  aus  (37a)  als  allgemeine  Gleichung  der 
Wellenfläche: 


s  ^      s  ^      s  *^/S  ^ 


+  -'  +  — 

^2  ft 


) 


rS. 


S  2 


'       +       ' 


(37b) 


+ 


8  2 


(r^. 


+ 


1 


^3^  ^^1  ^2     m^\/\ 


+    F6 


«l«2«3/^lfti^ 


=  0. 


Die  Abweichungen  dieser  Fläche  von  der  F  r  e  s  n  e  F  sehen  Wellen- 
fläche (37  a),  deren  Eigenschaften  wir  als  bekannt  voraus- 
setzen, bestehen  im  folgenden:    Sie  ist,  nach  Festlegung  der 
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Symmetrieebenen,  nicht  durch  drei,  sondern  durch  sechs 
Constanten  bestimmt,  aus  welchen  sich  sechs  „Hauptbrech- 
ungsexponenten" definiren  lassen.  —  Jede  Kreislinie  auf 
der  Fresnel'schen  Fläche  ist  in  eine  Ellipse  verwandelt. 
Insbesondere  wird  die  Fläche  von  ihren  drei  Symmetrieebenen 
je  in  zwei  Ellipsen  geschnitten.  Es  gilt  daher  das  Snellius'sche 
Brechungsgesetz  auch  unter  der  Einschränkung  nicht  mehr, 
dass  der  Strahl  ein  „ ordentlicher '^  sei  und  sich  lediglich  in 
der  Symmetrieebene  drehe. 

Handelt  es  sich  insbesondere  um  einen  einaxigen  Krystall, 
so  zerfällt  die  Wellenfläche  in  zwei  Rotationsellipsoide  mit  ge- 
meinsamer Rotationsaxe,  der  krystallographischen  Hauptaxe. 
Für  diese  Richtung  fallen  also  noch  immer  Strahl  und  Wellen- 
normale zusammen;  jeder  Polarisationszustand  ist  für  Wellen 
von  dieser  Fortpflanzungsrichtung  möglich,  und  für  alle  gilt  die 
gleiche  Geschwindigkeit.  —  Aber  es  giebt  keinen  „ordent- 
lichen Strahl"  mehr,  der  die  gleiche  Geschwindigkeit  für 
alle  Fortpflanzungsrichtungen  besitzt. 

Die  im  vorstehenden  theoretisch  entwickelten  Gesetze 
der  „Doppelbrechung"  sind  bisher  mit  elektrischen  Hülfs- 
mitteln  in  folgendem  Umfang  experimentell  bestätigt  worden: 
in  einem  Krystall  können  sich  in  vorgeschriebener  Richtung  im 
allgemeinen  zwei  geradlinig  polarisiiiie  ebene  Wellen  von 
verschiedenem  Polarisationszustand  mit  verschiedener  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzen.  Für  Schwefel  ergeben  sich  die 
Geschwindigkeiten  in  genügender  Uebereinstimmung  mit  den 
Werthen,  welche  aus  den  statischen  Messungen  der  Dielek- 
tricitätsconstanten  folgen.  (Vgl.  oben  S.  561  und  Lebedew  in 
Wied.  Ann.  56,  S.  6.)  —  Die  genauere  quantitative  Prüfung 
ist  ausschliesslich  auf  optischem  Gebiet  erfolgt:  Unsere 
Gleichungen  enthalten  die  Gesetze  der  Doppelbrechung  des 
Lichts,  sobald  man  die  Ebene,  welche  in  der  Theorie  Wellen- 
normale und  magnetische  Polarisation  enthält,  identificirt  mit 
der  Ebene,  welche  experimentell  als  „Polarisationsebene" 
definirt  ist.  Die  Uebereinstimmung  gilt  aber  nur  innerhalb 
der  „Optik  einer  Schwingungszahl":  die  Constanten  unserer 
Gleichungen  erweisen  sich  experimentell  nicht  als  Körper- 
constanten,  sondern  als  Functionen  der  Schwingungszahl.  Der 
Umfang  der  Uebereinstimmung  ist  also  der  gleiche,  wie  für 
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isotrope  Isolatoren  (s.  Kap.  VII,  §  5,).  —  Andrerseits  hat 
sich  zur  Darstellung  der  Beobachtungen  bisher  die  einfachere 
Form  der  Gleichungen,  unter  a),  als  völlig  ausreichend  erwiesen, 
welche  durch  Vernachlässigung  der  Differenzen  zwischen  /Mj, 
fi2  und  ^3  entsteht.  In  Anbetracht  der  sehr  kleinen  Werthe 
dieser  Differenzen,  welche  durch  statische  Beobachtungen  er- 
mittelt sind  (s.  S.  562),  spricht  dies  keineswegs  dagegen,  dass 
die  allgemeineren  Gleichungen,  unter  b),  die  genauere  Dar- 
stellung der  Wirklichkeit  bieten. 
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